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Résumé : Le travail de Sraffa avait pour but de 
critiquer le paradigme néoclassique marginaliste, 
en prouvant qu'une théorie économique basée sur 
des données objectives concernant la production 
et la répartition du surplus pouvait expliquer les 
valeurs d'échange. L'économie écologique avait 
également initialement pour but de proposer une 
critique de l'économie de l'environnement 
néoclassique, en mettant en avant que les 
décisions en matière d'environnement ne 
pouvaient seulement se baser sur des analyses 
économiques. Ma thèse étudie les relations entre 
ces deux écoles de pensée. 
 

Ma conclusion principale est que l'analyse de 
Sraffa ne rejette pas l'évaluation monétaire de la 
nature parce que la nature n'a pas d'importance 
pour la production économique (de ce point de 
vue-là, la nature a au contraire une importance 
infinie) mais parce que le discours économique 
n'est pas capable d'exprimer la valeur de la 
nature. La théorie de Sraffa aide à définir ce que 
peut dire le discours économique et sur quels 
objets ontologiques il peut porter. Sur cette base, 
une économie écologique Sraffienne peut être 
construite et peut servir d'alternative à 
l'économie de l'environnement néoclassique. 
 

 

 

Title : Sraffa and ecological economics: links and possibilities 

Keywords : Sraffa, environment, ecological economics 

Abstract : Sraffa's original work was intended 
to be a decisive criticism of the neoclassical 
marginalist paradigm, trying to reveal that an 
economic theory based on objective data about 
production and distribution of the surplus can 
explain exchange values. Ecological economics 
were also intended as a criticism of the 
neoclassical environment economics, trying to 
express the fact that decisions about the 
environment cannot be taken according to 
economic analyses alone. My thesis investigates 
how both schools interrelate. 
 

The main point of my conclusion is that Sraffa's 
analysis rejects natural resources in his 
explanation of exchange value, not because 
nature is not important for the economic process 
(the contribution of nature is infinite in this 
respect), but because the economic discourse is 
not able to express its value. The theory of Sraffa 
helps to define what the economic discourse can 
say and what are the ontological objects of the 
economic analysis. From there, a Sraffian 
ecological economics can be built on Sraffa's 
basis, and it would help to construct a classical 
alternative to the neoclassical environmental 
economics. 
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❡❝♦♥♦♠✐❝1

▼② "❤❡%✐% ❞❡❛❧% ✇✐"❤ "❤❡ ❝♦♥♥❡❝"✐♦♥% "❤❛" ✇❡.❡ ♠❛❞❡✱ ❛♥❞ "❤❛" ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡✱

❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ ✇♦.❦% ♦❢ ❙.❛✛❛ ❛♥❞ "❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝% ✜❡❧❞✳

:✐❡.♦ ❙.❛✛❛ ✭✶✽✾✽✲✶✾✽✸✮ ✇❛% ❛♥ ■"❛❧✐❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐%" %♣❡❝✐❛❧✐%❡❞ ♦♥ "❤❡ ❤✐%"♦.②

♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ "❤♦✉❣❤"✳ ❍❡ ✐% ♠❛✐♥❧② ❢❛♠♦✉% ❢♦. ♦♥❡ ❧✐""❧❡ ❜♦♦❦✱ ✏:.♦❞✉❝"✐♦♥

♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐"✐❡% ❜② ♠❡❛♥% ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐"✐❡%✑ ♣✉❜❧✐%❤❡❞ ✐♥ ✶✾✻✵✳ ❚❤❡ ❜♦♦❦ ✇❛%

✐♥"❡♥❞❡❞ ❛% ❛ ❝.✐"✐❝✐%♠ ♦❢ "❤❡ ♥❡♦❝❧❛%%✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝ "❤❡♦.②✱ ❛♥❞ ♣.❡%❡♥"❡❞ ❛ ✇❛②

♦❢ ❛%%❡%%✐♥❣ "❤❡ ♣.✐❝❡%✱ "❤❡ .❛"❡ ♦❢ ♣.♦✜"% ❛♥❞ "❤❡ ✇❛❣❡% ❢.♦♠ "❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡%

♦❢ ♣.♦❞✉❝❡❞ ❝♦♠♠♦❞✐"✐❡% ❞✉.✐♥❣ ♦♥❡ ♣❡.✐♦❞ ♦❢ ♣.♦❞✉❝"✐♦♥✳ ❙♦♠❡ ✐❞❡❛% ♦❢ "❤❡

❜♦♦❦ ✇❡.❡ ✐♥"❡♥"✐♦♥❛❧❧② ❞.❛✇♥ ❢.♦♠ "❤❡ ❝❧❛%%✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐%"% ✭◗✉❡%♥❛②✱ ❘✐❝❛.❞♦✱

❚♦..❡♥%✱ ▼❛.①✮ ❛♥❞✱ ❜❡❝❛✉%❡ ❙.❛✛❛ ✇❛% ❛❧%♦ ❢❛♠♦✉% ❢♦. ❤✐% ❝♦♠♣❧❡"❡ .❡✲❡❞✐"✐♦♥

♦❢ ✏❚❤❡ ✇♦.❦% ❛♥❞ ❝♦..❡%♣♦♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❉❛✈✐❞ ❘✐❝❛.❞♦✑ ✭✇✐"❤ "❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ▼✳
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❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝% ✐% ❛ ✜❡❧❞ ♦❢ .❡%❡❛.❝❤ "❤❛" ".✐❡% "♦ ✉♥❞❡.%"❛♥❞ "❤❡ ❧✐♥❦%

❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞ "❤❡ ❡♥✈✐.♦♥♠❡♥"✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞ ✇❛% ✐♥%"✐"✉"✐♦♥❛❧❧② ❜✉✐❧"

❛% ❛♥ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ .❡%❡❛.❝❤ ✐♥ "❤❡ ✶✾✽✵%✱ ✇✐"❤ "❤❡ ❝.❡❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ■♥"❡.♥❛✲

"✐♦♥❛❧ ❙♦❝✐❡"② ❢♦. ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝% ✐♥ ✶✾✽✽ ❛♥❞ "❤❡ ❧❛✉♥❝❤ ♦❢ "❤❡ .❡%❡❛.❝❤

❥♦✉.♥❛❧ ✏❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝%✑ ✐♥ ✶✾✽✾✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐%"% %"❛." ❢.♦♠ "❤❡

❤②♣♦"❤❡%❡% "❤❛" ❡♥✈✐.♦♥♠❡♥"❛❧ .❡%♦✉.❝❡% "❤❛" ❛.❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦. ❤✉♠❛♥ ♣✉.♣♦%❡

♦♥ ♣❧❛♥❡" ❊❛."❤ ❛.❡ ✜♥✐"❡✱ "❤❛" "❤❡② ❛.❡ ❝✉..❡♥"❧② ❞❡♣❧❡"❡❞ ❜② ❤✉♠❛♥ ❛❝"✐✈✐"✐❡%✱

❛♥❞ "❤❛" ♥♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝"✐✈✐"✐❡% ❝❛♥ %✉.✈✐✈❡ ✇✐"❤♦✉" "❤❡♠✳ ❚❤❡%❡ ❤②♣♦"❤❡%❡%

❛.❡ ❢.❡R✉❡♥"❧② %✉♠♠❛.✐③❡❞ ❜② ❋✐❣✳ ✶✳✶ ✇❤❡.❡ "❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ %♣❤❡.❡ ✐% ❡♠❜❡❞❞❡❞

✐♥"♦ "❤❡ %♦❝✐❛❧ %♣❤❡.❡✱ ✐"%❡❧❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥"♦ "❤❡ ❡♥✈✐.♦♥♠❡♥"❛❧ %♣❤❡.❡✳
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❼ ■♥ ❈❤❛♣%❡' ✹✱ ■ '❡✈✐❡✇ %❤❡ ✇♦'❦* ✇✐%❤✐♥ %❤❡ ♥❡♦✲❘✐❝❛'❞✐❛♥ *❝❤♦♦❧ %❤❛%

❞❡❛❧ ✇✐%❤ ❡♥✈✐'♦♥♠❡♥%❛❧ E✉❡*%✐♦♥*✳ ❘❡♥% ✐* %♦✉❝❤❡❞ ✉♣♦♥ ❜② ❙'❛✛❛ ❝♦♥✲

❝❡'♥✐♥❣ ♥❛%✉'❛❧ '❡*♦✉'❝❡*✱ ❜✉%✱ ❛* ❙'❛✛❛ ❤✐♠*❡❧❢ ✇♦✉❧❞ ✐♥*✐*%✱ %❤✐* '❡✈✲

❡♥✉❡ ✐* ♥♦% ♥❡❝❡**❛'✐❧② ❧✐♥❦❡❞ ✇✐%❤ ♥❛%✉'❛❧ '❡*♦✉'❝❡ *❝❛'❝✐%②✳ ❊①❤❛✉*%✐❜❧❡

♥❛%✉'❛❧ '❡*♦✉'❝❡* ❛'❡ ✐♥%'♦❞✉❝❡❞ ❜② *♦♠❡ ♥❡♦✲❘✐❝❛'❞✐❛♥ ❛✉%❤♦'*✱ ❜✉% ❛❧✲

♠♦*% ❛❧❧ ✐♥%❡♥❞ %♦ ❥✉*%✐❢② %❤❡ ❍♦%❡❧❧✐♥❣✬* '✉❧❡ ❝♦♥❝❡'♥✐♥❣ '♦②❛❧%✐❡*✱ ✇❤✐❝❤✱

✐♥ %❤❡ ♣❡'*♣❡❝%✐✈❡ %❤❛% ■ ❞❡✈❡❧♦♣ ✐♥ %❤✐* %❤❡*✐*✱ ✐* ♥♦% ❝♦♠♣❛%✐❜❧❡ ✇✐%❤

❙'❛✛❛✬* %❤✐♥❦✐♥❣✳ ❋✐♥❛❧❧② *❡✈❡'❛❧ ✇♦'❦* ✐♥ %❤❡ ♥❡♦✲❘✐❝❛'❞✐❛♥ *❝❤♦♦❧ ❞❡❛❧

✇✐%❤ ✇❛*%❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥%✱ ♣♦❧❧✉%✐♦♥ ❛♥❞ '❡♥❡✇❛❜❧❡ '❡*♦✉'❝❡* ✐**✉❡*✱ ✇❤✐❝❤

♣'♦✈❡* %❤❛% ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥%❡'❡*% ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧% ✇✐%❤ %❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝*

*❝❤♦♦❧✳

❼ ■♥ ❈❤❛♣%❡' ✺✱ ■ '❡✈✐❡✇ %❤❡ ✇♦'❦* ✇✐%❤✐♥ %❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝* *❝❤♦♦❧

%❤❛% ❛%%❡♠♣% %♦ ✐♥%❡❣'❛%❡ ❙'❛✛❛✬* %❤✐♥❦✐♥❣ ✐♥%♦ %❤❡✐' ♣'♦❜❧❡♠❛%✐❝✳ ❖♥ %❤❡

❞❡❜❛%❡ ❛❜♦✉% %❤❡ ❡♥❡'❣② %❤❡♦'② ♦❢ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❛❜♦✉% %❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ %❤❡ ❡♥✲

✈✐'♦♥♠❡♥%✱ *♦♠❡ ❛✉%❤♦'* ✉*❡ ❙'❛✛❛✬* ♠♦❞❡❧✱ ❜✉% ✉*✉❛❧❧② ✇✐%❤♦✉% ❝❧❡❛'❧②

✉♥❞❡'*%❛♥❞✐♥❣ %❤❡ ♣'❡♠✐*❡* ♦❢ ✐%✳ ❚❤❡ ❝❧❛**✐❝❛❧ ❛♣♣'♦❛❝❤ ✉*❡❞ ❜② ❙'❛✛❛✱

✇❤✐❝❤ '❡♣'❡*❡♥%* %❤❡ ❞✐*%'✐❜✉%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ *✉'♣❧✉* ❛* %❤❡ '❡*✉❧% ♦❢ ❛ ❝❧❛**

*%'✉❣❣❧❡✱ ✐* ❛❧*♦ ❡①♣❧♦✐%❡❞ ❜② *♦♠❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝* ❛✉%❤♦'* ✐♥ ♦'❞❡'

❝❧❛'✐❢② *♦♠❡ ❛*♣❡❝%* ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥✢✐❝%*✳ ❋✐♥❛❧❧② '❡♥% ❛♥❞ ✈❡'%✐❝❛❧ ✐♥✲

%❡❣'❛%✐♦♥ ❛♥❛❧②*✐* ❛'❡ ❛❧*♦ ♥❡♦✲❘✐❝❛'❞✐❛♥ ❛♥❛❧②%✐❝❛❧ %♦♦❧* %❤❛% ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

✉*❡❞ ✐♥ *♦♠❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝* ✇♦'❦*✳

❼ ❈❤❛♣%❡' ✻ *✉♠* ✉♣ ♠② ✜♥❞✐♥❣* ❛♥❞✱ ♦♥ %❤❛% ❜❛*✐*✱ ❞'❛✇* *♦♠❡ ♣❛%❤✇❛②*

❢♦' '❡*❡❛'❝❤ %❤❛% ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥%❡'❡*%✐♥❣ ❢♦' ❜♦%❤ *❝❤♦♦❧*✳ ❙❡✈❡'❛❧ ❞✐'❡❝✲

%✐♦♥* ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧%✱ ✐♥✈❡*%✐❣❛%✐♥❣ ❤♦✇ %❤❡ ❞✐*%'✐❜✉%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ *✉'♣❧✉*✱ %❤❡

'❡♥% ♦♥ ❡♥✈✐'♦♥♠❡♥%❛❧ '❡*♦✉'❝❡* ❛♥❞ %❤❡ ❞②♥❛♠✐❝* ♦❢ ❡①❤❛✉*%✐♦♥ ❛♥❞ '❡✲

♣❧❡♥✐*❤♠❡♥% ♦❢ ♥❛%✉'❛❧ '❡*♦✉'❝❡* ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡*✱ ❛♥❞ ❤♦✇ ❡♥✈✐'♦♥♠❡♥%❛❧

✐♠♣❛❝%* ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ %♦ %❤❡ ❡①✐*%✐♥❣ ♠❡%❤♦❞* ♦❢ ♣'♦❞✉❝%✐♦♥ ✐♥ ♦'❞❡' %♦

❛**❡** %❤❡ ❡♥✈✐'♦♥♠❡♥%❛❧ ❝♦♥*❡E✉❡♥❝❡* ♦❢ %❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✳ ❋✐♥❛❧❧② %❤❡

❙'❛✣❛♥ ♣❛'❛❞✐❣♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉*❡❞ %♦ *❤❡❞ ❛ ♥❡✇ ❧✐❣❤% ♦♥ ❝♦♥%❡♠♣♦'❛'② ❞❡✲

❜❛%❡* *✉❝❤ ❛* %❤❡ ♣❛②♠❡♥% ❢♦' ❡❝♦*②*%❡♠ *❡'✈✐❝❡* ❛♥❞ %❤❡ ♣♦**✐❜✐❧✐%② ♦❢ ❛

❝✐'❝✉❧❛' ❡❝♦♥♦♠②✳
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❚❤✐% &❤❡%✐% ✇❛% ❢✉♥❞❡❞ ❜② &❤❡ ❈❧✐♠❛&❡✲❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ■♥♥♦✈❛&✐♦♥ ❈♦♠♠✉♥✐&②
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♥♦& ♥❡❝❡%%❛>✐❧② %❤❛>❡ &❤❡ ✈✐❡✇% ❡①♣>❡%%❡❞ ✐♥ &❤✐% &❤❡%✐%❀ >❡%♣♦♥%✐❜✐❧✐&② ❢♦> ✐&%

❝♦♥&❡♥&% >❡%&% ❡♥&✐>❡❧② ✇✐&❤ &❤❡ ❛✉&❤♦>✳

❚❤✐% &❤❡%✐% ✇❛% ❢✉❧✜❧❧❡❞ ✉♥❞❡> &❤❡ %✉♣❡>✈✐%✐♦♥ ♦❢ E>✳ ▼❛>&✐♥ ❖✬❈♦♥♥♦> ✐♥

&❤❡ ■♥&❡>♥❛&✐♦♥❛❧ ❈❡♥&❡> ♦❢ ❘❡%❡❛>❝❤ ❘❊❊❉❙✱ ❛& &❤❡ ❯♥✐✈❡>%✐&② ♦❢ ❱❡>%❛✐❧❧❡%

❙❛✐♥&✲◗✉❡♥&✐♥✲❡♥✲❨✈❡❧✐♥❡% ✭❯❱❙◗✮✳
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❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝*

✷✳✶ ❲❤❛& ✐( ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝(

❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝* ✐* ❛ ✜❡❧❞ ♦❢ .❡*❡❛.❝❤ ❛00❡♠♣0✐♥❣ 0♦ ❣❛0❤❡. ✐♥❢♦.♠❛0✐♦♥

❢.♦♠ ❞✐✛❡.❡♥0 *❝✐❡♥❝❡* ✭❡❝♦♥♦♠✐❝*✱ ❡❝♦❧♦❣②✱ ❜✉0 ❛❧*♦ ❝❤❡♠✐*0.②✱ ♣❤②*✐❝*✱ ❣❡♦❧♦❣②✱

*♦❝✐♦❧♦❣②✱ ❡0❝✳✮ ✐♥ ♦.❞❡. 0♦ ✉♥❞❡.*0❛♥❞ ❤♦✇ 0❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞ ♥❛0✉.❡ ❛.❡ ✐♥0❡.✲

.❡❧❛0❡❞✱ ✐✳❡✳ ❤♦✇ 0❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐* ❛✛❡❝0❡❞ ❜② 0❤❡ ❡♥✈✐.♦♥♠❡♥0 ❛♥❞ ❤♦✇ 0❤❡

❡♥✈✐.♦♥♠❡♥0 ✐* ❛✛❡❝0❡❞ ❜② ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝0✐✈✐0✐❡*✳ ■0* ♠❛✐♥ ❝❤❛.❛❝0❡.✐*0✐❝* ✐* 0❤❡♥

✐0* ♦♣❡♥♥❡** 0♦ ❞✐✛❡.❡♥0 ♠❡0❤♦❞♦❧♦❣✐❡*✱ ♣♦✐♥0 ♦❢ ✈✐❡✇* ❛♥❞ ♣❛.❛❞✐❣♠*✳

❚❤✐* ♦♣❡♥♥❡** *♦♠❡0✐♠❡* ❛♣♣❡❛.* ❛* ❛ ❞✐✣❝✉❧0② ✇❤❡♥ ♦♥❡ ✇❛♥0* 0♦ ❣.❛*♣

✇❤❛0 ❤❛* ❜❡❡♥ ❧❡❛.♥❡❞ ✐♥ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝* *✐♥❝❡ ✐0* ❢♦✉♥❞❛0✐♦♥✿ ❞❡❜❛0❡*

❛♥❞ ❝♦♥0.♦✈❡.*✐❡* ❛❜♦✉0 ❝♦♥❝❡♣0* ❛♥❞ ✈✐*✐♦♥* ♦❢ ✇❤❛0 *❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦✲

♥♦♠✐❝* ❛.❡ ♥❡✈❡. .❡❛❧❧② ❝❧♦*❡❞✳ ■♥ 0❤✐* ❝❤❛♣0❡. ■ ✇✐❧❧ ✜.*0 ❞❡*❝.✐❜❡ 0❤❡ ♦.✐❣✐♥*

♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝* ✐♥ *❡❝0✐♦♥ ✷✳✷✱ 0❤❡♥ ■ ✇✐❧❧ 0❛❧❦ ❛❜♦✉0 0❤❡ ♠❛✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣✲

♠❡♥0* ✐♥ 0❤✐* ✜❡❧❞ ✐♥ *❡❝0✐♦♥ ✷✳✸✳ ■ ✇✐❧❧ 0❤❡♥ ❞❡*❝.✐❜❡ 0❤❡ ❞✐✛❡.❡♥❝❡ ❜❡0✇❡❡♥ 0❤✐*

✜❡❧❞ ❛♥❞ 0❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❡♥✈✐.♦♥♠❡♥0❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝* ✐♥ *❡❝0✐♦♥ ✷✳✹✱ ❜❡❢♦.❡ ♣.❡*❡♥0✐♥❣

*♦♠❡ ♣♦✐♥0* ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ✇❤❛0 *❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝* ✐♥ *❡❝0✐♦♥ ✷✳✺✳

✶✸
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✷✳✷ ❖#✐❣✐♥'

❘#♣❦❡ ✭✷✵✵✹✮ +,❛❝❡/ ❜❛❝❦ +❤❡ +❤❡♦,❡+✐❝❛❧ ♦,✐❣✐♥/ ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝/ ❛/ ❛

✜❡❧❞ ♦❢ ,❡/❡❛,❝❤ +♦ +❤❡ ;❤②/✐♦❝,❛+/✱ ✇❤♦ ✜,/+ /❛✇ +❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡+✇❡❡♥ ❧❛♥❞ ♣,♦✲

❞✉❝+✐♦♥ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣,♦❞✉❝+✐♦♥✱ ❛♥❞ +♦ +❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥+ ♦❢ +❤❡,♠♦❞②♥❛♠✐❝/

✐♥ +❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ ✶✾+❤ ❝❡♥+✉,②✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇/ +♦ ❞❡/❝,✐❜❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣,♦❝❡//❡/ ✐♥ ❛

♣❤②/✐❝❛❧ ✇❛②✱ ❛/ +,❛♥/❢❡,/ ♦❢ ❡♥❡,❣② ❛♥❞ ♠❛++❡,✳ ❖♥❡ ♦❢ +❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥+,✐❜✉+♦, ✐♥

+❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥+ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝/ ❛/ ❛ ♣❛,+ +❤❡,♠♦❞②♥❛♠✐❝ /❝✐❡♥❝❡ ✐/ ●❡♦,❣❡/❝✉✲

❘♦❡❣❡♥ ✭✶✾✼✶✮✱ ❜✉+ ♦+❤❡, ❛✉+❤♦,/✱ /✉❝❤ ❛/ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ,❡/❡❛,❝❤❡,/ ❙♦❞❞② ❛♥❞

❖/+✇❛❧❞✱ ❛❧/♦ +,✐❡❞ +♦ ❡/+❛❜❧✐/❤ ❛ ❧✐♥❦ ❜❡+✇❡❡♥ ♣❤②/✐❝❛❧ ❛♥❞ /♦❝✐❛❧ /❝✐❡♥❝❡/

✭❖/+✇❛❧❞✱ ✶✾✵✽❀ ❙♦❞❞②✱ ✶✾✷✻✮✳ ❚❤✐/ ♥❛+✉,❛❧✐/❛+✐♦♥ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣,♦❝❡//❡/ ❡①✲

♣,❡//❡/ ♦♥❡ ♦❢ +❤❡ ❝♦,❡ ❜❡❧✐❡❢/ ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝/ ✭❘#♣❦❡✱ ✷✵✵✺✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐/

+❤❛+ ❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞ +❤❡ ♣,♦❞✉❝+✐♦♥ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥♥♦+ ❜❡ /❡♣❛,❛+❡❞ ❢,♦♠

✐+/ ♣❤②/✐❝❛❧ ♥❛+✉,❛❧ ❜❛/✐/✿

✏❚❤❡ ❜❛/✐❝ ♦❜/❡,✈❛+✐♦♥ ✐♥ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝/ ✐/ ❜❛♥❛❧ ❛♥❞ ❞✐❢✲

✜❝✉❧+ +♦ ❞✐/❛❣,❡❡ ✇✐+❤✿ +❤❡ ❤✉♠❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✐/ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ♥❛+✉,❡✱

❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣,♦❝❡//❡/ ❛,❡ ❛❧/♦ ❛❧✇❛②/ ♥❛+✉,❛❧ ♣,♦❝❡//❡/ ✐♥ +❤❡

/❡♥/❡ +❤❛+ +❤❡② ❝❛♥ ❜❡ /❡❡♥ ❛/ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧✱ ♣❤②/✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧

♣,♦❝❡//❡/ ❛♥❞ +,❛♥/❢♦,♠❛+✐♦♥/✑ ✭❘#♣❦❡✱ ✷✵✵✹✮✳

❊❝♦❧♦❣② ✜,/+ ❛♣♣❡❛,❡❞ ❛/ ❛ ❝♦♥❝❡♣+ ✐♥ ✶✽✻✻ ✭❍❛❡❝❦❡❧✱ ✶✽✻✻✮✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛♠❡ ❛ /❝✐✲

❡♥❝❡ ✐♥ +❤❡ ❧❛+❡ ❳■❳

 ❤

❝❡♥+✉,②✳ ■+ ❝♦♥❝❡,♥/ +❤❡ /+✉❞② ♦❢ +❤❡ ✐♥+❡,❛❝+✐♦♥/ ❜❡+✇❡❡♥

/♣❡❝✐❡/✱ ❛♥❞ +❤❡ /+✉❞② ♦❢ /♣❡❝✐✜❝ /②/+❡♠/ ♦❢ /♣❡❝✐❡/ ✭+❤❡ +❡,♠ ✏❡❝♦/②/+❡♠✑ ✜,/+

❛♣♣❡❛,/ ✐♥ ❚❛♥/❧❡②✱ ✶✾✸✺✮✳ ❙♦♠❡ ❡❝♦❧♦❣✐/+/ ❛♥❛❧②③❡ ❡❝♦/②/+❡♠/ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛+

+❤❡✐, ❡①❝❤❛♥❣❡/ ♦❢ ❡♥❡,❣② ❛♥❞ ♠❛++❡, ✐♥/✐❞❡ +❤❡ ❡❝♦/②/+❡♠✱ ❛♥❞ ❜❡+✇❡❡♥ +❤❡

❡❝♦/②/+❡♠ ❛♥❞ ✐+/ ❡♥✈✐,♦♥♠❡♥+ ✭❖❞✉♠✱ ✶✾✺✸✮✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥+ ♦❢ /②/+❡♠

+❤❡♦,② ❛♥❞ ❝②❜❡,♥❡+✐❝/ ✐♥ +❤❡ ✶✾✺✵/ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ +❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥+ ♦❢ +❤✐/ ♣❛,+ ♦❢

❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ /❝✐❡♥❝❡/✱ ❧❡❛❞✐♥❣ +♦ ❛♥❛❧②③❡/ ♦❢ +❤❡ ✐♥+❡,❛❝+✐♦♥/ ✐♥/✐❞❡ ❛♥❞ ❜❡+✇❡❡♥

❧❛,❣❡ ❡❝♦/②/+❡♠/✱ ❛♥❞ ❜❡+✇❡❡♥ ❡❝♦/②/+❡♠/ ❛♥❞ ❤✉♠❛♥ /♦❝✐❡+② ✭❖❞✉♠✱ ✶✾✼✶✮✱

❛♥❞ +♦ +❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥+ ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥+❤,♦♣♦❧♦❣② ✭❘❛♣♣❛♣♦,+✱ ✶✾✻✽✮✳

❙♦❝✐❛❧ ❝❤❛♥❣❡/ ✐♥ +❤❡ ❛✇❛,❡♥❡// ♦❢ ❤✉♠❛♥ ✐♠♣❛❝+ ♦♥ +❤❡ ❡♥✈✐,♦♥♠❡♥+ +❤❡♥

❤❡❧♣❡❞ +❤❡ ❝♦♥/+,✉❝+✐♦♥ ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝/ ❛/ ❛ ✜❡❧❞ ♦❢ ,❡/❡❛,❝❤ ✇❤✐❝❤

❝♦✉❧❞ ❛♥/✇❡, ❛ /♦❝✐❛❧ ♥❡❡❞✳ ❘❛❝❤❡❧ ❈❛,/♦♥✬/ ❜♦♦❦ ✭✶✾✻✷✮ ♦♥ +❤❡ ✐♠♣❛❝+ ♦❢

♣❡/+✐❝✐❞❡/ ✇❛/ ♦♥❡ ♦❢ +❤❡ ✜,/+ /♣❛,❦✱ ❛♥❞ ✐♥ +❤❡ ✶✾✻✵/ ❛❧♠♦/+ ❛❧❧ ✇❡/+❡,♥ ❝♦✉♥✲

+,✐❡/ /+❛,+❡❞ +♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❡♥✈✐,♦♥♠❡♥+❛❧ ,❡❣✉❧❛+✐♦♥/ ♦♥ ❤❛③❛,❞♦✉/ ✇❛/+❡/ ❛♥❞

♣♦❧❧✉+❛♥+/✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ /♦❝✐❛❧ ♣,♦+❡/+/ ♦♥ +❤✐/ Z✉❡/+✐♦♥/ ✭❈♦♠♠♦♥❡,✱ ✶✾✻✻✮✳ ❋✉,✲

+❤❡,♠♦,❡✱ ❞✐/❝✉//✐♦♥/ ♦♥ +❤❡ ✐♥❝,❡❛/❡ ♦❢ ✇♦,❧❞ ♣♦♣✉❧❛+✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥ +❤❡ /✉✣❝✐❡♥❝②

♦❢ ❢♦♦❞ /✉♣♣❧② ✇❡,❡ ,❛✐/❡❞ ✭❊❤,❧✐❝❤✱ ✶✾✻✽✮✱ ,❡❧❛+❡❞ ✇✐+❤ +❤❡ Z✉❡/+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❞❡✲

✈❡❧♦♣♠❡♥+ ♦❢ ♣♦♦, ❝♦✉♥+,✐❡/✱ ❛♥❞ ♠♦,❡ ✇✐❞❡❧② ✇✐+❤ +❤❡ Z✉❡/+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ♠❛♥❛❣❡✲

♠❡♥+ ♦❢ ♥❛+✉,❛❧ ,❡/♦✉,❝❡/ ❛+ +❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧❡✈❡❧ ✭▼❡❛❞♦✇/ ❡+ ❛❧✳✱ ✶✾✼✷✮✳ ❆❧❧ +❤❡/❡

❝♦♥❝❡,♥/ ✇❡,❡ ❞✐/❝✉//❡❞ ❞✉,✐♥❣ +❤❡ ❯♥✐+❡❞ ◆❛+✐♦♥/ ❈♦♥❢❡,❡♥❝❡ ♦♥ +❤❡ ❍✉♠❛♥

❊♥✈✐,♦♥♠❡♥+ ✐♥ ❙+♦❝❦❤♦❧♠ ✐♥ ✶✾✼✷✱ ✇❤✐❝❤ ✏❞❡♠♦♥/+,❛+❡❞ +❤❛+ +❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡/ ✐♥

,❡❧❛+✐♦♥ +♦ +❤❡ ❡♥✈✐,♦♥♠❡♥+✱ ♣♦♣✉❧❛+✐♦♥ ❣,♦✇+❤ ❛♥❞ ,❡/♦✉,❝❡/ ✇❡,❡ ♥♦✇ ✇✐❞❡❧②

❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞✑ ✭❘#♣❦❡✱ ✷✵✵✹✮✳ ❆♥❞ ✜♥❛❧❧② +❤❡ ♦✐❧ ❝,✐/✐/ ✐♥ ✶✾✼✸ ✇❛/ /❡❡♥ ❜②

♠❛♥② ❛/ ❛ ❝♦♥✜,♠❛+✐♦♥ +❤❛+ ♥❡✇ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧/ ❡①♣❧✐❝✐+❧② +❛❦✐♥❣ ❛❝❝♦✉♥+

♦♥ +❤❡ ❡♥✈✐,♦♥♠❡♥+ /❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳
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❊♥✈✐&♦♥♠❡♥*❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝.✱ ❢♦❝✉.✐♥❣ ♦♥ *❤❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥* ♦❢ ♥❛*✉&❛❧ &❡.♦✉&❝❡.

✭&❡♥❡✇❛❜❧❡ ❛♥❞ ♥♦♥ &❡♥❡✇❛❜❧❡✮✱ *❤❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥* ♦❢ ♥❡❣❛*✐✈❡ ❡①*❡&♥❛❧✐*✐❡. ✭♣♦❧✲

❧✉*✐♦♥✮ ❛♥❞ ♦♥ *❤❡ ✉*✐❧✐*② ❝&❡❛*❡❞ ❜② *❤❡ ❡♥✈✐&♦♥♠❡♥* ✭&❡❝&❡❛*✐♦♥❛❧✱ ❝✉❧*✉&❛❧✱

❛❡.*❤❡*✐❝ ❛♥❞ &❡❧✐❣✐♦✉. ❛♠❡♥✐*✐❡.✮✱ ✇❡&❡ *❤❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛. ❛ .♣❡❝✐✜❝ ❜&❛♥❝❤ ♦❢

*❤❡ ❝✉&&❡♥* ❞♦♠✐♥❛♥* ♣❛&❛❞✐❣♠ ✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝.✱ *❤❡ ♥❡♦❝❧❛..✐❝❛❧ *❤❡♦&②✳ ❍♦✇✲

❡✈❡&✱ .♦♠❡ &❡.❡❛&❝❤❡&. ✭❇♦✉❧❞✐♥❣✱ ✶✾✻✻❀ ❉❛❧②✱ ✶✾✻✽❀ ❆②&❡. ❛♥❞ ❑♥❡❡.❡✱ ✶✾✻✾❀

●❡♦&❣❡.❝✉✲❘♦❡❣❡♥✱ ✶✾✼✶✮ ❛❧&❡❛❞② ❝❛❧❧❡❞✱ *❤&♦✉❣❤ *❤❡✐& ✇♦&❦.✱ ❢♦& ❛ ❞✐✛❡&❡♥*

♣❛&❛❞✐❣♠✱ ✇❤❡&❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐. ❞❡.❝&✐❜❡❞ ❛. ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥*♦ *❤❡ ♥❛*✉&❛❧ .♣❤❡&❡✱

❞❡♣❡♥❞❡♥* ♦♥ ❧✐♠✐*❡❞ ♥❛*✉&❛❧ &❡.♦✉&❝❡.✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦* ❡.❝❛♣❡ ❢&♦♠ ♣&♦✲

❞✉❝✐♥❣ ✇❛.*❡.✱ ✐✳❡✳ *♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠♦&❡ ❤♦❧✐.*✐❝ ❛♥❞ ♣❤②.✐❝❛❧ ♣♦✐♥* ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ *❤❡

❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣&♦❞✉❝*✐♦♥ ♣&♦❝❡..✳ ❇✉* *❤❡ ❛♣♣❛&✐*✐♦♥ ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝. ❛. ❛♥

✐♥.*✐*✉*✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞ ❝❛♠❡ ❧❛*❡&✿

✏■♥ *❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ *❤❡ ✶✾✼✵.✱ *❤❡ ❜❛.✐❝ ✐❞❡❛. *❤❛* ❧❛*❡& ❜❡❝❛♠❡

❢♦✉♥❞❛*✐♦♥❛❧ ❢♦& ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝. ✇❡&❡ ❣✐✈❡♥ ♠♦❞❡&♥ ❢♦&♠✉❧❛✲

*✐♦♥.✱ ❜✉* ✐* *♦♦❦ ♠♦&❡ *❤❛♥ ✶✺ ②❡❛&. ❜❡❢♦&❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝.

❛❝*✉❛❧❧② *♦♦❦ .❤❛♣❡ ❛. ❛ ✜❡❧❞ ♦❢ &❡.❡❛&❝❤✑ ✭❘R♣❦❡✱ ✷✵✵✹✮✳

❚❤✐. ✐♥.*✐*✉*✐♦♥❛❧✐.❛*✐♦♥ ✇❛. ♠❛❞❡ ♣♦..✐❜❧❡ ✜&.* *❤&♦✉❣❤ *❤❡ ❞✐✛✉.✐♦♥ ♦❢ ✐♥✐*✐❛❧

✐❞❡❛. ❜② *❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ♠♦&❡ ❛❝❝❡..✐❜❧❡ ♣❛♣❡&. ❛♥❞ ❜♦♦❦. ✭❉❛❧②✱ ✶✾✼✼❀ ●❡♦&❣❡.❝✉✲

❘♦❡❣❡♥✱ ✶✾✼✾✮❀ ■❣♥❛❝② ❙❛❝❤. ✭✶✾✼✹✮ ❛♥❞ ❘❡♥W X❛..❡* ✭✶✾✼✾✮ ❛❧.♦ ❤❡❧♣❡❞ *♦

❜&♦❛❞❝❛.* *❤❡ ✐❞❡❛. ✐♥ *❤❡ ❋&❡♥❝❤ .❝✐❡♥*✐✜❝ ✇♦&❧❞✳ ❙✐♠✉❧*❛♥❡♦✉.❧②✱ ❛ ✇✐❞❡

❞✐.❝✉..✐♦♥ .*❛&*❡❞ ♦♥ *❤❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥* ♦❢ ❡♥❡&❣② ❛♥❞ *❤❡ &❡❧❛*✐♦♥ ❜❡*✇❡❡♥ ❡♥✲

❡&❣② ❝♦♥.✉♠♣*✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛❧✉❡ ❝&❡❛*✐♦♥ ✭X✐♠❡♥*❡❧ ❡* ❛❧✳✱ ✶✾✼✸❀ ❈♦.*❛♥③❛✱ ✶✾✽✵❀

❈❧❡✈❡❧❛♥❞ ❡* ❛❧✳✱ ✶✾✽✹✮ ❛♥❞ *❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥* ♦❢ X&✐❣♦❣✐♥❡✬. *❤❡&♠♦❞②♥❛♠✐❝.

✭X&✐❣♦❣✐♥❡✱ ✶✾✼✷✮ ❤❡❧♣. *♦ ❦❡❡♣ ❤✐❣❤ *❤❡ ✐♥*❡&❡.* ♦♥ ❣❡♥❡&❛❧ .②.*❡♠ *❤❡♦&② ❛♥❞

♦♥ *&❛♥.❞✐.❝✐♣❧✐♥❛&✐*②✱ ❛. ❡❝♦.②.*❡♠. ❛♥❞ ❤✉♠❛♥ .♦❝✐❡*② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡.❝&✐❜❡❞ ❛. ❛

❢❛&✲❢&♦♠✲❡^✉✐❧✐❜&✐✉♠ .❡❧❢✲♦&❣❛♥✐③✐♥❣ ❞✐..✐♣❛*✐✈❡ .*&✉❝*✉&❡ ✭X❡&&✐♥❣.✱ ✶✾✽✼✮✳ ❚❤❡

♥♦*✐♦♥ ♦❢ ✏&❡.✐❧✐❡♥❝❡✑ ♦❢ ❡❝♦.②.*❡♠. ❛❧.♦ ✇❛. ✐♥✈❡♥*❡❞ ✐♥ *❤❛* *✐♠❡✱ ✐♥ &❡❧❛*✐♦♥

*♦ *❤❡ &✐.❡ ♦❢ ❝❤❛♦. *❤❡♦&② ✭❍♦❧❧✐♥❣✱ ✶✾✼✸✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛. ✉.❡❞ *♦ ♣♦✐♥* ♦✉* *❤❛*

❤✉♠❛♥ ❛❝*✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✈❡&② ✉♥♣&❡❞✐❝*❛❜❧❡ &❡.✉❧*. ♦♥ *❤❡ ❡♥✈✐&♦♥♠❡♥*✳

❚❤❡ ✐♥*❡❧❧❡❝*✉❛❧✱ .♦❝✐❛❧ ❛♥❞ ✐♥.*✐*✉*✐♦♥❛❧ ❢&❛♠❡✇♦&❦ ✇❛. *❤❡♥ &❡❛❞② ❢♦& *❤❡

❛♣♣❡❛&❛♥❝❡ ♦❢ *❤✐. ♥❡✇ ✜❡❧❞✿ *❤✐. ✇❛. ♠❛❞❡ ❡✛❡❝*✐✈❡ *❤&♦✉❣❤ *❤❡ ❝♦♥♥❡❝*✐♦♥.

❛♥❞ ♠❡❡*✐♥❣. ❜❡*✇❡❡♥ .❡✈❡&❛❧ ✐♥✢✉❡♥*✐❛❧ &❡.❡❛&❝❤❡&.✱ .✉❝❤ ❛. ❍❡&♠❛♥ ❉❛❧②✱

❆♥♥▼❛&✐ ❏❛♥..♦♥✱ ❘♦❜❡&* ❈♦.*❛♥③❛ ❛♥❞ ❏♦❛♥ ▼❛&*✐♥❡③✲❆❧✐❡& ✭❘R♣❦❡✱ ✷✵✵✹✮✱

❛♥❞ *❤&♦✉❣❤ .②♠♣♦.✐✉♠. ♦&❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ❙*♦❝❦❤♦❧♠ ✐♥ ✶✾✽✷✱ ❛♥❞ ✐♥ ❇❛&❝❡❧♦♥❛ ✐♥

✶✾✽✼✳ ❆❢*❡& *❤❡.❡ ♠❡❡*✐♥❣. *❤❡ ■♥*❡&♥❛*✐♦♥❛❧ ❙♦❝✐❡*② ♦❢ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝.

✭■❙❊❊✮ ✇❛. ❝&❡❛*❡❞ ✐♥ ✶✾✽✽ ✇✐*❤ ❈♦.*❛♥③❛ ❛. *❤❡ ✜&.* ♣&❡.✐❞❡♥* ❛♥❞ *❤❡ ❥♦✉&♥❛❧

✏❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝.✑ ✇❛. ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✐♥ ✶✾✽✾ ✇✐*❤ ❈♦.*❛♥③❛ ❛. *❤❡ ❝❤✐❡❢ ❡❞✐*♦&

❛♥❞ ❉❛❧②✱ ❆✳▼✳ ❏❛♥..♦♥ ❛♥❞ X❡❛&❝❡ *❤❡ ✐♥✐*✐❛❧ ❛..♦❝✐❛*❡ ❡❞✐*♦&.✳ ■♥ ❊✉&♦♣❡✱

*❤❡ ❊✉&♦♣❡❛♥ ❙♦❝✐❡*② ❢♦& ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝. ✭❊❙❊❊✮ ✇❛. ❝&❡❛*❡❞ ✐♥ ✶✾✾✻✱

❞✉&✐♥❣ *❤❡ ■♥*❡&♥❛*✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡&❡♥❝❡ ❊❝♦❧♦❣② ❙♦❝✐❡*② ❊❝♦♥♦♠② ❤♦.*❡❞ ❜② *❤❡

❯♥✐✈❡&.✐*W ❞❡ ❱❡&.❛✐❧❧❡. ❙❛✐♥*✲◗✉❡♥*✐♥✲❡♥✲❨✈❡❧✐♥❡. ✭❯❱❙◗✮ ✐♥ ❋&❛♥❝❡✳ ❙②❧✈✐❡

❋❛✉❝❤❡✉① ✇❛. *❤❡ ✜&.* ♣&❡.✐❞❡♥*✱ ❛♥❞ ✇✐*❤ ▼❛&*✐♥ ❖✬❈♦♥♥♦& *❤❡② ❤❡❧♣ *♦

❞✐✛✉.❡ *❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝. ✐❞❡❛. ✐♥ *❤❡ ❢&❡♥❝❤ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ✇♦&❧❞✱ ✇✐*❤ *❤❡



❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ❊❈❖▲❖●■❈❆▲ ❊❈❖◆❖▼■❈❙ ✶✻

❝#❡❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ #❡,❡❛#❝❤ ❝❡♥&❡# ❈✸❊❉ ✭❈❡♥&#❡ ❞✬4❝♦♥♦♠✐❡ ❡& ❞✬4&❤✐6✉❡ ♣♦✉#

❧✬❡♥✈✐#♦♥♥❡♠❡♥& ❡& ❧❡ ❞4✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥&✮ ✐♥ &❤❡ ❯❱❙◗✳

✶

✶

❚❤❡ ❈✸❊❉ ❞✐)❛♣♣❡❛,❡❞ ✐♥ ✷✵✵✾ ❛♥❞ ✇❛) ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥3♦ 3✇♦ ,❡)❡❛,❝❤ ❝❡♥3❡,)✱ ❘❊❊❉❙

✭❈❡♥3,❡ ❞❡ ❘❡❝❤❡,❝❤❡) ❡♥ :❝♦♥♦♠✐❡✲:❝♦❧♦❣✐?✉❡✱ :❝♦✲✐♥♥♦✈❛3✐♦♥ ❡3 ✐♥❣:♥✐❡,✐❡ ❞✉ ❉:✈❡❧♦♣♣❡✲

♠❡♥3 ❙♦✉3❡♥❛❜❧❡✮ ❛♥❞ ❈❊▼❖❚❊❱ ✭❈❡♥3,❡ ❞✬:3✉❞❡) )✉, ❧❛ ♠♦♥❞✐❛❧✐)❛3✐♦♥✱ ❧❡) ❝♦♥✢✐3)✱ ❧❡)

3❡,,✐3♦✐,❡) ❡3 ❧❡) ✈✉❧♥:,❛❜✐❧✐3:)✮✳



❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ❊❈❖▲❖●■❈❆▲ ❊❈❖◆❖▼■❈❙ ✶✼

✷✳✸ ▼❛✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥./

❚❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝/ ✇❛/ 1❤❡ 2❡/✉❧1 ♦❢ 1❤❡ ♠❡❡1✐♥❣ ♦❢ 1✇♦

2❡/❡❛2❝❤ ❣2♦✉♣/✿ ❡❝♦❧♦❣✐/1/ ✐♥1❡2❡/1❡❞ ✐♥ 1❤❡2♠♦❞②♥❛♠✐❝/✱ ❛//❡//✐♥❣ 1❤❡ ✢♦✇/

♦❢ ❡♥❡2❣② ❛♥❞ ♠❛11❡2 ✇❤✐❝❤ ❛2❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡❝♦/②/1❡♠ ❛♥❞ 1❤❡ ✐♥❝❧✉/✐♦♥

✐♥1♦ 1❤✐/ ❡❝♦/②/1❡♠ ♦❢ ❤✉♠❛♥ ♣2♦❝❡//❡/❀ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐/1/ ❛❧/♦ ✐♥1❡2❡/1❡❞ ✐♥ 1❤❡2✲

♠♦❞②♥❛♠✐❝/✱ ❛//❡//✐♥❣ 1❤❡ ✢♦✇/ ♦❢ ❡♥❡2❣② ❛♥❞ ♠❛11❡2 ♥❡❡❞❡❞ ❜② 1❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝

/②/1❡♠✳ ❚❤✐/ ✐♥1❡2/❡❝1✐♦♥ ❧❡❛❞/ 1♦ 1❤❡ ❝♦2❡ ♣♦/✐1✐♦♥ ❢♦2 ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝/

1❤❛1 ♥❛1✉2❡ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠② ❛2❡ ❝❧♦/❡❧② ✐♥1❡22❡❧❛1❡❞✱ 1❤❛1 ❡❝♦♥♦♠② ♣2♦❝❡//❡/ ❝♦✉❧❞

❜❡ /❡❡♥ ✭❜✉1 ♥♦1 ♦♥❧②✮ ❛/ ♥❛1✉2❛❧ ♦❜❥❡❝1✱ ❛♥❞ 1❤❛1✱ ✐♥ 1❤✐/ ✈✐❡✇✱ ❤✉♠❛♥ ❡❝♦♥✲

♦♠② ✐/ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥1♦ ♥❛1✉2❡ ✭❘C♣❦❡✱ ✷✵✵✺✮✳ ❚❤✉/ ❡♥✈✐2♦♥♠❡♥1❛❧ ♣2♦❜❧❡♠/

/❤♦✉❧❞ 1❤❡♥ ❜❡ 1❛❦❡♥ /❡2✐♦✉/❧②✿ ✐❢ 1❤❡ /❝❛❧❡ ♦❢ 1❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❜❡❝♦♠❡/ 1♦♦ ❜✐❣✱

1❤❡ /✉♣♣♦21 ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❧✐❢❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡/12♦②❡❞ ✭❉❛❧②✱ ✶✾✼✼❀ ❈♦/1❛♥③❛✱ ✶✾✽✾✮✳

❆ /❡❝♦♥❞ ❝♦2❡ ♣♦/✐1✐♦♥ ✐/ 1❤❛1 ✐♥1❡2❞✐/❝✐♣❧✐♥❛2② ✇♦2❦/ ❛2❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ♦2❞❡2 1♦

✉♥❞❡2/1❛♥❞ ❛♥❞ /♦❧✈❡ 1❤❡/❡ ❡♥✈✐2♦♥♠❡♥1❛❧ ♣2♦❜❧❡♠/ ✭❘C♣❦❡✱ ✷✵✵✹✮✳

■♥/1❡❛❞ ♦❢ ❝♦2❡ ♣♦/✐1✐♦♥/✱ ❘C♣❦❡ ✭✷✵✵✺✮ 2❡❢❡2/ 1♦ ✏❝♦2❡ ❜❡❧✐❡❢/✑ ✇❤✐❝❤ ❛❝1 ❛/

✏❛ /❤❛2❡❞ ❢2❛♠❡✇♦2❦ ♦❢ ✉♥❞❡2/1❛♥❞✐♥❣✑✱ ✐♥❞✐❝❛1✐♥❣ ✏❞✐2❡❝1✐♦♥/ ❢♦2 2❡/❡❛2❝❤✑ ❢♦2

❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐/1/ 2❡/❡❛2❝❤❡2/✿ ❛♣❛21 ❢2♦♠ 1❤❡ ✜2/1 1✇♦ ❛❧2❡❛❞② ❛❞❞2❡//❡❞✱

/❤❡ ❛❧/♦ ❧✐/1/ ♣❧✉2❛❧✐/♠✱ ❜❛/✐❝ ✐❣♥♦2❛♥❝❡ ❛❜♦✉1 1❤❡ 2❡/✉❧1/ ♦❢ 1❤❡ ✐♥1❡2❛❝1✐♦♥/

❜❡1✇❡❡♥ ❤✉♠❛♥ /♦❝✐❡1② ❛♥❞ ✐1/ ❡♥✈✐2♦♥♠❡♥1✱ /②/1❡♠ 1❤✐♥❦✐♥❣✱ ❛ ❢♦❝✉/ ♦♥ ❡S✉✐1②

❛♥❞ ❞✐/12✐❜✉1✐♦♥✱ 1❤❡ ✐❞❡❛ 1❤❛1 ♥❛1✉2❡ ❤❛/ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ✐1/❡❧❢ ❛♥❞ 1❤❛1 1❤❡ ❡❝♦♥♦♠②

✐/ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛ ❜2♦❛❞❡2 /♦❝✐♦✲❝✉❧1✉2❛❧ /②/1❡♠✳ ❖1❤❡2 ✉♥✐❢②✐♥❣ 1❤❡♠❡/ ❛2❡✱

❢♦2 ▼❡2✐♥♦✲❙❛✉♠ ❛♥❞ ❘♦♠❛♥ ✭✷✵✶✷✮✱ 1❤❡ ✐♥1❡2❡/1 ❢♦2 1✐♠❡ ❛♥❞ ❢♦2 ❛♥ ❡✣❝✐❡♥1

❛❧❧♦❝❛1✐♦♥ ♦❢ 2❡/♦✉2❝❡/✱ 1❤❡ ❡①♣❧✐❝✐1 ❛❝❝♦✉♥1 ♦❢ ❢✉1✉2❡ ❣❡♥❡2❛1✐♦♥/✱ 1❤❡ ♥♦1✐♦♥

1❤❛1 1❤❡2❡ ❡①✐/1/ ✐♥❝♦♠♠❡♥/✉2❛❜✐❧✐1② ♦❢ ✈❛❧✉❡/ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐1❤ ❤✉♠❛♥✲♥❛1✉2❡

2❡❧❛1✐♦♥/✱ 1❤❛1 ✉♥❝❡21❛✐♥1② ❛♥❞ ♣❛1❤✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♣2❡✈❛✐❧ ✐♥ ❤✉♠❛♥✲♥❛1✉2❡ 2❡❧❛✲

1✐♦♥/ ❛♥❞ 1❤❡ ✐❞❡❛ 1❤❛1 ♥❛1✉2❛❧ ❝❛♣✐1❛❧ ❝❛♥♥♦1 ❜❡ 1♦1❛❧❧② /✉❜/1✐1✉1❡❞ ❜② ♦1❤❡2

❢♦2♠/ ♦❢ ❝❛♣✐1❛❧✳

❚❤❡ ♣❧✉2❛❧✐/♠ ❛♥❞ 1❤❡ ❝❛❧❧ ❢♦2 12❛♥/❞✐/❝✐♣❧✐♥❛2✐1② ✇♦2❦/ ❤❛/ ❜❡❡♥ ❛ /✉❝❝❡//✳

❚♦❞❛② ❛✉1❤♦2/ ✇2✐1✐♥❣ ✐♥ 1❤❡ ❥♦✉2♥❛❧ ♠❛✐♥❧② ❝♦♠❡/ ❢2♦♠ /1❛♥❞❛2❞ ♥❡♦❝❧❛//✐❝❛❧

❡❝♦♥♦♠②✱ ✐♥/1✐1✉1✐♦♥❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝/✱ ♣♦/1✲❑❡②♥❡/✐❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝/✱ ❡❝♦❧♦❣②✱ ♣♦❧✐1✐✲

❝❛❧ ❡❝♦❧♦❣②✱ /♦❝✐♦❧♦❣②✱ ❛♥1❤2♦♣♦❧♦❣②✱ ❡♥✈✐2♦♥♠❡♥1❛❧ ❡1❤✐❝/ ❛♥❞ ❡♥✈✐2♦♥♠❡♥1❛❧

❤✐/1♦2② ✭▼❡2✐♥♦✲❙❛✉♠ ❛♥❞ ❘♦♠❛♥✱ ✷✵✶✷✮✳

❚❤❡ /❝❛❧❡ ✐//✉❡ ❧❡❛❞/ 1♦ 1❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥1 ♦❢ ▼❛// ❋❧♦✇ ❆♥❛❧②/✐/ ✭▼❋❆✮✱

1♦ 1❤❡ ❛♥❛❧②/❡/ ♦❢ /♦❝✐❛❧ ♠❡1❛❜♦❧✐/♠ ✭❋✐/❝❤❡2✲❑♦✇❛❧/❦✐ ❛♥❞ ❍[11❧❡2✱ ✶✾✾✾✮ ❛♥❞

1♦ 1❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥1 ♦❢ ✐♥❞✐❝❛1♦2/ /✉❝❤ ❛/ 2✉❝❦/❛❝❦/✱ ▼❛1❡2✐❛❧ ■♥♣✉1 \❡2 ✉♥✐1

♦❢ ❙❡2✈✐❝❡ ✭▼■\❙✮✱ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢♦♦1♣2✐♥1/ ✭❲❛❝❦❡2♥❛❣❡❧ ❛♥❞ ❘❡❡/✱ ✶✾✾✻✮✱ ✇❛1❡2

❢♦♦1♣2✐♥1/ ❛♥❞ ❍✉♠❛♥ ❆♣♣2♦♣2✐❛1✐♦♥ ♦❢ ◆❛1✉2❛❧ \2✐♠❛2② \2♦❞✉❝1✐♦♥ ✭❍❆◆\\✱

❱✐1♦✉/❡❦ ❡1 ❛❧✳✱ ✶✾✾✼✮✳ ❊♥❡2❣② /1✉❞✐❡/ /1❛21❡❞ ❧♦♥❣ ❜❡❢♦2❡ 1❤❡ ✐♥/1✐1✉1✐♦♥❛❧✐/❛✲

1✐♦♥ ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝/✱ ❜✉1 ✇❡2❡ ❝♦♥1✐♥✉❡❞✱ ♣❛21✐❝✉❧❛2❧② ✐♥/✐❞❡ 1❤❡ ❞❡❜❛1❡

❛❜♦✉1 1❤❡ 2❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡♥❡2❣② ✈❛❧✉❡ 1❤❡♦2② ✭●✐❛♠♣✐❡12♦ ❛♥❞ ▼❛②✉♠✐✱ ✷✵✵✵✮✳

◗✉❡/1✐♦♥/ ❛❜♦✉1 1❤❡ 2❡❧❛1✐♦♥ ❜❡1✇❡❡♥ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❡♥✈✐2♦♥♠❡♥1❛❧ ❛♣♣2♦♣2✐❛1✐♦♥

❛♥❞ ♣♦❧❧✉1✐♦♥ ✇❡2❡ 1❤❡♥ 2❛✐/❡❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ 1♦ 2❡/❡❛2❝❤❡/ ♦♥ ❡♥✈✐2♦♥♠❡♥1❛❧ ❥✉/✲

1✐❝❡ ✭❆♥❞❡2//♦♥ ❛♥❞ ▲✐♥❞2♦1❤✱ ✷✵✵✶❀ ❙❝❤♦2✱ ✷✵✵✺✮ ❛♥❞ ❡♥✈✐2♦♥♠❡♥1❛❧ ❝♦♥✢✐❝1/

✭▼❛21✐♥❡③✲❆❧✐❡2✱ ✷✵✵✷✮✳

❘❡❧❛1❡❞ 1♦ ❡♥✈✐2♦♥♠❡♥1❛❧ ❝♦♥✢✐❝1/✱ 1❤❡ ✐//✉❡ ❛❜♦✉1 1❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♥❛1✉2❡ ✭✇❤②
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"❤♦✉❧❞ ✇❡ ♣+♦,❡❝, ♥❛,✉+❡✮ ❛♥❞ ,❤❡ ❛❝❝❡♣,❛♥❝❡ ♦❢ ❜♦,❤ ❢❛❝," ,❤❛, "♦♠❡ ✈❛❧✲

✉❡" ❝❛♥♥♦, ❜❡ ♠❡❛"✉+❡❞ ❜② ,❤❡ "❛♠❡ ✐♥❞✐❝❛,♦+ ✭✐♥❝♦♠♠❡♥"✉+❛❜✐❧✐,② ♦❢ ✈❛❧✉❡"✱

▼❛+,✐♥❡③✲❆❧✐❡+ ❡, ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮ ❛♥❞ ,❤❛, ✈❛❧✉❛,✐♦♥ ✐" ❛ "♦❝✐❛❧ ❛♥❞ ♣♦❧✐,✐❝❛❧ ♣+♦❝❡""

❧❡❛❞" ,♦ ,❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥, ♦❢ ♥❡✇ ❞❡❝✐"✐♦♥ "✉♣♣♦+, ,♦♦❧" ✐♥ ♦+❞❡+ ,♦ ✐♥❢♦+♠ ❛♥❞

,♦ ❣✉✐❞❡ ♣♦❧✐,✐❝❛❧ ❞❡❝✐"✐♦♥" ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❛✛❡❝, ,❤❡ ❡♥✈✐+♦♥♠❡♥,✳ ▼✉❧,✐❝+✐,❡+✐❛

❛♥❛❧②"✐" ✇❡+❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ,❤✐" +❡"♣❡❝, ✭▼✉♥❞❛ ❡, ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❀ ▼✉♥❞❛✱ ✷✵✵✹✮

❛♥❞ ♣❛+,✐❝✐♣❛,✐✈❡ ❛♥❞ ❞❡❧✐❜❡+❛,✐✈❡ ❛♣♣+♦❛❝❤❡" ✇❡+❡ ❛❧"♦ ❡❧❛❜♦+❛,❡❞ ✐♥ ♦+❞❡+ ,♦

,❛❦❡ ❞❡❝✐"✐♦♥" ♦♥ ,❤❡ ❜❛"✐" ♦❢ ❞✐✛❡+❡♥, ✈❛❧✉❡ "②",❡♠"✱ ,♦ ♦✈❡+❝♦♠❡ "♦❝✐❛❧ ❝❤♦✐❝❡

,❤❡♦+② ✐♠♣❛""❡" ✭❆++♦✇✱ ✶✾✺✵✮ ❛♥❞ "✐,✉❛,✐♦♥" ♦❢ ✉♥❝❡+,❛✐♥,② ✭❋✉♥,♦✇✐❝③ ❛♥❞

❘❛✈❡,③✱ ✶✾✾✹❜✮✱ ✐♥ ,❤❡ ❝♦♥,❡①, ♦❢ ✐♥",✐,✉,✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②"✐"✱ ,❡++✐,♦+✐❛❧ ♣+♦"♣❡❝,✐✈❡✱

+✐"❦ ❣♦✈❡+♥❛♥❝❡✱ ♣♦❧✐,✐❝❛❧ ❡❝♦❧♦❣②✱ ❡,❝✳ ✭▼❡+✐♥♦✲❙❛✉♠ ❛♥❞ ❘♦♠❛♥✱ ✷✵✶✷✮✳ ❚❤❡

❞❡❜❛,❡ ❛+♦✉♥❞ ,❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♥❛,✉+❡ ✐" ",✐❧❧ ✈❡+② ❛❝,✐✈❡ ♥♦✇❛❞❛②"✱ ❡"♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐,❤

,❤❡ ❜✐+,❤ ♦❢ ,❤❡ ♥♦,✐♦♥ ♦❢ ❡❝♦"②",❡♠ "❡+✈✐❝❡" ✭▼❊❆✱ ✷✵✵✺✮✿ ,❤✐" ❝♦♥❝❡♣, ✐"

✇✐❞❡❧② ✉"❡❞ ✐♥ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝" ❜✉, ❝❛♥ ❧❡❛❞ ,♦ ,❤❡ ♠♦♥❡,❛+✐"❛,✐♦♥ ♦❢ ♥❛✲

,✉+❡ ✭❡✳❣✳ ✐♥ ❚❊❊❇✱ ✷✵✶✵✮✳ ■, ✐" ,❤❡♥ ❝+✐,✐❝✐③❡❞ ❛" ❛♥ ❛♥,❤+♦♣♦❝❡♥,+✐❝ ❛♥❞ ,♦♦

♠✉❝❤ "✐♠♣❧✐✜❡❞ +❡♣+❡"❡♥,❛,✐♦♥ ♦❢ ♥❛,✉+❡ ✭◆♦+❣❛❛+❞✱ ✷✵✶✵✮✳

❚❤❡ ♥♦,✐♦♥ ♦❢ ♦✉+ ✐♥"✉✣❝✐❡♥, ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉, ❝♦♥"❡S✉❡♥❝❡" ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❛❝✲

,✐♦♥ ♦♥ ,❤❡ ❡♥✈✐+♦♥♠❡♥, ❧❡❛❞" ,♦ ,❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥, ♦❢ +❡"❡❛+❝❤ ♦♥ ,❤❡ ❝♦♥❝❡♣, ♦❢

+❡"✐❧✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ♦♥ ,❤❡ ♣+❡❝❛✉,✐♦♥❛+② ♣+✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ♦♥ ,❤❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥, ♦❢ ❡❝♦"②"✲

,❡♠" ✭▲❡✈✐♥ ❡, ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❀ ❋♦❧❦❡✱ ✶✾✾✾✮✱ ❛,,❡♠♣,✐♥❣ ,♦ ❛♥"✇❡+ ,❤❡ S✉❡",✐♦♥✿ ❤♦✇

,♦ ❡♥"✉+❡ ,❤❛, ❡❝♦"②",❡♠" ❛♥❞ ❤✉♠❛♥ "♦❝✐❡,✐❡" ❝❛♥ ❛❞❛♣, ,♦ ❡♥✈✐+♦♥♠❡♥,❛❧

❝+✐"❡" ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡"❄ ❚❤✐" ❛❧"♦ +❛✐"❡❞ +❡"❡❛+❝❤ ♦♥ ,❤❡ ❞❡❜❛,❡❞ ❝♦♥❝❡♣, ♦❢ ❝♦✲

❡✈♦❧✉,✐♦♥ ♦❢ ♥❛,✉+❡ ❛♥❞ "♦❝✐❡,② ✭◆♦+❣❛❛+❞✱ ✶✾✽✽❀ ●♦✇❞②✱ ✶✾✾✹✮✳ ❋✐♥❛❧❧② ,❤❡

❝♦♥❝❡♣, ♦❢ ❞❡❣+♦✇,❤ ✭▼❡❛❞♦✇" ❡, ❛❧✳✱ ✶✾✼✷❀ ●❡♦+❣❡"❝✉✲❘♦❡❣❡♥✱ ✶✾✾✺✮ "❤♦✇"

+❡❝❡♥,❧② ❛ +❛✐"✐♥❣ ✐♥,❡+❡", ✐♥ ,❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝" ✭✈❛♥ ❞❡♥ ❇❡+❣❤✱

✷✵✶✶✮✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ,❤❡ ❝❛❧❧ ❢+♦♠ X❡,❡+ ❱✐❝,♦+ ✭✷✵✵✽✮ ,♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛❝+♦✲

❡❝♦♥♦♠✐❝"✳
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✷✳✹ ❉✐✛❡'❡♥❝❡ ❜❡+✇❡❡♥ ❡♥✈✐'♦♥♠❡♥+❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝2 ❛♥❞

❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝2

❊♥✈✐&♦♥♠❡♥*❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝. ✐. ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥ *❤❡ ♥❡♦❝❧❛..✐❝❛❧ *❤❡♦&② ✐♥ ♦&❞❡& *♦ *❛❦❡

✐♥*♦ ❛❝❝♦✉♥* ❡♥✈✐&♦♥♠❡♥*❛❧ ♣&♦❜❧❡♠.✱ ✇❤✐❝❤ ❛&❡ ♠❛✐♥❧② *❤❡ ❞❡.*&✉❝*✐♦♥ ♦❢ ❡♥✲

✈✐&♦♥♠❡♥*❛❧ ❛♠❡♥✐*✐❡. ✭❢♦& ✐♥.*❛♥❝❡ ❞✉❡ *♦ ✇❛.*❡ ❞✐.♣♦.❛❧✮ ❛♥❞ *❤❡ ❡①*✐♥❝*✐♦♥

♦❢ ♥❛*✉&❛❧ &❡.♦✉&❝❡.✳ ❖♥ *❤❡ ✜&.* ♣&♦❜❧❡♠✱ ✇❡❧❢❛&❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝. ✭*❤❡ ❜&❛♥❝❤ ♦❢

♥❡♦❝❧❛..✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝. ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐*❤ *❤✐. ❦✐♥❞ ♦❢ ♣&♦❜❧❡♠✮ ❛..✉♠❡ *❤❛* ❡♥✈✐&♦♥✲

♠❡♥*❛❧ ❝♦♥.❡A✉❡♥❝❡. ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❛❝*✐♦♥. ❝❛♥ ❜❡ *&❛♥.❧❛*❡❞ ✐♥*♦ ✉*✐❧✐*②✱ ❛♥❞ *❤✉.

✐♥ ♣&✐❝❡. ✭*❤❡ ❣♦❛❧ ✐. *♦ ✏✐♥*❡&♥❛❧✐③❡ ❡①*❡&♥❛❧✐*✐❡.✑✱ E✐❣♦✉✱ ✶✾✷✵❀ ❈♦❛.❡✱ ✶✾✻✵✮✳

❖♥ *❤❡ .❡❝♦♥❞ ♣&♦❜❧❡♠✱ ♥❡♦❝❧❛..✐❝❛❧ &❡.♦✉&❝❡. ❡❝♦♥♦♠✐.*. ❞❡✈❡❧♦♣. ♠♦❞❡❧. *❤❛*

✇♦&❦. ♦♥ ✐♥*❡&♠❡❞✐❛*❡ *✐♠❡✲.♣❛♥ *✐♠❡ ✭✏❚❤❡② ❛&❡ ✐♥*❡♥❞❡❞ *♦ ❤❡❧♣ ✉. ❛♥.✇❡&

A✉❡.*✐♦♥. ❧✐❦❡✱ ❢♦& *❤❡ ✐♥*❡&♠❡❞✐❛*❡ &✉♥ ✲ ❢♦& *❤❡ ♥❡①* ✺✵✲✻✵ ②❡❛&.✱ ✐. ✐* ♣♦..✐❜❧❡

*❤❛* ❣&♦✇*❤ ❝❛♥ ❜❡ .✉.*❛✐♥❡❞❄✑✱ ❙*✐❣❧✐*③✱ ✶✾✾✼✮✱ ❜❛.❡❞ ♦♥ ♦♣*✐♠✐.*✐❝ ❛..✉♠♣✲

*✐♦♥. ❛❜♦✉* .✉❜.*✐*✉*❛❜✐❧✐*② ❜❡*✇❡❡♥ ♥❛*✉&❛❧ ❛♥❞ ♠❛♥✉❢❛❝*✉&❡❞ ❝❛♣✐*❛❧ ✭*❤❡

♣♦..✐❜✐❧✐*② ♦❢ ❜❛❝❦✲.*♦♣ *❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡.✱

✷

❡✳❣✳ .❡❡ ❙♦❧♦✇✱ ✶✾✼✹✱ ✶✾✾✼✮✱ ❛♥❞ ♦♥ *❤❡

❜❡❧✐❡❢ *❤❛*✱ ✐❢ ♠❛&❦❡*. ❛&❡ ✏✇♦&❦✐♥❣ ✇❡❧❧✑ ✭✐✳❡✳ ✐❢ *❤❡&❡ ✐. ❢&❡❡ ❝♦♠♣❡*✐*✐♦♥✮✱ *❤❡

.❝❛&❝✐*② ♦❢ &❡.♦✉&❝❡. ✇✐❧❧ ❜❡ &❡✢❡❝*❡❞ ♦♥ ♣&✐❝❡.✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣&♦❜❧❡♠ ♦❢ *❤❡.❡ ❝♦♥.*&✉❝*✐♦♥.✱ ❢♦& ❛♥ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝. ♣♦✐♥*

♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐. *❤❛* *❤❡② &❡❧② ♦♥ ❛ ♣❛&*✐❛❧ ❛♥❞ ♥❛&&♦✇ ✈✐❡✇ ♦❢ *❤❡ ✐♥*❡&❛❝*✐♦♥. ❜❡✲

*✇❡❡♥ ❤✉♠❛♥ .♦❝✐❡*② ❛♥❞ ✐*. ❡♥✈✐&♦♥♠❡♥*✳ ❚❤❡ ✉*✐❧✐*② ♣♦✐♥* ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❡①♣&❡..❡❞

✐♥ *❤❡ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡..✲*♦✲♣❛② ♦& ✇✐❧❧✐♥❣♥❡..✲*♦✲❛❝❝❡♣* .*✉❞✐❡. *❤❛* ❛&❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥

✇❡❧❢❛&❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝.✱ ❝❛♥♥♦* ❝❛♣*✉&❡ ❛❧❧ ✐♥*❡&❛❝*✐♦♥. ❛♥❞ .❡&✈✐❝❡. *❤❛* ❡❝♦.②.✲

*❡♠. ❢✉&♥✐.❤✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ✈❛❧✉❡. *❤❛* ❝❛♥ ❜❡ ❛**❛❝❤❡❞ *♦ *❤❡♠ ✭❢♦& ♠♦.* ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧

❡❝♦♥♦♠✐.*.✱ ✈❛❧✉❡. ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝♦♠♠❡♥.✉&❛❜❧❡✮✳ ❆♥❞ *❤❡ ✐♥*❡&♠❡❞✐❛*❡ *✐♠❡ .♣❛♥

♠♦❞❡❧. ❛&❡ ♥❡❝❡..❛&✐❧② ❜❧✐♥❞ *♦ *❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣&♦❞✉❝*✐♦♥ ♦♥ ❛❜✲

.♦❧✉*❡❧② .❝❛&❝❡ ♥❛*✉&❛❧ &❡.♦✉&❝❡.✿

✏*❤❡ ♠❡..❛❣❡ *❤❛* ❡①*❡&♥❛❧✐*✐❡. ❛&❡ ♣❡&✈❛.✐✈❡ ❛♥❞ ♣♦*❡♥*✐❛❧❧②

*❤&❡❛*❡♥✐♥❣ ❢♦& *❤❡ ❧✐❢❡ .✉♣♣♦&* ♦❢ *❤❡ ❤✉♠❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✇❛. ♥❡❛&❧② ✐♥✲

✈✐.✐❜❧❡ ✐♥ ❡♥✈✐&♦♥♠❡♥*❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝. ✳✳✳ ▼❛✐♥.*&❡❛♠ ❡❝♦♥♦♠✐.*. *♦♦❦

♦♥ *❤❡ &♦❧❡ ♦❢ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ *❤❛* *❤❡&❡ ❛&❡ ♥♦ ❧✐♠✐*. *♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣&♦✇*❤

✲ ❡.♣❡❝✐❛❧❧② ❛❢*❡& *❤❡ ♣✉❜❧✐❝❛*✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡ ▲✐♠✐*. *♦ ●&♦✇*❤ ✐♥ ✶✾✼✷

✭▼❡❛❞♦✇. ❡* ❛❧✳✱ ✶✾✼✷✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛&❣✉♠❡♥*. ✇❡&❡ ✐♥*&♦❞✉❝❡❞ ✐♥

❇❛&♥❡** ❛♥❞ ▼♦&.❡✬. ❝❧❛..✐❝ ❢&♦♠ ✶✾✻✸ ✭❇❛&♥❡** ❛♥❞ ▼♦&.❡✱ ✶✾✻✸✮✿

*❤❡ ♣&✐❝❡ .②.*❡♠ ❛♥❞ *❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✇✐❧❧ ❞♦ *❤❡ ❥♦❜✑ ✭❘\♣❦❡✱

✷✵✵✹✮✳

❚❤✐. ❞❡❜❛*❡ ❜❡*✇❡❡♥ *❤❡ ❣♦♦❞ .❝❛❧❡ *♦ ❝♦♥.✐❞❡& ♦& *❤❡ &✐❣❤* *✐♠❡ .♣❛♥ ✐. .♦♠❡✲

*✐♠❡. &❡❢❡&&❡❞ *♦ ❛. *❤❡ ❞❡❜❛*❡ ❜❡*✇❡❡♥ *❤❡ ❲❡❛❦ ❙✉.*❛✐♥❛❜✐❧✐*② ♣❛&❛❞✐❣♠

✭.❡❝*♦&✐❛❧ ♦& &❡❣✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②.✐.✱ ✐♥*❡&♠❡❞✐❛*❡ *✐♠❡ .♣❛♥✮ ❛♥❞ *❤❡ ❙*&♦♥❣ ❙✉.*❛✐♥✲

❛❜✐❧✐*② ♣❛&❛❞✐❣♠ ✭❣❧♦❜❛❧ .❝❛❧❡✱ ❧♦♥❣✲*❡&♠ *✐♠❡ .♣❛♥✮✳

✷

✏!♦✉$ ❝❡$'❛✐♥+ ,❝♦♥♦♠✐+'❡+✱ ❧❡+ ❢♦$❝❡+ ❞✉ ♠❛$❝❤, ❝♦♥❞✉✐+❡♥' 3 ❧✬❛♣♣❛$✐'✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡+

'❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡+ ♣❡$♠❡''❛♥' '♦✉❥♦✉$+ ❞❡ ♣❛❧❧✐❡$ ❧❛ $❛$,❢❛❝'✐♦♥ ❞❡+ $❡++♦✉$❝❡+✱ ❝❡ 9✉✐ ✐♠♣❧✐9✉❡

9✉❡ ❝❡+ ❞❡$♥✐:$❡+ +♦✐❡♥' ✈✐$'✉❡❧❧❡♠❡♥' ✐❧❧✐♠✐',❡+✳ ▲✬❡①♣❧♦✐'❛'✐♦♥ ❞❡+ +❛❜❧❡+ ❜✐'✉♠✐♥❡✉① ♦✉ ❧❛

♣$♦❞✉❝'✐♦♥ ❞✬,'❤❛♥♦❧ +❡$❛✐❡♥' ❞❡+ ❜❛❝❦+'♦♣ '❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡+ ♣❡$♠❡''❛♥' ❞❡ $❡♠♣❧❛❝❡$ ❧❡ ♣,'$♦❧❡

❝♦♥✈❡♥'✐♦♥♥❡❧✑ ✭▼❡$✐♥♦✲❙❛✉♠ ❛♥❞ ❘♦♠❛♥✱ ✷✵✶✷✮✳



❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ❊❈❖▲❖●■❈❆▲ ❊❈❖◆❖▼■❈❙ ✷✵

❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝, ✇❡.❡ /❤❡♥ ♣❛./❧② ❜✉✐❧/ ✐♥ ♦♣♣♦,✐/✐♦♥ /♦ ❡♥✈✐.♦♥♠❡♥/❛❧

❡❝♦♥♦♠✐❝,✿

✏,♦♠❡ ♦❢ /❤❡ ♠♦,/ ❛❝/✐✈❡ ❡❝♦♥♦♠✐,/, ❜❡❤✐♥❞ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝,✱

,✉❝❤ ❛, ❉❛❧② ❛♥❞ ▼❛./✐♥❡③✲❆❧✐❡.✱ ✇❡.❡ ❛/ ♦❞❞, ✇✐/❤ ♠❛✐♥,/.❡❛♠

❡❝♦♥♦♠✐❝,✳ ❉❛❧②✬, ♠♦/✐✈❡ ❢♦. ❡♥❣❛❣✐♥❣ ✐♥ ❝♦♦♣❡.❛/✐♦♥ ✇✐/❤ ❡❝♦❧♦✲

❣✐,/, ✇❛, .❡❧❛/❡❞ /♦ /❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥/ ♦❢ ♠❛✐♥,/.❡❛♠ ❡♥✈✐.♦♥♠❡♥/❛❧

❛♥❞ .❡,♦✉.❝❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝,✱ ✇❤❡.❡ /❤❡ ❜✐♦♣❤②,✐❝❛❧ ♣❡.,♣❡❝/✐✈❡ ✈✐./✉❛❧❧②

❞✐,❛♣♣❡❛.❡❞ ❢♦. ❛ ❧♦♥❣ ♣❡.✐♦❞✳ ❍❡ ✇♦✉❧❞ .❡❛❧❧② ❤❛✈❡ ❧✐❦❡❞ /♦ ❝❤❛♥❣❡

/❤❡ ❞✐,❝✐♣❧✐♥❡ ❢.♦♠ ✐♥,✐❞❡ .❛/❤❡. /❤❛♥ ❝.❡❛/✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ✜❡❧❞✱ ❜✉/ ❤❡

❝❛♠❡ /♦ /❤❡ ❝♦♥❝❧✉,✐♦♥ /❤❛/ /❤✐, ✇❛, ♥♦/ .❡❛❧✐,/✐❝✑ ✭❘H♣❦❡✱ ✷✵✵✹✮✳

◆❡✈❡./❤❡❧❡,,✱ ♣❧✉.❛❧✐,♠ ♦❢ /❤❡♦.✐❡, ✇❛, ♦♥❡ ♦❢ /❤❡ ❝♦.❡ ❜❡❧✐❡❢ ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦✲
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❙♦♠❡ (❡+❡❛(❝❤❡(+ ✐♥+✐❞❡ -❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝+ ✜❡❧❞ -❤❡♥ -❤✐♥❦ -❤❛- ♥♦- ♦♥❧②

-❤❡② +❤♦✉❧❞ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛❧-❡(♥❛-✐✈❡ -❤❡♦(✐❡+✱ ❜✉- ❢✉(-❤❡(♠♦(❡ -❤❡② +❤♦✉❧❞ ✜❣❤-

❛❣❛✐♥+- -❤❡ ♥❡♦❝❧❛++✐❝❛❧ ♣❛(❛❞✐❣♠✿

✏❚❤❡ ♣(❡+❡♥- ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦❢ -❤❡ ♥❡♦❝❧❛++✐❝❛❧ ♣❛(❛❞✐❣♠ ❝♦♥-(✐❜✉-❡+

-♦ -❤❡ ❧❡❣✐-✐♠✐③❛-✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧✐❝✐❡+ -❤❛- ❛(❡ +❡(✐♦✉+❧② ❞❡-(✐♠❡♥-❛❧ -♦ -❤❡

♣♦♦( ❛♥❞ ❞❡+-(♦② ❡❝♦+②+-❡♠+ ❛♥❞ ❧✐❢❡ ❝♦♥❞✐-✐♦♥+ ❢♦( ♦-❤❡( +♣❡❝✐❡+ -♦
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♥❡✇ ❣❡♥❡#❛%✐♦♥!✱ ♥♦% ❧❡❛!% ✐♥ #❡❧❛%✐♦♥ %♦ %❤❡ ❡❞✉❝❛%✐♦♥ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐!%!
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✜❡❧❞✮ ❛♥❞ ✇❤❛( ❛5❡ (❤❡ ❣♦❛❧' (❤❛( ❤❡ (❤✐♥❦' (❤❡ ✜❡❧❞ '❤♦✉❧❞ ♣✉5'✉❡✳ ❚❤❡
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✇❤❛( ❡①✐'(' ✭✇❤❛( ❛5❡ (❤❡ ❜❛'✐❝ ♦❜❥❡❝(' ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛♣♣❧② ♦✉5 '❝✐❡♥(✐✜❝

♠❡(❤♦❞♦❧♦❣②✮✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧' (❤❛( ✇❡ '❤♦✉❧❞ ♣✉5'✉❡ 5❡❧❛(❡' (♦ ✐❞❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡♥❞'✳

■ ♠❛✐♥❧② 5❡❢❡5' ✐♥ (❤✐' '❡❝(✐♦♥ ♦♥ (✇♦ 5❡❝❡♥( ♣❛♣❡5' ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ♠② ♦♣✐♥✐♦♥✱

❡①♣5❡''❡' (❤❡ (✇♦ ❞✐✛❡5❡♥( ♣♦'✐(✐♦♥' ❛❜♦✉( (❤❡'❡ %✉❡'(✐♦♥' (❤❛( ❛5❡ ♥♦✇❛❞❛②'

❞♦♠✐♥❛♥( ✐♥ (❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ✜❡❧❞'✿ ❇❛✉♠❣E5(♥❡5 ❛♥❞ ◗✉❛❛' ✭✷✵✶✵✮ ❛♥❞ ❙♣❛'❤

✭✷✵✶✷✮✳
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❆♠❡5✐❝❛♥ ❜5❛♥❝❤ ✭❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ (❤✐' ♣5❛❣♠❛(✐❝ ❛♣♣5♦❛❝❤ ✐' (❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥(✱

✐♥'✐❞❡ (❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝' ✜❡❧❞✱ ♦❢ (❤❡ ♥♦(✐♦♥ ♦❢ ❡❝♦'②'(❡♠ '❡5✈✐❝❡' ❛♥❞ (❤❡

♣❛5(✐❝✐♣❛(✐♦♥ ✐♥(♦ (❤❡ ❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝' ♦❢ ❊❝♦'②'(❡♠' ❛♥❞ ❇✐♦❞✐✈❡5'✐(② 5❡♣♦5(✱

❚❊❊❇✱ ✷✵✶✵✮✱ ❛♥❞ '♦❝✐❛❧ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝'✱ ❧❡❛❞ ❜② (❤❡ ❊✉5♦♣❡❛♥ ❙♦❝✐❡(②

❢♦5 ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝' ❛♥❞ ♠♦5❡ ♣❛5(✐❝✉❧❛5❧② ❜② ❈❧✐✈❡ ❙♣❛'❤ ✭▼❡5✐♥♦✲❙❛✉♠

❛♥❞ ❘♦♠❛♥✱ ✷✵✶✷✮✳ ❚❤❡ ❝✉55❡♥( (5❡♥❞ ✐' ❛❝(✉❛❧❧② ✐♥ ❢❛✈♦5 ♦❢ (❤❡ ♣5❛❣♠❛(✐❝

'✐❞❡ ❛♥❞ (❤❡ ❞✐'❝♦✉5'❡ ✐♥'✐❞❡ (❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝' ✜❡❧❞ ✐' ♥♦( ✈❡5② ❞✐'(✐♥❝(

❢5♦♠ ❡♥✈✐5♦♥♠❡♥(❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝' ❞✐'❝♦✉5'❡ ❛♥②♠♦5❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐' ❛ ❞✐'❝♦✉5'❡ ❜❛'❡❞
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❚❤❡ ❝❧♦'✐♥❣ ❣❛♣ ❜❡(✇❡❡♥ ♥❡♦❝❧❛''✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝' ❛♥❞ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝'

♠❛② ❜❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐(❤ (❤❡ ❞❡'✐5❡ ❢♦5 ♠❡(❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❧✉5❛❧✐'♠✱ ❡①♣❧✐❝✐(❧② ❡①♣5❡''❡❞

✐♥ (❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ (❤❡ ✜❡❧❞ ✭❈♦'(❛♥③❛✱ ✶✾✽✾✮✳ ❚❤✐' ✐♥(❡❣5❛(✐♦♥ '❡❡♠' (♦ ❜❡

❢❛✈♦✉5❡❞ ❢♦5 ✐♥'(❛♥❝❡ ❜② ❇❛✉♠❣E5(♥❡5 ❛♥❞ ◗✉❛❛' ✭✷✵✶✵✮✳ ❚❤❡② ❞❡✈❡❧♦♣ (❤❡

✇✐❞❡ ❝♦♥❝❡♣( ♦❢ ✏'✉'(❛✐♥❛❜✐❧✐(② ❡❝♦♥♦♠✐❝'✑✱ ❛✐♠✐♥❣ (♦ ❡♥❝♦♠♣❛'' ✐♥'✐❞❡ ❜♦(❤
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❛❜✐❧✐(② ❡❝♦♥♦♠✐❝' '❤♦✉❧❞ ❛♥'✇❡5 ✐'✿

✏❍♦✇ ❝❛♥ ✇❡ ✉♥❞❡5'(❛♥❞ ❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡ (❤❡ 5❡❧❛(✐♦♥'❤✐♣' ❜❡(✇❡❡♥

❤✉♠❛♥' ❛♥❞ ♥❛(✉5❡ ♦✈❡5 (❤❡ ❧♦♥❣ 5✉♥ '♦ (❤❛( '❝❛5❝❡ ♥❛(✉5❛❧ 5❡✲
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K = W ✭✸✳✹✮

P = X −R−W ✭✸✳✺✮

❲✐8❤ X 8❤❡ ♣)♦❞✉❝❡❞ Q✉❛♥8✐8② ♦❢ ❝♦)♥✱ N 8❤❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ✇♦)❦❡).✱ R 8❤❡ 8♦✲

8❛❧ ♦❢ 8❤❡ )❡♥8.✱ W 8❤❡ ✇❛❣❡.✱ K 8❤❡ ❝✐)❝✉❧❛8✐♥❣ ❝❛♣✐8❛❧✱ P 8❤❡ ♣)♦✜8. ❛♥❞ x 8❤❡

✉♥✐❢♦)♠ ✇❛❣❡ ♣❡) ✇♦)❦❡)✳ ❊Q✉❛8✐♦♥ ✸✳✶ .8❛8❡. 8❤❛8 ♣)♦❞✉❝8✐♦♥ ♦❢ ❝♦)♥ ❞❡♣❡♥❞.
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♦♥ ❧❛❜♦' ❛♥❞ ❝✐'❝✉❧❛,✐♥❣ ❝❛♣✐,❛❧ ✭❜❡❝❛✉1❡ ,❤❡ ❧❛,,❡' ✐1 ✉1❡❞ ,♦ '❡♠✉♥❡'❛,❡ ❧❛✲

❜♦'✮✳ ❚❤❡ ✜'1, ❝♦♥❞✐,✐♦♥ ❣✉❛'❛♥,❡❡1 ,❤❛, ,❤❡'❡ ✐1 ♥♦ ♥❡❣❛,✐✈❡ ♣'♦❞✉❝,✐♦♥✳ ❚❤❡

1❡❝♦♥❞ ,❤❛, ,❤❡ ♠❛'❣✐♥❛❧ ♣'♦❞✉❝, ✭♦❢ ❧❛❜♦' ❛♥❞ ❝❛♣✐,❛❧✮ ♠✉1, ❜❡ ❤✐❣❤❡' ,❤❛♥

,❤❡ 1✉❜1✐1,❡♥❝❡ ✇❛❣❡✳ ❚❤✐1 ♠❡❛♥1 ,❤❛, ✐❢ ✇❡ ❛❞❞ ♦♥❡ ✇♦'❦❡'✱ ,❤❡ 1✉'♣❧✉1 ♦❢

♣'♦❞✉❝,✐♦♥ ❝♦♠♣❛'❡❞ ,♦ ,❤❡ ♣'❡✈✐♦✉1 1✐,✉❛,✐♦♥ ♠✉1, ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ ,♦ ♣❛② ,❤❡ ❛❞✲

❞✐,✐♦♥❛❧ ✇♦'❦❡' 1♦ ,❤❛, ❤❡ ❝❛♥ 1✉'✈✐✈❡✳ ❚❤❡ ,❤✐'❞ ❝♦♥❞✐,✐♦♥ 1,❛,❡1 ,❤❛, '❡,✉'♥1

,♦ 1❝❛❧❡ ❛'❡ ❞❡❝'❡❛1✐♥❣✳

✶

❊@✉❛,✐♦♥ ✸✳✷ 1❤♦✇1 ,❤❛, ,❤❡ ,♦,❛❧ ♦❢ '❡♥,1 ❡@✉❛❧1 ,♦

,❤❡ ❞✐✛❡'❡♥❝❡ ❜❡,✇❡❡♥ ❝♦'♥ ♣'♦❞✉❝,✐♦♥ ❛♥❞ ,❤❡ ❥♦✐♥, ♠❛'❣✐♥❛❧ ♣'♦❞✉❝, ♦❢ ❧❛❜♦'

❛♥❞ ❝❛♣✐,❛❧ ♠✉❧,✐♣❧✐❡❞ ❜② ,❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ✇♦'❦❡'1✳ ❚❤✉1 ❢❛❝,♦'1 ♦❢ ♣'♦❞✉❝,✐♦♥

✭❧❛❜♦' ❝♦1, ❛♥❞ ❝❛♣✐,❛❧ ❝♦1,✮ ❛'❡ '❡♠✉♥❡'❛,❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ,❤❡ ♣'♦❞✉❝,✐✈✐,②

♦❢ ,❤❡ ❧❛1, ❛❞❞❡❞ ✇♦'❦❡'❀ ,❤❡ '❡1,1 ♦❢ ,❤❡ ♣'♦❞✉❝,✐♦♥ ✐1 ❣✐✈❡♥ ,♦ ,❤❡ '❡♥,✐❡'1✳

✷

❲❡ ❤❛✈❡ ,❤❡♥ ✜✈❡ ❡@✉❛,✐♦♥1 ❛♥❞ 1❡✈❡♥ ✉♥❦♥♦✇♥1✳ ❘✐❝❛'❞♦ ❛11✉♠❡1 ,❤❛,

❝✐'❝✉❧❛,✐♥❣ ❝❛♣✐,❛❧ ✐1 ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉1 ❞❛,❛✱ ❛♥❞ ,❤❛, ,❤❡ ✇❛❣❡ ♣❡' ✇♦'❦❡' ❛❧✇❛②1

❡@✉❛❧1 ,♦ ,❤❡ 1✉❜1✐1,❡♥❝❡ ✇❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐1 ❛❧1♦ ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉1 ❞❛,❛✿

K = K̄ ✭✸✳✻✮

x = x̄ ✭✸✳✼✮

❲❡ ❝❛♥ ♥♦,❡ ,❤❛, ✇✐,❤ ❡@✉❛,✐♦♥1 ✸✳✸✱ ✸✳✹✱ ✸✳✻ ❛♥❞ ✸✳✼ ,❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ✇♦'❦✲

❡'1 ✐1 ❛♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉1 ❞❛,❛✱ ✐✳❡✳ ✐, ✐1 ❝❛❧❝✉❧❛,❡❞ ✇❤❡♥ ,❤❡ 1②1,❡♠ ✐1 ❛, ,❤❡ 1,❛,❡

♦❢ ♥❛"✉$❛❧ ❡'✉✐❧✐❜$✐✉♠ ✭✇❤✐❝❤ ❞♦❡1 ♥♦, ♠❡❛♥ ❛ ❢✉❧❧✲❡♠♣❧♦②♠❡♥, ❡@✉✐❧✐❜'✐✉♠✮✳

❲❛❣❡1 ❛'❡ ❝♦♥1✐❞❡'❡❞ ❛1 ♠❡❛♥1 ♦❢ ♣'♦❞✉❝,✐♦♥✱ ❛♥❞ ,❤❡ 1✉'♣❧✉1 ✐1 ❞✐✈✐❞❡❞ ❜❡✲

,✇❡❡♥ ♣'♦✜,1 ❛♥❞ '❡♥,1✳ ■❢ ✇❡ 1✉♣♣♦1❡ ,❤❛, ❝❛♣✐,❛❧✐1,1 '❡✐♥✈❡1, ,❤❡✐' ♣'♦✜,1

✐♥❝'❡❛1✐♥❣ ,❤❡ ❢✉♥❞ ♦❢ ✇❛❣❡1✱ ,❤✐1 1✉'♣❧✉1 ✇✐❧❧ ❞❡❝'❡❛1❡ ❛1 1♦♦♥ ❛1 ♣'♦❞✉❝,✐♦♥

✐♥❝'❡❛1❡1✱ ❛1 '❡,✉'♥1 ,♦ 1❝❛❧❡ ❛'❡ ❞❡❝'❡❛1✐♥❣✳ M'♦✜,1 ✇✐❧❧ ,❡♥❞ ,♦ ❞✐1❛♣♣❡❛'✱

✉♥,✐❧ ,❤❡ ♣♦✐♥, ✇❤❡'❡ ♣'♦❞✉❝,✐✈✐,② ♦❢ ,❤❡ ❧❛1, ❛❞❞❡❞ ✇♦'❦❡' ✇✐❧❧ ❡@✉❛❧ ,❤❡ 1✉❜✲

1✐1,❡♥❝❡ ✇❛❣❡✿ ,❤❡♥ ♣'♦✜,1 ✇✐❧❧ ❡♥,✐'❡❧② ❞✐1❛♣♣❡❛'✱ ❛♥❞ ✐, ✇✐❧❧ ♥♦, ❜❡ ♣♦11✐❜❧❡

,♦ ❛❞✈❛♥❝❡ ,❤❡ ✇❛❣❡ ❢♦' ♦♥❡ 1✉♣♣❧❡♠❡♥,❛'② ✇♦'❦❡' ❛♥②♠♦'❡✳ ❚❤❡ 1②1,❡♠ ♦❢

♣'♦❞✉❝,✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥ ❛ +"❛"✐♦♥❛$② +"❛"❡✳

✸✳✶✳✶✳✷ $❧✉'✐✲*❡❝-♦'❛❧ ♠♦❞❡❧

❖,❤❡'1 ✐♥❞✉1,'✐❡1 ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ,♦ ,❤✐1 ✈❡'② 1✐♠♣❧❡ 1②1,❡♠✿ ❤♦✇❡✈❡' ,❤❡ ✇❛② ,❤❡

'❡♥, ✐1 ,❛❦❡♥ ✐♥,♦ ❛❝❝♦✉♥, ❞♦❡1 ♥♦, ❝❤❛♥❣❡✱ ✐, 1,✐❧❧ '❡♣'❡1❡♥,1 ,❤❡ ♣❛②♠❡♥, ❢♦'

❛ ❞✐✛❡'❡♥❝❡ ♦❢ ♣'♦❞✉❝,✐✈✐,② ❜❡,✇❡❡♥ ,❤❡ ❞✐✛❡'❡♥, ♠❡,❤♦❞1 ♦❢ ♣'♦❞✉❝,✐♦♥✱ ❤❡'❡

'❡♣'❡1❡♥,❡❞ ❜② ❞✐✛❡'❡♥, ♣'♦♣♦',✐♦♥1 ♦❢ ,❤❡ ❢❛❝,♦'1 ♥❡❡❞❡❞ ,♦ ♣'♦❞✉❝❡ ❛ ❣✐✈❡♥

❣♦♦❞✳ ❚❤❡ ♣❛②♠❡♥, ♦❢ ,❤❡ '❡♥, ✐1 ♠❛❞❡ ♦♥ ,❤❡ 1✉'♣❧✉1 ♦❢ ,❤❡ ❝♦'♥ 1❡❝,♦'✱ ❛♥❞ ✐,

✐1 ♠❡❛1✉'❡❞ ✐♥ ♣❤②1✐❝❛❧ @✉❛♥,✐,✐❡1✿ ,❤✉1 ,❤❡'❡ ✐1 ♥♦ ♣'♦❜❧❡♠ ♦❢ '❡♥, ✈❛❧✉❛,✐♦♥✳

■❢ ✇❡ ❞❡✜♥❡ 1❡❝,♦' 2 ❛1 ❛ ❝♦♥1,❛♥, '❡,✉'♥ ,♦ 1❝❛❧❡ ✐♥❞✉1,'② ♣'♦❞✉❝✐♥❣ ❣♦❧❞✱

✇❡ ❝❛♥ '❡♣'❡1❡♥, ❘✐❝❛'❞♦✬1 ♠♦❞❡❧ ✇✐,❤ ,✇♦ 1❡❝,♦'1 ,❤'♦✉❣❤ ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 15
❡@✉❛,✐♦♥1 ✭M❛1✐♥❡,,✐✱ ✶✾✼✺✱ ♣✳ ✶✸✮✿

X1 = f(N1) ✭✸✳✽✮

✶

❖♥❧② ✐♥%❡♥'✐✈❡ )❡♥% ✐' ❝♦♥'✐❞❡)❡❞ ❤❡)❡✱ ❢♦) %❤❡ '❛❦❡ ♦❢ '✐♠♣❧✐❝✐%②✳

✷

❚❤✉' ✐❢ %❤❡)❡ ✇❡)❡ ♦♥❧② ❝♦♥'%❛♥% )❡%✉)♥' %♦ '❝❛❧❡✱ %❤❡)❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦ )❡♥%✳
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❲✐$❤ $❤❡ $❤'❡❡ ❝♦♥❞✐$✐♦♥, f(0) ≥ 0✱ f ′(1) > x̄ ❛♥❞ f ′′(N1) < 0✳

R = f(N1)−N1f
′(N1) ✭✸✳✾✮

W = Nx ✭✸✳✶✵✮

K = W ✭✸✳✶✶✮

P1 = X1 −R−N1x ✭✸✳✶✷✮

K = K̄ ✭✸✳✶✸✮

x = x̄ ✭✸✳✶✹✮

X2 = αN2 ✭✸✳✶✺✮

❲✐$❤α $❤❡ 7✉❛♥$✐$② ♦❢ ❣♦❧❞ ♣'♦❞✉❝❡❞ ♣❡' ✇♦'❦❡'✳

N = N1 +N2 ✭✸✳✶✻✮

w = xp1 ✭✸✳✶✼✮

❲✐$❤ w $❤❡ ✇❛❣❡ ♣❡' ✇♦'❦❡'✱ ✉♥✐❢♦'♠ ✐♥ ❜♦$❤ ,❡❝$♦',✱ ✇❤✐❝❤ ❡7✉❛❧, $♦ $❤❡

♣'✐❝❡ ♦❢ $❤❡ 7✉❛♥$✐$② ♦❢ ❝♦'♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇, $❤❡ ,✉❜,✐,$❡♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ✇♦'❦❡'✳

Π =
P1p1 + P2p2

Kp1
✭✸✳✶✽✮

❲✐$❤ Π $❤❡ ✉♥✐❢♦'♠ '❛$❡ ♦❢ ♣'♦✜$ ✐♥ ❜♦$❤ ,❡❝$♦',✳

P2p2 = X2p2 −N2w ✭✸✳✶✾✮

p2X2

N2
=

p1 (X1 −R)

N1
✭✸✳✷✵✮

❚❤✐, ❧❛,$ ❡7✉❛$✐♦♥ ,$❛$❡, $❤❛$ ✐♥ ❡7✉✐❧✐❜'✐✉♠✱ $❤❡ ✈❛❧✉❡ ♣'♦❞✉❝❡❞ ❜② ♦♥❡

✇♦'❦❡' ✐, $❤❡ ,❛♠❡ ✐♥ ❡✈❡'② ✐♥❞✉,$'②✱ ❛❢$❡' $❤❡ ♣❛②♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ '❡♥$,✳ ❲❡ ❝❛♥

♥♦$❡ $❤❛$ $❤'❡❡ ❤②♣♦$❤❡,❡, ,$❛♥❞ ❜❡❤✐♥❞ $❤✐, ❡7✉❛$✐♦♥✿ ✉♥✐❢♦'♠✐$② ♦❢ $❤❡ ✇❛❣❡

♣❡' ✇♦'❦❡'✱ ✉♥✐❢♦'♠✐$② ♦❢ $❤❡ '❛$❡ ♦❢ ♣'♦✜$ ✭❜♦$❤ ❜❡❝❛✉,❡ ♦❢ ❢'❡❡ ❝♦♠♣❡$✐$✐♦♥✮

❛♥❞ ✉♥✐❢♦'♠✐$② ♦❢ $❤❡ '❛$✐♦ ❝❛♣✐$❛❧✴❧❛❜♦' ✭❡①♣'❡,,❡❞ ❜② ❡7✉❛$✐♦♥, ✸✳✶✵✱ ✸✳✶✶

❛♥❞ ✸✳✶✸✱ $❤❡ ♦♥❧② ❝❛♣✐$❛❧ ❜❡✐♥❣ ✇❛❣❡, ♣❛✐❞ ❜❡❢♦'❡ $❤❡ ♣'♦❞✉❝$✐♦♥ ♣'♦❝❡,,✮✳

■❢ $❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ $❤❡ 7✉❛♥$✐$② ♦❢ ❣♦❧❞ ♣'♦❞✉❝❡❞ ♣❡' ✇♦'❦❡' ✐, ❝❤♦,❡♥ ❛, $❤❡

♥✉♠❡'❛✐'❡✱ ❛♥❞ ✐❢ ✇❡ ❛,,✉♠❡ $❤❛$ '❡♥$✐❡', ,♣❡♥❞ ❛❧❧ $❤❡ '❡♥$ $♦ ❜✉② ❣♦❧❞✱ $❤❡

,②,$❡♠ ✐, ❞❡$❡'♠✐♥❡❞✿

αp2 = 1 ✭✸✳✷✶✮
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p2X2 = p1R ✭✸✳✷✷✮

&'✐❝❡+ ❛'❡ -❤❡♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥-❧② ❞❡-❡'♠✐♥❡❞ ❢'♦♠ -❤❡ ❞✐+-'✐❜✉-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ +✉'✲

♣❧✉+ ❜❡-✇❡❡♥ ♣'♦✜-+✱ ✇❛❣❡+ ❛♥❞ '❡♥-+✿

p1 =
1

f ′ (N1)
✭✸✳✷✸✮

p2 =
1

α
✭✸✳✷✹✮

❲❡ ❤❛✈❡ -❤✉+ ❛ ❧❛❜♦' -❤❡♦'② ♦❢ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ❞✐+-'✐❜✉-✐♦♥ ✈❛'✐❛❜❧❡+ ❛'❡ ❧✐♥❦❡❞

❜❡-✇❡❡♥ -❤❡♠ ❜② -❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡D✉❛-✐♦♥+✿

w =
x̄

f ′ (N1)
✭✸✳✷✺✮

Π =
f ′ (N1)

x̄
− 1 ✭✸✳✷✻✮

■- ✐+ -♦ ❜❡ ♥♦-❡❞ -❤❛- -❤❡+❡ ✈❛'✐❛❜❧❡+ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ -❤❡ ❝♦♥❞✐-✐♦♥+ ♦❢

♣'♦❞✉❝-✐♦♥ ✐♥ -❤❡ ❝♦'♥ +❡❝-♦'✱ ✐✳❡✳ ✐♥ -❤❡ +❡❝-♦' ♣'♦❞✉❝✐♥❣ -❤❡ +✉❜+✐+-❡♥❝❡

❣♦♦❞+✿ ❛ -❛① ♦' ❛ -❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ -❤✐+ ✐♥❞✉+-'② ✇✐❧❧ -❤❡♥ ❤❛✈❡ ❝♦♥+❡D✉❡♥❝❡+

♦♥ ❛❧❧ ✐♥❞✉+-'✐❡+✱ -❤'♦✉❣❤ ❝❤❛♥❣❡+ ✐♥ -❤❡ ✇❛❣❡ ♣❡' ✇♦'❦❡' ❛♥❞ -❤❡ '❛-❡ ♦❢ ♣'♦✜-✱

❜♦-❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛'❡ ✉♥✐❢♦'♠ ✐♥ ❛❧❧ ✐♥❞✉+-'✐❡+✳ ■♥ '❡-✉'♥✱ ❛ -❛① ✐♥ -❤❡ +❡❝-♦' ♦❢

❧✉①✉'② ❣♦♦❞+✱ ❤❡'❡ -❤❡ ❣♦❧❞ ✐♥❞✉+-'②✱ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ✐♠♣❛❝- ♦♥ -❤❡ ♣'✐❝❡ ♦❢ ❧✉①✉'②

❣♦♦❞+✳

❘✐❝❛'❞♦ -❤❡'❡❢♦'❡ ❜✉✐❧- ❛ -❤❡♦'② ♦❢ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❛ -❤❡♦'② ♦❢ ❞✐+-'✐❜✉-✐♦♥✳ ❍♦✇✲

❡✈❡'✱ -❤❡ ❧❛+- ♦❢ ❤✐+ -❤'❡❡ ❤②♣♦-❤❡+❡+✱ ❝♦♥❝❡'♥✐♥❣ -❤❡ ✉♥✐❢♦'♠✐-② ♦❢ -❤❡ '❛-✐♦

♦❢ ❝❛♣✐-❛❧ ✉♣♦♥ ❧❛❜♦'✱ ✐+ ♥♦- '❡❛❧✐+-✐❝✳ ■❢ ✐- ✐+ '❡♠♦✈❡❞✱ ♣'✐❝❡+ ❜❡❝♦♠❡ ❞❡♣❡♥✲

❞❡♥- ♦♥ -❤❡ ❞✐+-'✐❜✉-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ '❡✈❡♥✉❡✳ ■- ✐+ ❙'❛✛❛ ✭✶✾✻✵✮ ✇❤♦ ✜'+- ❢♦✉♥❞ ❛

♠❡❛+✉'❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡+ ♥♦- ✈❛'② ✐♥ '❡❧❛-✐♦♥ -♦ ❞✐+-'✐❜✉-✐♦♥✿ -❤❡ +-❛♥❞❛'❞

❝♦♠♠♦❞✐-②✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ -♦ +❡♣❛'❛-❡ ❝❧❡❛'❧② -❤❡ D✉❡+-✐♦♥+ ♦❢ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐-✐❡+

❛♥❞ ❞✐+-'✐❜✉-✐♦♥ ♦❢ '❡✈❡♥✉❡+✳ ❍♦✇❡✈❡'✱ ❜❡❢♦'❡ -❤❛-✱ -❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ -❤❡♦'②✱ ✇✐-❤

-❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥- ♦❢ -❤❡ ♠❛'❣✐♥❛❧✐+- -❤✐♥❦✐♥❣✱ ✇✐❧❧ ❛--❡♠♣- -♦ ♦✈❡'❝♦♠❡ -❤❡ ❧❛✲

❜♦' -❤❡♦'② ♦❢ ✈❛❧✉❡ ❜② ❡①♣❛♥❞✐♥❣ -❤❡ -'❡❛-♠❡♥- ♦❢ -❤❡ '❡♥- -♦ ❛❧❧ ❢❛❝-♦'+ ♦❢

♣'♦❞✉❝-✐♦♥✳

✸✳✶✳✷ ❚❤❡ ♠❛)❣✐♥❛❧✐./ /❤❡♦)②

✸✳✶✳✷✳✶ ❚❤❡ ✏❧❛✇ ♦❢ ❞❡❝/❡❛0✐♥❣ /❡4✉/♥0✑ ❛♥❞ 4❤❡ ❛❜0❡♥❝❡ ♦❢

4❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣/♦❣/❡00

❚❤❡ ❝❧❛++✐❝❛❧ -❤❡♦'② ♦❢ '❡♥- ✐+ ✐♥ ❢❛❝- -❤❡ +-❛'-✐♥❣ ♣♦✐♥- ♦❢ -❤❡ ♠❛'❣✐♥❛❧✐+- +❝❤♦♦❧✱

✇❤✐❝❤ ❤❛+ ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐- -♦ ❛❧❧ ❢❛❝-♦'+ ♦❢ ♣'♦❞✉❝-✐♦♥✱ ❜❡+✐❞❡+ ❧❛♥❞✳ ❚❤✐+ -❤❡♦'②

✐+ ♦'✐❣✐♥❛❧❧② ❜❛+❡❞ ♦♥ ✜✈❡ ❛'-✐❝❧❡+ ✇'✐--❡♥ ✐♥ ❋❡❜'✉❛'② ✶✽✶✺ ❜② ▼❛❧-❤✉+ ✭✶✽✶✺❛❀

✶✽✶✺❜✮✱ ❲❡+- ✭✶✽✶✺✮✱ ❚♦''❡♥+ ✭✶✽✶✺✮ ❛♥❞ ❘✐❝❛'❞♦ ✭✶✽✶✺✮✳ ❚❤❡+❡ ✜✈❡ ❛'-✐❝❧❡+

♠❛❦❡ '❡❢❡'❡♥❝❡+ -♦ -❤❡ ✏❧❛✇ ♦❢ ❞❡❝'❡❛+✐♥❣ '❡-✉'♥+✑ ✇❤✐❝❤ ✐+ +✉♣♣♦+❡❞ -♦ ❛♣♣❧②

-♦ ❛❣'✐❝✉❧-✉'❡ ✐♥ ❝❛+❡ ♦❢ ❛❜+❡♥❝❡ ♦❢ -❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣'♦❣'❡++✳ ❚✇♦ ②❡❛'+ ❧❛-❡'✱ ✐♥ ✶✽✶✼✱
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❘✐❝❛&❞♦ ♣✉❜❧✐-❤❡- ❤✐- 0&✐♥❝✐♣❧❡- ♦❢ 0♦❧✐3✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠② ❛♥❞ ❚❛①❛3✐♦♥ ✭❘✐❝❛&❞♦✱

✶✽✶✼✮✱ ✇❤❡&❡ ❤✐- 3❤❡♦&② ♦❢ &❡♥3 ✐- ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠♦&❡ ❝❧❡❛&❧② ✭❝❢✳ ✸✳✶✳✶✮✳ ❙♠✐3❤

✭✶✼✼✻✮ ❡❛&❧✐❡& 3❛❧❦❡❞ ❛❜♦✉3 &❡♥3 ❛- ❛ -♦&3 ♦❢ ✏♠♦♥♦♣♦❧② ♣&✐❝❡✑✳ ❆❢3❡& 3❤❡ ♣✉❜✲

❧✐❝❛3✐♦♥ ♦❢ 3❤❡ ✜✈❡ ❛&3✐❝❧❡- ❛♥❞ ❘✐❝❛&❞♦✬- ❜♦♦❦✱ &❡♥3 ❛♣♣❡❛&- ❛- ❛ ❝♦♥-❡J✉❡♥❝❡

♦❢ 3❤❡ -❝❛&❝✐3② ♦❢ ❢❡&3✐❧❡ ❧❛♥❞- ✭3❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ✐- 3♦♦ ❤✐❣❤ &❡❣❛&❞✐♥❣ 3❤❡ -✉♣♣❧②

❛3 3❤❡ ♥♦&♠❛❧ &❛3❡ ♦❢ ♣&♦✜3✱ ❛♥❞ 3❤✉- ✐♥3❡♥-✐✈❡ &❡♥3 ❛♣♣❡❛&- ❛- ❛ &❡-✉❧3 ♦❢ 3❤❡

✐♥3❡♥-✐✜❝❛3✐♦♥ ♦❢ 3❤❡ ♣&♦❞✉❝3✐♦♥ ✐♥ 3❤❡ ❢❡&3✐❧❡ ❧❛♥❞-✱ ✇✐3❤ ❞❡❝&❡❛-✐♥❣ &❡3✉&♥-

3♦ -❝❛❧❡✮ ❛♥❞ ♦❢ 3❤❡ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦&♠ J✉❛❧✐3② ♦❢ ♥❛3✉&❛❧ &❡-♦✉&❝❡- ✐♥ ❣❡♥❡&❛❧ ✭3❤❡

❞✐✛❡&❡♥❝❡ ✐♥ 3❡&♠- ♦❢ ♣&♦❞✉❝3✐✈✐3② ❜❡3✇❡❡♥ 3❤❡ ❞✐✛❡&❡♥3 J✉❛❧✐3✐❡- ♦❢ 3❤❡ -❛♠❡

♥❛3✉&❛❧ &❡-♦✉&❝❡ ❡①♣❧❛✐♥- 3❤❡ ❡①3❡♥-✐✈❡ &❡♥3✮✳

0❛-✐♥❡33✐ ✭✶✾✾✾✮ -❤♦✇- 3❤❛3 3❤✐- 3❤❡♦&② ❤❛- ❜❡❡♥ ❛♥3✐❝✐♣❛3❡❞ ❜② ❏❛♠❡- ❆♥✲

❞❡&-♦♥ ✐♥ ❛ ✇♦&❦ ♣✉❜❧✐-❤❡❞ ✐♥ ✶✼✼✼ ✭❆♥❞❡&-♦♥✱ ✶✼✼✼✮✱ ❛3 ❧❡❛-3 ❢♦& 3❤❡ ♣❛&3

❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ 3❤❡ ❡①3❡♥-✐✈❡ &❡♥3✳

✸

❍♦✇❡✈❡&✱ ❆♥❞❡&-♦♥ ✇❛- ❛♥ ♦♣♣♦♥❡♥3 ♦❢ 3❤❡

✏❧❛✇ ♦❢ ❞❡❝&❡❛-✐♥❣ &❡3✉&♥-✑✱ -✐♥❝❡ ❤❡ ❜❡❧✐❡✈❡❞ 3❤❛3 3❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣&♦❣&❡-- ❝♦✉❧❞

❝♦✉♥3❡&❜❛❧❛♥❝❡ 3❤❡ ❧❛✇ ✭-♦ 3❤❛3 3❤❡ ❧❛♥❞- ✇♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦&❡ ❢❡&3✐❧❡✮✳ ❇✉3

3❤✐- ❧❛✇ ✇❛- ❝♦♥-✐❞❡&❡❞ ❛- ❛ ❡♠♣✐&✐❝❛❧ ❢❛❝3 ❢♦& ❛❣&✐❝✉❧3✉&❡ ✐♥ 3❤♦-❡ ✜✈❡ ❛&3✐❝❧❡-

❜❡❝❛✉-❡ ♦❢ 3❡♠♣♦&❛&② ❡✈❡♥3- 3❤❛3 ♦❝❝✉&&❡❞ ✐♥ ●&❡❛3✲❇&✐3❛✐♥ ❞✉&✐♥❣ 3❤❡ ✶✽✶✵- ✭❛

&✐-❡ ✐♥ 3❤❡ ♣♦♣✉❧❛3✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ ◆❛♣♦❧❡♦♥ ✇❛&- ❛♥❞ ❞✐✣❝✉❧3✐❡- ❢♦& ✐♠♣♦&3✐♥❣ ❝♦&♥✮✳

❋✉&3❤❡&♠♦&❡ 3❤✐- ❧❛✇ ❢❛✈♦&❡❞ 3❤❡ 3❤❡♦&② ♦❢ ▼❛❧3❤✉- ✭✶✽✶✼✮ ❛❜♦✉3 ♣♦♣✉❧❛3✐♦♥

❞②♥❛♠✐❝-✱ ❛♥❞ 3❤✉- ❤❡ ♣&♦♠♦3❡❞ ✐3 ❛- ❛ ♥❛3✉&❛❧ ❧❛✇✱ ♣&♦✈❡❞ ❜② &❡❛❧ ❢❛❝3- ✭✇❤✐❝❤

✇❡&❡ ❛❝3✉❛❧❧② -❤♦&3✲3❡&♠ ❢❛❝3-✮✳

❲❤✐❧❡ ❛❧❧ 3❤❡-❡ ❛✉3❤♦&- ❞❡❝✐❞❡❞ 3♦ -✉♣♣♦&3 3❤✐- ❧❛✇✱ 3❤❡② ❛❣&❡❡❞ 3❤❛3 3❤❡

❧❛✇ ❞✐❞ ♥♦3 ❛♣♣❧② 3♦ 3❤❡ ♦3❤❡& ❡❝♦♥♦♠✐❝ -❡❝3♦&-✳ ❆♥❞ ❘✐❝❛&❞♦ ♠❛❦❡- ❝❧❡❛&

✐♥ ❤✐- ❛&3✐❝❧❡ 3❤❛3 ❤❡ ✐- ❛--✉♠✐♥❣ 3❤❡ ❤②♣♦3❤❡-✐- 3❤❛3 3❤❡&❡ ✐- ♥♦ 3❡❝❤♥✐❝❛❧

♣&♦❣&❡-- ✐♥ ❛❣&✐❝✉❧3✉&❡✱ ♦& ❛3 ❧❡❛-3 ♥♦3 ❡♥♦✉❣❤ 3♦ ❝♦✉♥3❡&✲❜❛❧❛♥❝❡ 3❤❡ ❞❡♠❛♥❞

✐♥❝&❡❛-❡✳ ❲✐3❤ 3❤✐- -3❛&3✐♥❣ ❤②♣♦3❤❡-✐-✱ ❤❡ ❝❛♥ ❡❛-✐❧② ❞❡♠♦♥-3&❛3❡ 3❤❛3 ❧❡--

❢❡&3✐❧❡ ❧❛♥❞- ✇✐❧❧ ❜❡ ❝✉❧3✐✈❛3❡❞✱ 3❤❛3 &❡♥3- ✇✐❧❧ ✐♥❝&❡❛-❡ ❛♥❞ 3❤❛3 3❤❡ &❛3❡ ♦❢ ♣&♦✜3

✇✐❧❧ ❞❡❝&❡❛-❡ ✉♥3✐❧ 3❤❡ -3❛3✐♦♥❛&② -3❛3❡ ✐- &❡❛❝❤❡❞✱ ✇❤❡&❡ ✭♠✐♥✐♠❛❧✮ ✇❛❣❡- ❛♥❞

✭♠❛①✐♠❛❧✮ &❡♥3- ✇✐❧❧ ❜❡ 3❤❡ ♦♥❧② ✐♥❝♦♠❡-✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ❞❡-♣✐3❡ 3❤❡-❡ ♣&❡❝❛✉3✐♦♥-✱

3❤❡ ✏❧❛✇ ♦❢ ❞❡❝&❡❛-✐♥❣ &❡3✉&♥-✑✱ ❛ 3❤❡♦&❡3✐❝❛❧ ❤②♣♦3❤❡-✐- ♥♦3 ✈❡&✐✜❡❞ ❜② ❡♠♣✐&✐❝❛❧

❢❛❝3-✱ ✇❛- ❧❛&❣❡❧② ❛❝❝❡♣3❡❞ ❜② 3❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐-3- ❛♥❞✱ ✐♥ ♣❛&3✐❝✉❧❛&✱ ✇❛- ❛❞♦♣3❡❞

❢♦& 3❤❡ ❛❣&✐❝✉❧3✉&❛❧ -❡❝3♦& ❜② ▼✐❧❧ ✭✶✽✷✶✮ ❛♥❞ ❙3✉❛&3 ▼✐❧❧ ✭✶✽✹✽❛✮✳

▼❛&①✱ ♦♥ 3❤❡ ♦3❤❡& ❤❛♥❞✱ ✇❛- ❛❣❛✐♥-3 ✐3✱ ❛- ❤❡ ✇❛- ❝❧❡❛&✲❤❡❛❞❡❞ ♦♥ 3❤❡ ❢❛❝3

3❤❛3 3❤✐- ❧❛✇ ❡♠❡&❣❡❞ ❢&♦♠ 3❤❡ ❞✐-3✐♥❝3✐✈❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ -✐3✉❛3✐♦♥ ♦❢ ●&❡❛3 ❇&✐3❛✐♥

✐♥ 3❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ 3❤❡ ❳■❳

!❤

❝❡♥3✉&②✳ ❍♦✇❡✈❡& ❤❡ ♠❛❦❡- &❡❢❡&❡♥❝❡- 3♦ ❛ ✏❧❛✇ ♦❢

3❤❡ ❢❛❧❧ ♦❢ ♣&♦✜3-✑✱ ❝&❡❛3❡❞ ❜② 3❤❡ ♣❡&♣❡3✉❛❧ ❝♦♥3&❛❞✐❝3✐♦♥ ❜❡3✇❡❡♥ ❝❛♣✐3❛❧✐-3✐❝

❛❝❝✉♠✉❧❛3✐♦♥ ❛♥❞ 3❤❡ -✐♠✉❧3❛♥❡♦✉- ♣❡&♣❡3✉❛❧ ❞❡-3&✉❝3✐♦♥ ♦❢ 3❤❡ ❝♦♥❞✐3✐♦♥- ♦❢

3❤✐- ❛❝❝✉♠✉❧❛3✐♦♥✳ ❍❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡- 3❤❛3 3❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣&♦❣&❡-- ♦❝❝✉&- ✐♥ 3❤❡ ✐♥✲

❞✉-3&✐❡-✱ ✐♥ ♦&❞❡& 3♦ ❛❝❝✉♠✉❧❛3❡ ♠♦&❡ ❝❛♣✐3❛❧❀ ❜✉3 ❤❡ ✇❛- ♣❡--✐♠✐-3✐❝ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣

3❤❡ ♣♦--✐❜✐❧✐3② ♦❢ ❛ ♣❡&♣❡3✉❛❧ ✐♥❝&❡❛-❡ ♦❢ 3❤✐- ♣&♦❣&❡--✳

✸

▼❛"① ✭✶✽✻✸✮ ❛❧+♦ ❝♦♠♠❡♥1+ ♦♥ ❆♥❞❡"+♦♥✬+ 1❤❡♦"② ♦❢ "❡♥1✳
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✸✳✶✳✷✳✷ ❚❤❡ ♠❛)❣✐♥❛❧✐./. ❡①♣❛♥❞ /❤❡ )❛♥❣❡ ♦❢ /❤❡.❡ /✇♦

❤②♣♦/❤❡.❡. /♦ /❤❡ ✇❤♦❧❡ ❡❝♦♥♦♠②

❚❤❡ ♠❛'❣✐♥❛❧✐,- -❤❡♦'② ,-❛'-, ❢'♦♠ -❤❡ ♠❛'❣✐♥❛❧✐,- ❛♣♣'♦❛❝❤ ♦❢ ♣'✐❝❡, ❥♦✐♥-❧②

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❏❡✈♦♥, ✭✶✽✻✺✮✱ ▼❡♥❣❡' ✭✶✽✼✶✮ ❛♥❞ ❲❛❧'❛, ✭✶✽✼✹✮ ❛♥❞ ❡,-❛❜❧✐,❤❡,

❛ -❤❡♦'② ♦❢ ♣'♦❞✉❝-✐♦♥ ✐♥ -❤❡ ✶✽✾✵✬,✱ ❡,♣❡❝✐❛❧❧② -❤'♦✉❣❤ -❤❡ ✇♦'❦, ♦❢ ❲✐❝❦,-❡❡❞

✭✶✽✾✹✮ ❛♥❞ ❲✐❝❦,❡❧❧ ✭✶✾✸✹✮✳ ❚❤❡ ♠❛'❣✐♥❛❧✐,- -❤❡♦'✐,-, ❛❞♦♣- -❤❡ -❤❡♦'② ♦❢ -❤❡

❞✐✛❡'❡♥-✐❛❧ '❡♥-✱ ✇❤❡'❡ -❤❡ ♠❛'❣✐♥❛❧ ❧❛♥❞ ✐, ✉,❡❞ -♦ ✜① -❤❡ ♣'✐❝❡,✱ ❛♥❞ ❡①♣❛♥❞

✐- -♦ ❛❧❧ ❢❛❝-♦', ♦❢ ♣'♦❞✉❝-✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡'✱ -❤❡② ❞♦ -❤✐, ❜② ❛❞❥✉,-✐♥❣ -❤❡ -❤❡♦'②

♦❢ '❡♥- ❛♥❞ -❤❡ ❝❤❛'❛❝-❡'✐,❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❢❛❝-♦', ♦❢ ♣'♦❞✉❝-✐♦♥✳

❆, '❡❣❛'❞, -❤❡ -❤❡♦'② ♦❢ '❡♥-✱ -❤❡② ♦♥❧② ❦❡❡♣ ✐♥-❡♥,✐✈❡ '❡♥- ✭✇✐-❤ ❛ ✜① O✉❛♥✲

-✐-② ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉, ❧❛♥❞✱ -❤❡ ❡①-❡♥,✐✈❡ '❡♥- ✐, ❞✐,❝❛'❞❡❞✱ ❝❢✳ ❇R❤♠✲❇❛✇❡'❦✱

✶✽✽✾✮ ❛♥❞ -❤❡ ❢❛♠♦✉, ✏❧❛✇ ♦❢ ❞❡❝'❡❛,✐♥❣ '❡-✉'♥,✑✳ ❋✉'-❤❡'♠♦'❡ -❤❡② ❛,,✉♠❡

-❤❛- -❤❡ -❤❡♦'② ❛♣♣❧✐❡, -♦ ❛❧❧ ❢❛❝-♦', ♦❢ ♣'♦❞✉❝-✐♦♥ ✭❧❛♥❞✱ ❝❛♣✐-❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦'✮❀

,♦ ❛❧❧ ❢❛❝-♦', ♦❢ ♣'♦❞✉❝-✐♦♥ ❛'❡ ❛,,✉♠❡❞ -♦ ❜❡ ,❝❛'❝❡ ❛♥❞ ❧✐❦❡❧② -♦ ❣❡♥❡'❛-❡

✐♥-❡♥,✐✈❡ '❡♥-, ✭❝❢✳ ❲✐❝❦,❡❧❧✱ ✶✾✸✹✮✳ ❚❤❡ ❧❛,- ❢❛❝-♦' ✉,❡❞ ✐♥ ♣'♦❞✉❝-✐♦♥ ✐, -❤❡

❧❡❛,- ♣'♦❞✉❝-✐✈❡✱ ❛♥❞ -❤✉, ✐- ✐, ✉,❡❞ -♦ ✜① -❤❡ ♣'✐❝❡ ♦❢ -❤❡ ❢❛❝-♦'✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②,✐, ♦❢ -❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣'♦❣'❡,, -❤✉, ❞✐,❛♣♣❡❛', ❢'♦♠ -❤❡ ,❝♦♣❡ ♦❢ ❡❝♦✲

♥♦♠✐❝ ❛♥❛❧②,✐,✳ ❲❤✐❧❡ -❤❡'❡ ❛'❡ -✇♦ ,♦❧✉-✐♦♥, -♦ ❛✈♦✐❞ -❤❡ ❘✐❝❛'❞✐❛♥ ,-❛-✐♦♥❛'②

,-❛-❡✿ ✐♥-❡'♥❛-✐♦♥❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡, ❛♥❞ -❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣'♦❣'❡,,✱ -❤❡ ♠❛'❣✐♥❛❧✐,-, ❛❜❛♥✲

❞♦♥❡❞ -❤❡ ,-✉❞② ♦❢ -❤❡ ,❡❝♦♥❞ ,♦❧✉-✐♦♥ ❜② ❣❡♥❡'❛❧✐③✐♥❣ -❤❡ ✐♥-❡♥,✐✈❡ '❡♥- -'❡❛-✲

♠❡♥- -♦ ❛❧❧ ❢❛❝-♦', ♦❢ ♣'♦❞✉❝-✐♦♥✿ ✏❜② ❛ ❞'❛♠❛-✐❝ ✉♥❞❡'✲❡,-✐♠❛-✐♦♥ ♦❢ ❤✐,-♦'✐❝❛❧

❡✈❡♥-,✱ -❤❡② ♠❛❞❡ -❤❡ ✇'♦♥❣ ❝❤♦✐❝❡✑ ✭Z❛,✐♥❡--✐✱ ✶✾✾✾✮✳ ❆♥❞ -❤❡ ♠✐,-❛❦❡ ✇❛,

❧❛-❡' ✇♦',❡♥❡❞✱ ✇❤❡♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝, ❜❡❝❛♠❡ ♦♥❧② ✐♥-❡'❡,-❡❞ ✐♥ -❤❡ ❡✣❝✐❡♥- ❛❧❧♦❝❛✲

-✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ,❡- ♦❢ ❢❛❝-♦', ♦❢ ♣'♦❞✉❝-✐♦♥✿ ✏❢'♦♠ ❛ ,❝✐❡♥❝❡ -❤❛- ✐♥O✉✐'❡, ✐♥-♦

-❤❡ ♥❛-✉'❡ ❛♥❞ ❝❛✉,❡, ♦❢ -❤❡ ✇❡❛❧-❤ ♦❢ ♥❛-✐♦♥,✱ ❛, ✐- ✇❛, ✐♥-❡♥❞❡❞ ❜② ❆❞❛♠

❙♠✐-❤✱ -❤❡② ♠❛❞❡ ✐- ❬✳✳✳❪ ❛ ,❝✐❡♥❝❡ -❤❛- ❞❡❛❧, ✇✐-❤ -❤❡ ✉,❡ ♦❢ ,❝❛'❝❡ ♠❡❛♥, -♦

❛❝❤✐❡✈❡ ❣✐✈❡♥ ❡♥❞,✑ ✭Z❛,✐♥❡--✐✱ ✶✾✾✾✮✳

❚❤❡ ♠❛'❣✐♥❛❧ -❤❡♦'② ✐, ❛♥ ❛♣♣'♦❛❝❤ ❢♦❝✉,❡❞ ♦♥ -❤❡ ♦♣-✐♠❛❧ ❞✐,-'✐❜✉-✐♦♥

❛♥❞ ❝♦♥,✉♠♣-✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❢✉♥❞ ♦❢ '❡,♦✉'❝❡,✱ ✐♥ -❡'♠, ♦❢ ✉-✐❧✐-②✳

✹

❆ -❤❡♦'② ♦❢

❡①❝❤❛♥❣❡, ✐, ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ❜❛,❡❞ ♦♥ -❤'❡❡ ♣'✐♥❝✐♣❧❡,✿

✶✳ ❯-✐❧✐-② ❢✉♥❝-✐♦♥, ❛'❡ ❦♥♦✇♥✱ ❝♦♥-✐♥✉♦✉, ❛♥❞ ❞✐✛❡'❡♥-✐❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥

-❤✉, ❞❡✜♥❡ -❤❡ ❝♦♥❝❡♣- ♦❢ ♠❛"❣✐♥❛❧ ✉(✐❧✐(② ❀

✷✳ ❚❤❡,❡ ❢✉♥❝-✐♦♥, ❛'❡ ❝♦♥✈❡①✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡, -❤❛- -❤❡'❡ ✇✐❧❧ ❜❡ *✉❜*(✐(✉(✐♦♥

❜❡-✇❡❡♥ -❤❡ ❞✐✛❡'❡♥- ❝♦♠♠♦❞✐-✐❡, ✇❤❡♥ -❤❡✐' ♣'✐❝❡, ✇✐❧❧ ✈❛'②❀

✸✳ Z'✐❝❡, ❛'❡ *❝❛"❝✐(② ✐♥❞❡①❡* ❛♥❞ '❡♣'❡,❡♥-✱ ✐♥ ❡O✉✐❧✐❜'✐✉♠✱ -❤❡ ♦♣-✐♠❛❧

❝♦❡✣❝✐❡♥-, ♦❢ ❛❧❧♦❝❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❡①✐,-✐♥❣ '❡,♦✉'❝❡,✳

❙②♠♠❡-'✐❝❛❧ ♣'✐♥❝✐♣❧❡, ❛'❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦' -❤❡ ♣'♦❞✉❝-✐♦♥ ♣'♦❝❡,,✿

✶✳ Z'♦❞✉❝-✐♦♥ ❢✉♥❝-✐♦♥, ❛'❡ ❦♥♦✇♥✱ ❝♦♥-✐♥✉♦✉, ❛♥❞ ❞✐✛❡'❡♥-✐❛❜❧❡✱ ,♦ ✇❡ ❝❛♥

❞❡✜♥❡ -❤❡ ❝♦♥❝❡♣- ♦❢ ♠❛"❣✐♥❛❧ ♣"♦❞✉❝(✐✈✐(② ❀

✹

▼② ♣#❡%❡♥'❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♠❛#❣✐♥❛❧✐%' '❤❡♦#② ♦✇❡% ❛ ❧♦' '♦ 1❛%✐♥❡''✐ ✭✶✾✼✺✱ ♣✳ ✷✹✮✳
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✷✳ ❚❤❡&❡ ❢✉♥❝+✐♦♥& ❛/❡ ❝♦♥✈❡①✱ &♦ +❤❡/❡ ✇✐❧❧ ❜❡  ✉❜ #✐#✉#✐♦♥ ❜❡+✇❡❡♥ +❤❡

❞✐✛❡/❡♥+ ❢❛❝+♦/& ♦❢ ♣/♦❞✉❝+✐♦♥ ✇❤❡♥ +❤❡✐/ ♣/✐❝❡& ✇✐❧❧ ✈❛/②❀

✸✳ ❚❤❡ /❛+❡ ♦❢ ♣/♦✜+✱ +❤❡ ✇❛❣❡& ❛♥❞ +❤❡ /❡♥+& ❛/❡ ❧✉♠♣❡❞ +♦❣❡+❤❡/ ✇✐+❤

♣/✐❝❡&✱ ✐✳❡✳ ❛/❡ ❝♦♥&✐❞❡/❡❞ ❛& &❝❛/❝✐+② ✐♥❞❡①❡&✱ ❛♥❞ /❡♣/❡&❡♥+& +❤❡ ♦♣#✐♠❛❧

❞✐ #,✐❜✉#♦, ♦❢ ❝❛♣✐+❛❧✱ ❧❛❜♦/ ❛♥❞ ❧❛♥❞ /❡&♦✉/❝❡&✳

❆ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♣/♦❞✉❝+✐♦♥ ❝❛♥ ❛♣♣❡❛/ ✐♥ +✇♦ ✇❛②& ✐♥ +❤❡ ♠❛/❣✐♥❛❧✐&+ +❤❡♦/②✿ ❛

❝❤❛♥❣❡ ✐♥ +❤❡ &❝❛❧❡ ♦❢ ♣/♦❞✉❝+✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ +❤❡ ♣/♦♣♦/+✐♦♥ ❜❡+✇❡❡♥ ❢❛❝✲

+♦/&✳ ■♥ +❤❡ &❡❝♦♥❞ ❝❛&❡✱ +❤❡ ♣/♦♣♦/+✐♦♥ ❜❡+✇❡❡♥ ❢❛❝+♦/& ✐♥✈❡/&❡❧② ❢♦❧❧♦✇& +❤❡

♣/♦♣♦/+✐♦♥ ❜❡+✇❡❡♥ +❤❡✐/ ♣/✐❝❡& ✭+❤❡ ♠♦/❡ ❡①♣❡♥&✐✈❡ ❛ ❢❛❝+♦/ ❜❡❝♦♠❡&✱ +❤❡ ❧❡&&

✐+ ✐& ✉&❡❞✮✿ +❤✐& ❛&&❡/+✐♦♥ ✐& ♥♦+ &✉♣♣♦/+❡❞ ❜② ❡♠♣✐/✐❝❛❧ ❢❛❝+&✱ ❜✉+ ✐& ♥❡❡❞❡❞ ✐❢

+❤❡ ❢✉♥❝+✐♦♥& ♦❢ ♣/♦❞✉❝+✐♦♥ ❤❛✈❡ +♦ ❜❡ ❝♦♥✈❡①✳ ❋♦/ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇✐+❤ +✇♦ ❢❛❝+♦/&

♦❢ ♣/♦❞✉❝+✐♦♥✱ ❧❛❜♦/ ❛♥❞ ❝❛♣✐+❛❧✱ ✐❢ +❤❡ ♣/♦♣♦/+✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣✐+❛❧ ✐♥❝/❡❛&❡&✱ +❤❡ ♣/♦✲

❞✉❝+✐♦♥ ✐& &✉♣♣♦&❡❞ +♦ ✐♥❝/❡❛&❡✱ ✇❤✐❧❡ +❤❡ /❛+❡ ♦❢ ♣/♦✜+ ✐& &✉♣♣♦&❡❞ +♦ ❞❡❝/❡❛&❡✳

❍♦✇❡✈❡/✱ +❤✐& ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♣/♦♣♦/+✐♦♥ ✐& ♥♦+ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ +❤❡ +❡❝❤♥♦❧♦❣②✿ ❢❛❝+♦/&

♦❢ ♣/♦❞✉❝+✐♦♥ ❛/❡ ❝♦♥&✐❞❡/❡❞ +♦ ❜❡ &✉❜&+✐+✉+❛❜❧❡ ✐♥&✐❞❡ ❛ ❝♦♥&+❛♥+ +❡❝❤♥♦❧♦❣②

✭♦♥❧② +❤❡ ♣/♦♣♦/+✐♦♥& ♦/ +❤❡ &❝❛❧❡ ❛/❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣✱ ❈❧❛/❦✱ ✶✽✾✾✮✳

✸✳✶✳✷✳✸ ❲✐❝❦$❡❧❧✬% ♠♦❞❡❧

❲✐❝❦&❡❧❧ ✭✶✾✸✹✮ ♣❛/+✐❝✉❧❛/❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ +❤❡ ♠❛/❣✐♥❛❧✐&+ +❤❡♦/② ♦❢ ♣/♦❞✉❝+✐♦♥✱

✜/&+ +❤/♦✉❣❤ ❛ &✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡/❡ +❤❡ ♦♥❧② ♣/♦❝❡&& ♦❢ ♣/♦❞✉❝+✐♦♥ ❥✉&+ ♥❡❡❞❡❞

❧❛♥❞ ❛♥❞ ❧❛❜♦/ ❛& ✐♥♣✉+&✳ ❚❤❡ ♣/♦♣♦/+✐♦♥ ♦❢ +❤❡&❡ +✇♦ ❢❛❝+♦/& ❝❛♥ ✈❛/②✱ ❛♥❞

+❤✉& +❤❡ ♣/♦❝❡&& ❝❛♥ ❜❡ /❡♣/❡&❡♥+❡❞ ✐♥ +❤✐& ✇❛② ✭❙❛♠✉❡❧&♦♥✱ ✶✾✻✹✮✿

Y = ϕ(L, T ) ✭✸✳✷✼✮

❲✐+❤ Y +❤❡ ♣❤②&✐❝❛❧ ♥❡+ ♣/♦❞✉❝+✱ L +❤❡ Q✉❛♥+✐+② ♦❢ ❧❛❜♦/ ❛♥❞ T +❤❡ Q✉❛♥+✐+②

♦❢ ❧❛♥❞✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥♥❡❝+ +❤❡&❡ ♣❤②&✐❝❛❧ Q✉❛♥+✐+✐❡& ❛♥❞ +❤❡ ✈❛❧✉❡& ❜② ❛&&✉♠✐♥❣

+❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❝❝♦✉♥+✐♥❣ ❡Q✉❛❧✐+②✿

Y p = wL+ rT ✭✸✳✷✽✮

❲✐+❤ p +❤❡ ✉♥✐+ ♣/✐❝❡ ♦❢ +❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐+② ♣/♦❞✉❝❡❞✱ w +❤❡ ✇❛❣❡ ❛♥❞ r +❤❡ /❡♥+✱
❜♦+❤ ♠❡❛&✉/❡❞ ✐♥ ✈❛❧✉❡ ✭❜❡❝❛✉&❡ +❤❡② ❛/❡ ❡Q✉✐✈❛❧❡♥+ +♦ ♣/✐❝❡&✮✳ ❚❤❡ ♠❛/❣✐♥❛❧✐&+

+❤❡♦/② &❛②& +❤❛+ ✐❢ +❤❡ ♣/♦❝❡&& ♦❢ ♣/♦❞✉❝+✐♦♥ ✐& ❝♦♥❞✉❝+❡❞ ❜② +❤❡ ❧❛♥❞✲♦✇♥❡/&✱

+❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡Q✉❛❧ +♦ +❤❡ ♣❛/+✐❛❧ ❞❡/✐✈❛+✐✈❡ δY/δL✱ ❛♥❞ +❤❛+

✐❢ +❤❡ ♣/♦❝❡&& ♦❢ ♣/♦❞✉❝+✐♦♥ ✐& ❝♦♥❞✉❝+❡❞ ❜② +❤❡ ✇♦/❦❡/&✱ +❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ /❡♥+

✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡Q✉❛❧ +♦ δY/δT ✳ ■❢ ✇❡ ❛&&✉♠❡ +❤❛+ ❢✉♥❝+✐♦♥ ϕ(L, T ) ✐& ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉&

❛♥❞ ♦❢ ❞❡❣/❡❡ 1 ✭✐✳❡✳ ❛ ❧✐♥❡❛/ ❢✉♥❝+✐♦♥✮✱ ✇❡ ❝❛♥ +❤❡♥ ♦❜&❡/✈❡ +❤❛+ ✇❛❣❡& ❛♥❞

/❡♥+& ❝❛♥ ❜❡ ❡Q✉❛❧✱ ❛+ +❤❡ &❛♠❡ +✐♠❡✱ +♦ +❤❡ ♠❛/❣✐♥❛❧ ♣/♦❞✉❝+✐✈✐+② ♦❢ +❤❡✐/

❝♦//❡&♣♦♥❞✐♥❣ ❢❛❝+♦/ ♦❢ ♣/♦❞✉❝+✐♦♥✱ L ❛♥❞ T ✿

Y p =
δϕ

δL
L+

δϕ

δT
T ✭✸✳✷✾✮

■❢✱ ❢✉/+❤❡/♠♦/❡✱ +❤❡ ❝♦♥✈❡①✐+② ♦❢ +❤❡ ❢✉♥❝+✐♦♥ ♦❢ ♣/♦❞✉❝+✐♦♥ ✐& ❛&&✉♠❡❞✱ +❤❡♥

✇❡ ❣❡+ ❝♦♥&+❛♥+ /❡+✉/♥& +♦ &❝❛❧❡✱ ❛♥❞ ❞❡❝/❡❛&✐♥❣ /❡+✉/♥& ❝♦♥❝❡/♥✐♥❣ ✈❛/✐❛+✐♦♥&
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♦❢ $❤❡ ♣(♦♣♦($✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ❢❛❝$♦(/ ✭1❛/✐♥❡$$✐✱ ✷✵✵✵✮✳ ❚❤✉/✱ ✐❢ $❤❡/❡ ❛/✲

/✉♠♣$✐♦♥/ ❛(❡ $(✉❡✱ ❢(❡❡ ❝♦♠♣❡$✐$✐♦♥ ❛♥❞ ♣(♦✜$ ♦♣$✐♠✐③❛$✐♦♥ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞✱ $❤(♦✉❣❤

❡①❝❤❛♥❣❡/✱ $♦ $❤❡ ❢❛✐(❡/$ ❞✐/$(✐❜✉$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♣(♦❞✉❝$✐♦♥✳

✺

✸✳✶✳✸ ❚❤❡ ❈❛♠❜*✐❞❣❡ ❝♦♥1*♦✈❡*3②

✸✳✶✳✸✳✶ ◆❡♦❝❧❛))✐❝❛❧ ❛❣❣,❡❣❛-❡❞ ❢✉♥❝-✐♦♥ ♦❢ ♣,♦❞✉❝-✐♦♥

❲❡ ❝❛♥ ❛❞❞ ♦$❤❡( ❢❛❝$♦(/ ♦❢ ♣(♦❞✉❝$✐♦♥ $♦ ❲✐❝❦/❡❧❧✬/ ♠♦❞❡❧✱ ♣(♦✈✐❞❡❞ $❤❛$ $❤❡②

❛(❡ ♠❡❛/✉(❛❜❧❡ ✐♥ ♣❤②/✐❝❛❧ F✉❛♥$✐$✐❡/✳ ❚❤✐/ ✐/ ✇❤② $❤❡ ❢❛❝$♦( ❝❛♣✐$❛❧ ❧❡❛❞/ $♦

/❡(✐♦✉/ $❤❡♦(❡$✐❝❛❧ ♣(♦❜❧❡♠/ ✭❡✈❡♥ ✐❢ /♦♠❡ ♥❡♦❝❧❛//✐❝❛❧ ❛✉$❤♦(/ ❞♦ ♥♦$ (❡❛❧✐/❡ ✐$✱

❢♦( ✐♥/$❛♥❝❡ ▼❡❛❞❡✱ ✶✾✻✷✮✳ ❚❤❡ (❛$❡ ♦❢ ♣(♦✜$ ✐/ ♥♦$ ❛ ♣(✐❝❡ ✭♥❡✐$❤❡( ❛ /❝❛(❝✐$②

✐♥❞❡①✮ ❣✐✈❡♥ $♦ ❛ ♣❤②/✐❝❛❧ F✉❛♥$✐$② ♦❢ ❝❛♣✐$❛❧✱ ❜✉$ $❤❡ (❛$✐♦ ♦❢ $❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ $❤❡

/✉(♣❧✉/ (❡❧❛$❡❞ $♦ $❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ $❤❡ ✐♥✐$✐❛❧ ❝❛♣✐$❛❧✳ ❈♦♥/❡F✉❡♥$❧② $❤❡ F✉❡/$✐♦♥ ♦❢

$❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ $❤❡ ✐♥✐$✐❛❧ ❝❛♣✐$❛❧ ❛(✐/❡/✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉/❡ $❤❡ ❧❛$$❡( ❞❡♣❡♥❞/ ♦♥ $❤❡ (❛$❡

♦❢ ♣(♦✜$✱ ❛ ❝✐(❝✉❧❛( (❡❛/♦♥✐♥❣ ❜❡❣✐♥/✱ $❤❛$ ♠❛(❣✐♥❛❧✐/$ $❤❡♦(❡$✐❝✐❛♥/ ✇✐❧❧ ♥♦$ ❜❡

❛❜❧❡ $♦ ♦✈❡(❝♦♠❡✳ ❚❤✐/ ❛❣❣(❡❣❛$✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡(❡♥$ ❝❛♣✐$❛❧/ ❛$ $❤❡ ♥❛$✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧

✐♥$♦ ❛ /✐♥❣❧❡ ❢❛❝$♦( ♦❢ ♣(♦❞✉❝$✐♦♥ ✭$❤❡ ❝❛♣✐$❛❧ ❢❛❝$♦( K✮ ✐/ ♥❡✈❡($❤❡❧❡// ❞♦♥❡ ✐♥

$❤❡ ♥❡♦❝❧❛))✐❝❛❧ ❛❣❣+❡❣❛$❡❞ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ ♣+♦❞✉❝$✐♦♥ ✭❢♦( ✐♥/$❛♥❝❡ ✐♥ ❙♦❧♦✇✱ ✶✾✻✸✮✳

❚❤✐/ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ ♣(♦❞✉❝$✐♦♥ ✐/ ✉/✉❛❧❧② ♦❢ $❤❡ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛/ $②♣❡ ✭❈♦❜❜ ❛♥❞

❉♦✉❣❧❛/✱ ✶✾✷✽✮ ✿

Y = ϕ(L, K) = ALαKβ
✭✸✳✸✵✮

❲✐$❤ A✱ α ❛♥❞ β $❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥/ $♦ ❜❡ ❡/$✐♠❛$❡❞✱ ✇✐$❤ $❤❡ ❝♦♥❞✐$✐♦♥ $❤❛$

α + β = 1 /♦ $❤❡ ❢✉♥❝$✐♦♥ (❡/♣❡❝$/ $❤❡ ❤②♣♦$❤❡/❡/ ❛❜♦✉$ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐$② ❛♥❞

❧✐♥❡❛(✐$② ✭1❛/✐♥❡$$✐✱ ✷✵✵✵✮✳ ❊F✉❛$✐♦♥ ✸✳✷✾ $❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡/✱ ✐❢ $❤❡ ❧❛♥❞ ❢❛❝$♦( T ✐/

(❡♣❧❛❝❡❞ ❜② $❤❡ ❝❛♣✐$❛❧ ❢❛❝$♦( K✿

Y p = AαLα−1KβL+ALαβKβ−1K = ALαKβ(α+ β) ✭✸✳✸✶✮

1❛(❛♠❡$❡( α $❤❡♥ (❡♣(❡/❡♥$/ $❤❡ ♣❛($ ♦❢ ♥❛$✐♦♥❛❧ (❡✈❡♥✉❡ $❤❛$ ❣♦❡/ $♦ $❤❡

✇❛❣❡/ w✱ ❛♥❞ β $❤❡ ♣❛($ ❣♦✐♥❣ $♦ $❤❡ ♣(♦✜$/ π✱ ✐❢ ✇❡ ❛(❡ ✐♥ ❛ (❡❣✐♠❡ ♦❢ ❢(❡❡

❝♦♠♣❡$✐$✐♦♥✳ 1(✐❝❡/ ✭♣(♦✜$/ ❛♥❞ ✇❛❣❡/✮ $❤❡♥ ❡F✉❛❧ $❤❡ ♠❛(❣✐♥❛❧ ♣(♦❞✉❝$✐✈✐$✐❡/✳

❚❤❡/❡ ♣❛(❛♠❡$❡(/ ❛(❡ ❝❛❧❝✉❧❛$❡❞ ❜② $❤❡ /②/$❡♠ ✭❛♥❞ ❛(❡ ♥♦$✱ ❛/ ✇❡ ✇✐❧❧ /❡❡ ✐♥ $❤❡

$❤❡♦(② ♦❢ ❙(❛✛❛✱ ♣❛($✐❛❧❧② ❡①♦❣❡♥♦✉/✮✿ ✐❢ $❤❡ ✈❛❧✉❡/ ❛(❡ ❞✐✛❡(❡♥$ ✭✐$ ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥

$❤❛$ ✇❡ ❛(❡ ♥♦$ ✐♥ ❛ (❡❣✐♠❡ ♦❢ ❢(❡❡ ❝♦♠♣❡$✐$✐♦♥ ❛♥②♠♦(❡✮✱ $❤❡ /②/$❡♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡

❧❡// ❡✣❝✐❡♥$✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ $❤❡♥ ❞✐/$(✐❜✉$❡/ ❢❛✐(❧② $❤❡ (❡✈❡♥✉❡/ ✭❛❝❝♦(❞✐♥❣❧② ✇✐$❤

$❤❡ ♠❛(❣✐♥❛❧ ♣(♦❞✉❝$✐✈✐$✐❡/✮ ❛♥❞ ❛❧❧♦❝❛$❡/ ❡✣❝✐❡♥$❧② $❤❡ (❡/♦✉(❝❡/✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

♦♥ $❤❡ ✐♥✐$✐❛❧ ❞✐/$(✐❜✉$✐♦♥ ♦❢ (❡/♦✉(❝❡/✳ ■❢ $❤❡ ✐♥✐$✐❛❧ ❞✐/$(✐❜✉$✐♦♥ ✇❛/ ✉♥❢❛✐(✱ ❛

(❡❞✐/$(✐❜✉$✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ $❤(♦✉❣❤ /$❛$❡ ✐♥$❡(✈❡♥$✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❢✉❧✜❧❧/ ❛ /♦❝✐❛❧

(♦❧❡ ✭▼❡❛❞❡✱ ✶✾✻✷✮✳

✺

✏❲❤♦❡✈❡& ❜❡ (❤❡ ❡♥(&❡♣&❡♥❡✉& ✭✇❤♦ ♠❛①✐♠✐2❡2 ❤✐2 ♦✇♥ ❡❛&♥✐♥❣2✮✱ ❛♥❞ ✇❤❛(❡✈❡& ❜❡ (❤❡

✐♥✐(✐❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥( ♦❢ (❤❡ ♣&♦❞✉❝(✐♦♥ ❢❛❝(♦&2✱ ❛ ♠❛&❦❡( ✇✐(❤ ❢&❡❡ ❝♦♠♣❡(✐(✐♦♥ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ (♦ 2✉❝❤

❢❛❝(♦&2 ♣&✐❝❡2 ✭✐✳❡✳ (♦ ❛ ✇❛❣❡ &❛(❡ ❛♥❞ (♦ ❛ ✉♥✐( &❡♥(✮ ✇❤✐❝❤ ♥♦( ♦♥❧② ♠❛①✐♠✐2❡ (❤❡ ♣&♦❞✉❝(✱ ❜✉(

❛❧2♦ ❞✐2(&✐❜✉(❡ (♦ ❡❛❝❤ ❢❛❝(♦& ♦❢ ♣&♦❞✉❝(✐♦♥ ♣&❡❝✐2❡❧② ✐(2 ♣❤②2✐❝❛❧ ♠❛&❣✐♥❛❧ ♣&♦❞✉❝(✱ ✇✐(❤♦✉(

❧❡❛✈✐♥❣ ❛♥② ✭♣♦2✐(✐✈❡ ♦& ♥❡❣❛(✐✈❡✮ &❡2✐❞✉❛❧ (♦ ❛♥②♦♥❡✑ ✭>❛2✐♥❡((✐✱ ✷✵✵✵✮✳



❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ◆❊❖✲❘■❈❆❘❉■❆◆ ❊❈❖◆❖▼■❈❙ ✸✺

✸✳✶✳✸✳✷ ❚❤❡ ❈❛♠❜+✐❞❣❡ ❝♦♥2+♦✈❡+4②

"❛$✐♥❡((✐✱ ❛❢(❡+ (❤❡ ❡♠♣✐+✐❝❛❧ ✇♦+❦ ♦❢ ❙②❧♦$ ▲❛❜✐♥✐ ✭"❛$✐♥❡((✐✱ ✷✵✵✵❀ ❙②❧♦$ ▲❛❜✐♥✐✱

✶✾✾✺✮✱ ❝+✐(✐❝✐③❡$ (❤❡ ✉$❡ ♦❢ (❤✐$ ❦✐♥❞ ♦❢ ❢✉♥❝(✐♦♥$✿ ♠♦$( ♦❢ (❤❡ ❡♠♣✐+✐❝❛❧ $(✉❞✐❡$

$❤♦✇$ (❤❛( (❤❡ $✉♠ ♦❢ ✈❛+✐❛❜❧❡$ α ❛♥❞ β ✐$ ♥♦( ❡D✉❛❧ (♦ ✉♥✐(②✱ ✇❤❡♥ (❤❡② $❤♦✉❧❞

+❡♣+❡$❡♥( (❤❡ $❤❛+❡$ ♦❢ (❤❡ +❡✈❡♥✉❡ ✭✇❤♦$❡ ✈❛❧✉❡ ✐$ $❡( (♦ ✉♥✐(②✮✳ ❍♦✇❡✈❡+✱ (❤✐$

✐$ (♦ ❜❡ ❡①♣❡❝(❡❞ ❛$ ✇❡ ❛❧+❡❛❞② $❛✇ (❤❛( (❤❡ +❛(❡ ♦❢ ♣+♦✜(✱ ✇❤✐❝❤ ✐$ $✉♣♣♦$❡❞

(♦ +❡♠✉♥❡+❛(❡ (❤❡ ❝❛♣✐(❛❧ ❢❛❝(♦+✱ ✐$ ♥♦( ❛ ❢✉♥❝(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ✐♥♣✉( D✉❛♥(✐(✐❡$ ♦❢

❝❛♣✐(❛❧✱ ❜✉( ♦❢ (❤❡✐+ ✈❛❧✉❡$✳ ❚❤❡+❡ ✐$ (❤❡♥ ❛♥ ❛$②♠♠❡(+② ❜❡(✇❡❡♥ ❧❛❜♦+ ❛♥❞

❝❛♣✐(❛❧ ❢❛❝(♦+$✿ ❛$ $♦♦♥ ❛$ (❤❡ $②$(❡♠ ✐$ ♣+♦❞✉❝✐♥❣ ♠♦+❡ (❤❛♥ ♦♥❡ ❣♦♦❞✱ (❤✐$

❛$②♠♠❡(+② ❛♣♣❡❛+$✳ ❚❤❡+❡ ✐$ ❛ ❞✐✛❡+❡♥❝❡ ❜❡(✇❡❡♥ (❤❡ +❛(❡ ♦❢ ♣+♦✜( ❛♥❞ (❤❡

♠❛+❣✐♥❛❧ ♣+♦❞✉❝(✐✈✐(② ♦❢ ❝❛♣✐(❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♣♦$✐(✐✈❡ ✭❲✐❝❦$❡❧❧ ❡✛❡❝(✮ ♦+

♥❡❣❛(✐✈❡ ✭✐♥✈❡+$❡ ❲✐❝❦$❡❧❧ ❡✛❡❝(✱ ❲✐❝❦$❡❧❧✱ ✶✾✸✹✮✳

❆ ❞❡❜❛(❡✱ ❝❛❧❧❡❞ (❤❡ ❈❛♠❜+✐❞❣❡ ❝♦♥(+♦✈❡+$②✱ ❛+♦$❡ ✐♥ (❤❡ ②❡❛+$ ✶✾✺✵✲✶✾✻✵✬$

❛❜♦✉( (❤❡ ♣♦$$✐❜✐❧✐(② (♦ ❝♦♥$✐❞❡+ (❤❡ ❝❛♣✐(❛❧ ❛$ ❛ ✉♥✐D✉❡ ❢❛❝(♦+ ♦❢ ♣+♦❞✉❝✲

(✐♦♥✱ (❤+♦✉❣❤ (❤❡ ❛❣❣+❡❣❛(✐♦♥ ♦❢ ❤❡(❡+♦❣❡♥❡♦✉$ ♠❡❛♥$ ♦❢ ♣+♦❞✉❝(✐♦♥ ✭❘♦❜✐♥✲

$♦♥✱ ✶✾✺✹✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉$✐♦♥ ✇❛$ ♥❡❣❛(✐✈❡✳ ▲❛♥❞ ❛♥❞ ❧❛❜♦+ ❢❛❝(♦+$✱ ❝♦♥$✐❞❡+❡❞

❛$ ♣❤②$✐❝❛❧ D✉❛♥(✐(✐❡$✱ ❝❛♥♥♦( ❜❡ ♦♥ ❛♥ ❡D✉❛❧ ❢♦♦(✐♥❣ ✇✐(❤ ❛ ♣♦(❡♥(✐❛❧ ❝❛♣✐(❛❧

❢❛❝(♦+✱ ❝♦♥$✐❞❡+❡❞ ✐♥ ✈❛❧✉❡✳ ❋✉+(❤❡+♠♦+❡✱ ❙+❛✛❛✬$ ❜♦♦❦ ✭❙+❛✛❛✱ ✶✾✻✵✮ ❞❡♠♦♥✲

$(+❛(❡$ (❤❡ ♣♦$$✐❜✐❧✐(② ♦❢ +❡✲$✇✐(❝❤✐♥❣✱ ✐✳❡✳ (❤❛( (❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ (❤❡ ♠♦+❡ ♣+♦✜(❛❜❧❡

(❡❝❤♥✐D✉❡✱ ✇✐(❤ ❛♥ ❛❧✇❛②$ ✐♥❝+❡❛$✐♥❣ +❛(❡ ♦❢ ♣+♦✜(✱ ❝❛♥ ❜+✐♥❣ ❜❛❝❦ ♦♥ ✉$❡ ❛♥ ♦❜✲

$♦❧❡(❡ (❡❝❤♥✐D✉❡✳ ❚❤✉$ ❙+❛✛❛ ♣+♦✈❡$ (❤❛( (❤❡+❡ ✐$ ♥♦ ✐♥✈❡+$❡ ♠♦♥♦(♦♥✐❝ +❡❧❛(✐♦♥

❜❡(✇❡❡♥ (❤❡ +❛(❡ ♦❢ ♣+♦✜( ❛♥❞ (❤❡ D✉❛♥(✐(② ♦❢ ❝❛♣✐(❛❧ ✉$❡❞✳ ❚❤❡ ♥❡♦❝❧❛$$✐❝❛❧

❛❣❣+❡❣❛(❡❞ ❢✉♥❝(✐♦♥ ♦❢ ♣+♦❞✉❝(✐♦♥ ✐$ ❢❛❧$❡✿ (❤❡+❡ ✐$ ♥♦ $✐♠♣❧❡ +❡❧❛(✐♦♥ ❜❡(✇❡❡♥

(❤❡ ♣❤②$✐❝❛❧ D✉❛♥(✐(② ♦❢ (❤❡ ❝❛♣✐(❛❧ ❢❛❝(♦+ ❛♥❞ ✐($ ♣+✐❝❡ ✭"❛$✐♥❡((✐✱ ✷✵✵✵✮✳

■♥ ♠❛(❤❡♠❛(✐❝❛❧ (❡+♠$✱ ♥❡♦❝❧❛$$✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐$($ ♠❛❞❡ (❤❡ ❤②♣♦(❤❡$✐$ (❤❛(

δϕ
δK

= π ❛♥❞ (❤❛(

δϕ
δL

= w✳ ❆$ (❤❡② ✉$✉❛❧❧② ❛$$✉♠❡ (❤❛( (❤❡ ❢✉♥❝(✐♦♥ ♦❢

♣+♦❞✉❝(✐♦♥ ✐$ ✐♥ (❤❡ ❢♦+♠ ✸✳✸✵✱ (❤❡ ❞❡+✐✈❛(✐✈❡ +❡❣❛+❞✐♥❣ ❝❛♣✐(❛❧ ✐$ +❡♣+❡$❡♥(❡❞

✐♥ (❤✐$ ✇❛②✿

δϕ

δK
= α

Lβ

K1−α
✭✸✳✸✷✮

❆$ $♦♦♥ ❛$ (❤❡ D✉❛♥(✐(② ♦❢ ❝❛♣✐(❛❧ (❤❡+❡❢♦+❡ +✐$❡$✱ (❤❡ ♣+✐❝❡ ♦❢ ❝❛♣✐(❛❧ ✐$

$✉♣♣♦$❡❞ (♦ ❞❡❝+❡❛$❡✱ ✇✐(❤ ❛ $(❛❜❧❡ D✉❛♥(✐(② ♦❢ ❧❛❜♦+✳ ■♥✈❡+$❡❧②✱ ❛$ $♦♦♥ ❛$

(❤❡ ♣+✐❝❡ ♦❢ ❝❛♣✐(❛❧ ✐♥❝+❡❛$❡$✱ (❤❡ ♣+♦♣♦+(✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣✐(❛❧ ✐$ $✉♣♣♦$❡❞ (♦ ❞❡❝+❡❛$❡✳

❍♦✇❡✈❡+✱ ❙+❛✛❛ ♣+♦✈❡$ (❤❛( (❤❡+❡ ✐$ ♥♦ ✉♥❡D✉✐✈♦❝❛❧ ❧✐♥❦ ❜❡(✇❡❡♥ (❤❡ +❛(❡ ♦❢

♣+♦✜( ❛♥❞ (❤❡ D✉❛♥(✐(② ♦❢ ❝❛♣✐(❛❧ ✉$❡❞ ✐♥ (❤❡ ❢✉♥❝(✐♦♥ ♦❢ ♣+♦❞✉❝(✐♦♥ ✸✳✷✼✿ ✐♥

❣❡♥❡+❛❧✱

δϕ
δK

6= π✳
❆❢(❡+ (❤❡ ❈❛♠❜+✐❞❣❡ ❞❡❜❛(❡✱ ❛❧❧ ❡❝♦♥♦♠✐$($ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞ (❤❛( (❤❡+❡ ✇❛$

♥♦ ♠♦♥♦(♦♥✐❝ +❡❧❛(✐♦♥ ❜❡(✇❡❡♥ (❤❡ +❛(✐♦ ♦❢ (❤❡ ❢❛❝(♦+$ ♦❢ ♣+♦❞✉❝(✐♦♥ ❛♥❞ (❤❡

+❛(✐♦ ♦❢ (❤❡✐+ ♣+✐❝❡$✿

✬❆( (❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ✐(✱ ❡✈❡+②❜♦❞② ❤❛❞ (♦ ❛❣+❡❡ (❤❛( (❤❡ ❛$$✉♠♣(✐♦♥ ♦❢

❞✐♠✐♥✐$❤✐♥❣ +❡(✉+♥$ (♦ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♣+♦♣♦+(✐♦♥$✱ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ (♦ ❝❛♣✐✲

(❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦+✱ ❤❛$ ♥♦ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛(✐♦♥✳ ■♥ ❣❡♥❡+❛❧✱ (❤❡+❡ ❡①✐$($ ♥♦

♠♦♥♦(♦♥✐❝ ❛$$♦❝✐❛(✐♦♥ ❜❡(✇❡❡♥ ✈❛+✐❛(✐♦♥$ ✐♥ (❤❡ ♣!♦♣♦!#✐♦♥& ♦❢ ❝❛♣✲

✐(❛❧ (♦ ❧❛❜♦+ ✭♦+ ♦❢ ❝❛♣✐(❛❧ (♦ ❧❛♥❞ ♦+ (♦ ❝❛♣✐(❛❧ (♦ ❛♥② ♥♦♥✲♣+♦❞✉❝❡❞
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❢❛❝%♦' ♦❢ ♣'♦❞✉❝%✐♦♥✮ ❛♥❞ %❤❡ '❛%❡ ♦❢ ♣'♦✜%1✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛%✐♦♥ ✐1 %❤❛%

%❤❡ ❡①%❡♥1✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ♠❛'❣✐♥❛❧ ♣'✐♥❝✐♣❧❡ %♦ ❝❛♣✐%❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦' ✭♦' %♦

❝❛♣✐%❛❧ ❛♥❞ ❧❛♥❞✮ ❤❛1 ♥♦ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛%✐♦♥✬ ✭;❛1✐♥❡%%✐✱ ✶✾✾✾✮✳

◆❡✈❡'%❤❡❧❡11 %❤❡ ✉1❡ ♦❢ %❤✐1 ❛❣❣'❡❣❛%❡❞ ❢✉♥❝%✐♦♥ ❞✐❞ ♥♦% ❞✐1❛♣♣❡❛'✿ ❋❡❧✐♣❡

❛♥❞ ▼❝❈♦♠❜✐❡ ✭✷✵✶✸✮ ❛♥❞ ●✉❡''✐❡♥ ❛♥❞ ●✉♥ ✭✷✵✶✹✮ '❡❝❡♥%❧② ❝'✐%✐❝✐③❡❞ %❤❡

♣'❡1❡♥% ✉1❡ ♦❢ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛1 ❛❣❣'❡❣❛%❡❞ ❢✉♥❝%✐♦♥ ♦❢ ♣'♦❞✉❝%✐♦♥ ✐♥ ♥❡♦❝❧❛11✐❝❛❧

♠♦❞❡❧1✳ ❙'❛✛❛✬1 ♠♦❞❡❧ ❛♣♣❡❛'1 %❤✉1 ❜♦%❤ ❛1 ❛ '❡♠✐♥❞❡' ♦❢ %❤❡ ❢❛❝% %❤❛% %❤❡

♥❡♦❝❧❛11✐❝❛❧ %❤❡♦'② 1%❛'%❡❞ ❢'♦♠ ❛♥ ❛'❜✐%'❛'② ✐♥%❡'♣'❡%❛%✐♦♥ ♦❢ ❘✐❝❛'❞♦✬1 %❤❡♦'②

✭%❤❡ ❡①%❡♥1✐♦♥ ♦❢ %❤❡ '❡♥% %❤❡♦'② ❛♥❞ ✐%1 ✏❧❛✇ ♦❢ ❞❡❝'❡❛1✐♥❣ '❡%✉'♥1✑ %♦ ❛❧❧ ❢❛❝%♦'1

♦❢ ♣'♦❞✉❝%✐♦♥✮ ❛♥❞ ❛1 ❛ ❝'✐%✐S✉❡ ♦❢ %❤❡ ♥❡♦❝❧❛11✐❝❛❧ %❤❡♦'② ♦❢ ❞✐1%'✐❜✉%✐♦♥ ✭♣'♦✜%1

❛1 %❤❡ ♣'✐❝❡ ♦❢ ❝❛♣✐%❛❧✱ ✇❛❣❡✱ ♣'♦✜%1 ❛♥❞ '❡♥%1 ❞❡%❡'♠✐♥❡❞ ✐♥ ❛ %❡❝❤♥✐❝❛❧ ✇❛②

%❤'♦✉❣❤ %❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ♠❛'❣✐♥❛❧ ♣'♦❞✉❝%✐✈✐%② ♦❢ ❧❛❜♦'✱ ❝❛♣✐%❛❧ ❛♥❞ ❧❛♥❞✮✱

❝'✐%✐S✉❡ ✇❤✐❝❤ ✐1 1%✐❧❧ '❡❧❡✈❛♥% ♥♦✇❛❞❛②1 ✭●✉❡''✐❡♥✱ ✷✵✶✷✮✳
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❚❤❡ #❡)✉❧- ✐) ✐♥ -♦-❛❧ ❝♦♥-#❛)- ✇✐-❤ -❤❡ ♠❛#❣✐♥❛❧✐)- ❛♥❛❧②)✐) ✭❙#❛✛❛✱ ✶✾✻✵✱

K❛)✐♥❡--✐✱ ✶✾✼✺✱ ♣✳ ✶✾✸✲✶✾✼✮✿ ✐♥ ❙#❛✛❛✬) ♠♦❞❡❧✱ ❝♦♠♠♦❞✐-✐❡) ❛#❡ ♣#♦❞✉❝❡❞✱

-❤❡② ❛#❡ ♥♦- ❣✐✈❡♥ ✐♥ -❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ -❤❡ ♣❡#✐♦❞✳ ❚❤❡✐# ✈❛❧✉❡ ❞♦❡) ♥♦- ❡♠❡#❣❡

❢#♦♠ -❤❡✐# #❡❧❛-✐✈❡ )❝❛#❝✐-✐❡) ❜✉- ❢#♦♠ -❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐-✐❡) ❛♥❞ -❤❡ ❧❛❜♦# ♥❡❡❞❡❞

❢♦# -❤❡✐# ♣#♦❞✉❝-✐♦♥✳ K#✐❝❡) ❞♦ ♥♦- #❡✈❡❛❧ -❤❡ ♠❛#❣✐♥❛❧ ♣#♦❞✉❝-✐✈✐-② ♦❢ ❡❛❝❤

❢❛❝-♦# ❜✉- ❛#❡ -❤❡ ❡①♣#❡))✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❧❛❜♦# ♥❡❡❞❡❞ -♦ ♣❡#❢♦#♠ -❤❡ ♣#♦❞✉❝-✐♦♥✱

❛♥❞ ❛#❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② -❤❡ ❞✐)-#✐❜✉-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ♥❛-✐♦♥❛❧ #❡✈❡♥✉❡ ❜❡-✇❡❡♥ ♣#♦✜-)

❛♥❞ ✇❛❣❡)✳ ■❢ ❛ ❣♦♦❞ ✐) ♠♦#❡ ❞❡♠❛♥❞❡❞✱ ✐- ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦#❡ ♣#♦❞✉❝❡❞❀ ❤✐) ♣#✐❝❡

♠❛② ❝❤❛♥❣❡ ♦# ♥♦-✱ ♠❛② #✐)❡ ♦# ❞❡❝#❡❛)❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ✐❢ -❤❡#❡ ❛#❡ ❝♦♥)-❛♥-✱

✐♥❝#❡❛)✐♥❣ ♦# ❞❡❝#❡❛)✐♥❣ #❡-✉#♥) -♦ )❝❛❧❡✱ ♦# ✐❢ -❤❡#❡ ✐) ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ -❤❡ ♠❡-❤♦❞)

♦❢ ♣#♦❞✉❝-✐♦♥✳

✼

✻

❇✉" ♥♦" ♦♥❧②✦ ❙♦♠❡ +❡❛❞❡+. ♦❢ ❙+❛✛❛ ❢❛❧❧ ✐♥"♦ "❤❡ "+❛♣ "❤❛" ❙+❛✛❛✬. ❛♥❛❧②.✐. ✇♦✉❧❞ ♦♥❧②

✇♦+❦ ❢♦+ ."❛"✐❝ .②."❡♠.✱ ✇✐"❤♦✉" "❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✭.❡❡ ❢♦+ ✐♥."❛♥❝❡ ;❡+❡③✱ ✶✾✽✵✮✳

✼

❙+❛✣❛♥ ♣+✐❝❡. "❤❡+❡❢♦+❡ ❞♦ ♥♦" ❛❝" ❛. ✐♥❞❡①❡. ♦❢ ❡E✉✐❧✐❜+✐✉♠ ❜❡"✇❡❡♥ ♦✛❡+ ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞✿



❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ◆❊❖✲❘■❈❆❘❉■❆◆ ❊❈❖◆❖▼■❈❙ ✸✽

✸✳✷✳✶ ■♥✐'✐❛❧ ❛**✉♠♣'✐♦♥*

❙#❛✛❛ ❧♦♦❦) ❛* ❡①❝❤❛♥❣❡) ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐*✐❡) ✇❤✐❝❤ ❛#❡ ✏♣#♦❞✉❝❡❞ ❜② )❡♣❛#❛*❡ ✐♥✲

❞✉)*#✐❡) ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❢♦# ♦♥❡ ❛♥♦*❤❡# ❛* ❛ ♠❛#❦❡* ❤❡❧❞ ❛❢*❡# *❤❡ ❤❛#✈❡)*✑

✭❙#❛✛❛✱ ✶✾✻✵✱ ➓ ✶✮ ✳ ❍❡ ✐) *❤❡#❡❢♦#❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐*❤ ❛ ❝❛♣✐*❛❧✐)* )②)*❡♠ ♦❢ ♣#♦❞✉❝✲

*✐♦♥✱ ✇✐*❤ ✐♥❞✉)*#✐❡) *❤❛* ❛#❡ )♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ✐♥ *❤❡ ♣#♦❞✉❝*✐♦♥ ♦❢ ❢❡✇ ❝♦♠♠♦❞✐*✐❡)✱

❛♥❞ *❤❛* ♥❡❡❞ *♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ *❤❡✐# ♣#♦❞✉❝*) ✐♥ ♦#❞❡# *♦ ❣❡* ❛ #❡✈❡♥✉❡✳

❋♦# ✐♥)*❛♥❝❡ ❙#❛✛❛ *❛❦❡) *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ )②)*❡♠✿

280 qr. wheat+ 12 t iron → 400 qr. wheat
120 qr. wheat+ 8 t iron → 20 t iron

✭✸✳✸✸✮

❚❤❡♥✱ ❛* *❤❡ ❡♥❞ ♦❢ *❤❡ ♣❡#✐♦❞ ♦❢ ♣#♦❞✉❝*✐♦♥ ✭❛* *❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ✏*❤❡ ❤❛#✈❡)*✑✮✿

✏❡❛❝❤ ❝♦♠♠♦❞✐*②✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✐*✐❛❧❧② ✇❛) ❞✐)*#✐❜✉*❡❞ ❜❡*✇❡❡♥ *❤❡

✐♥❞✉)*#✐❡) ❛❝❝♦#❞✐♥❣ *♦ *❤❡✐# ♥❡❡❞)✱ ✐) ❢♦✉♥❞ ❛* *❤❡ ❡♥❞ ♦❢ *❤❡ ②❡❛#

*♦ ❜❡ ❡♥*✐#❡❧② ❝♦♥❝❡♥*#❛*❡❞ ✐♥ *❤❡ ❤❛♥❞) ♦❢ ✐*) ♣#♦❞✉❝❡#✳ ❚❤❡#❡ ✐)

❛ ✉♥✐L✉❡ )❡* ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡✲✈❛❧✉❡) ✇❤✐❝❤ ✐❢ ❛❞♦♣*❡❞ ❜② *❤❡ ♠❛#❦❡* #❡✲

)*♦#❡) *❤❡ ♦#✐❣✐♥❛❧ ❞✐)*#✐❜✉*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ♣#♦❞✉❝*) ❛♥❞ ♠❛❦❡) ✐* ♣♦))✐❜❧❡

❢♦# *❤❡ ♣#♦❝❡)) *♦ ❜❡ #❡♣❡❛*❡❞✑ ✭❙#❛✛❛✱ ✶✾✻✵✱ ➓ ✶✮✳

❙#❛✛❛✬) ✐♥*❡♥*✐♦♥ ✐) *❤❡#❡❢♦#❡ *♦ ❝❛❧❝✉❧❛*❡ *❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ #❛*✐♦)✱ ✇❤✐❝❤ ❤❡ ✇✐❧❧

❧❛*❡# ❝❛❧❧❡❞ ✏♣#✐❝❡)✑✱ *❤❛* ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ *❤❡ ♣#♦❝❡)) ♦❢ ♣#♦❞✉❝*✐♦♥ *♦ ♦♣❡#❛*❡ ♦♥❝❡

♠♦#❡✳ ❚❤✉) ♣#✐❝❡) ✐♥ ❙#❛✛❛ #❡❛❧❧② ❡①♣#❡)) *❤❡ ❝♦♥❞✐*✐♦♥) ♦❢ ♣#♦❞✉❝*✐♦♥ ❞✉#✐♥❣

♦♥❡ ♣❡#✐♦❞✳ ❚❤❡② ❞♦ ♥♦* #❡✈❡❛❧ *❤❡ ❝❤❛♥❣❡) ♦❢ ♣#♦❞✉❝*✐♦♥ *❤❛* ❝♦✉❧❞ ❤❛♣♣❡♥

✭❜❡❝❛✉)❡ ♦❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❞❡♠❛♥❞✱ ❢♦# ✐♥)*❛♥❝❡✮ ❜❡*✇❡❡♥ ❞✐✛❡#❡♥* ♣❡#✐♦❞)✳ ■*

✐) ✐♠♣♦#*❛♥* *♦ ✉♥❞❡#)*❛♥❞ *❤❛* ❙#❛✛❛ ✐) ♥♦* ❧♦♦❦✐♥❣ ❛* ✇❤❛* #❡❛❧❧② ❤❛♣♣❡♥)

✐♥ *❤❡ ♠❛#❦❡*✱ ❜✉* ❛* ✇❤❛* ❤❛♣♣❡♥) ❞✉#✐♥❣ *❤❡ ♣#♦❞✉❝*✐♦♥ ♣#♦❝❡))✿ ♠❛②❜❡

*❤❡ )②)*❡♠ ✇✐❧❧ ♥♦* #❡♣#♦❞✉❝❡ ✐*)❡❧❢✳ ❍♦✇❡✈❡#✱ ✐❢ *❤❡ )②)*❡♠ ✐) *♦ #❡♣#♦❞✉❝❡

✐*)❡❧❢✱ ❙#❛✛❛✬) ♠❡*❤♦❞ ✐) ❛❜❧❡ *❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛*❡ *❤❡ ♣#✐❝❡) *❤❛* ✇♦✉❧❞ ♣#❡✈❛✐❧✱ ❥✉)*

❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛* *❤❡ ❝♦♥❞✐*✐♦♥) ♦❢ ♣#♦❞✉❝*✐♦♥✳

❚❤❡#❡ ✐) ♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦))✐❜❧❡ )❡* ♦❢ ♣#✐❝❡) ✭❡①❝❤❛♥❣❡)✮ ✐❢ *❤❡#❡ ✐) ♥♦ )✉#♣❧✉)✱ ❛)

✐♥ )②)*❡♠ ✸✳✸✸✳ ❆) )♦♦♥ ❛) *❤❡#❡ ✐) ❛ )✉#♣❧✉)✱ *❤❡#❡ ✐) ❛♥ ✐♥✜♥✐*❡ ♣♦))✐❜✐❧✐*②✱ ❛)

*❤❡ )✉#♣❧✉) ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐)*#✐❜✉*❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ✇❛②) *♦ *❤❡ )❡✈❡#❛❧ ✐♥❞✉)*#✐❡)✱ ❡❛❝❤

*✐♠❡ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ *❤❡ ♣#✐❝❡)✱ ✇✐*❤♦✉* ❝❤❛♥❣✐♥❣ *❤❡ ♣♦))✐❜✐❧✐*② ❢♦# *❤❡ )②)*❡♠ *♦

#❡♣#♦❞✉❝❡ ✐*)❡❧❢✳ ❙#❛✛❛ ❛))✉♠❡) *❤❛* *❤✐) )✉#♣❧✉) ♠✉)* ✏❜❡ ❞✐)*#✐❜✉*❡❞ ✐♥ ♣#♦✲

♣♦#*✐♦♥ *♦ *❤❡ ♠❡❛♥) ♦❢ ♣#♦❞✉❝*✐♦♥ ✭♦# ❝❛♣✐*❛❧✮ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ✐♥❞✉)*#②✑

✭❙#❛✛❛✱ ✶✾✻✵✱ ➓ ✹✮ ❛♥❞ *❤❛* *❤❡ #❛*❡ ♦❢ ♣#♦✜*) ✐) ❡L✉❛❧ ❢♦# ❛❧❧ ✐♥❞✉)*#✐❡)✿ ✿

✏*❤❡ ❞✐)*#✐❜✉*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ )✉#♣❧✉) ♠✉)* ❜❡ ❞❡*❡#♠✐♥❡❞ *❤#♦✉❣❤ *❤❡ )❛♠❡ ♠❡❝❤❛✲

♥✐)♠ ❛♥❞ ❛* *❤❡ )❛♠❡ *✐♠❡ ❛) *❤❡ ♣#✐❝❡) ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐*✐❡)✳ ❆❝❝♦#❞✐♥❣❧② ✇❡ ❛❞❞

*❤❡ #❛*❡ ♦❢ ♣#♦✜* ✭✇❤✐❝❤ ♠✉)* ❜❡ ✉♥✐❢♦#♠ ❢♦# ❛❧❧ ✐♥❞✉)*#✐❡)✮ ❛) ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥✑

✭❙#❛✛❛✱ ✶✾✻✵✱ ➓ ✹✮✳ ❋✉#*❤❡#♠♦#❡✱ ❤❡ )*❛*❡) *❤❛* ❧❛❜♦# ✐) #❡♠✉♥❡#❛*❡❞ ✐❢ *❤❡

✐! ✐" ♦♥❧② ❛❢!❡* ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♣*♦❞✉❝!✐♦♥ ✭♦* ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❞✐"!*✐❜✉!✐♦♥✮ !❤❛! ❛ ♣*✐❝❡ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡✱

♥♦! ❜❡❝❛✉"❡ ❞❡♠❛♥❞ ❤❛" ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡*✱ ♦♥❡ ♠❛② ❛"❦✿ ❤♦✇ !❤❡♥ ✐" ✐! ♣♦""✐❜❧❡ !♦ ❦♥♦✇

✇❤❡♥ ❡✛❡❝!✐✈❡ ❞❡♠❛♥❞ ✐" ♥♦! "❛!✐"✜❡❞❄ ❚❤✐" ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ !❤*♦✉❣❤ ❛ ♣*✐❝❡ ♠❡❝❤❛♥✐"♠ ✭❢♦*

✐♥"!❛♥❝❡ !❤❡ ♠❛*❦❡! ♣*✐❝❡ ♦❢ ♦♥❡ ❝♦♠♠♦❞✐!② ❝♦✉❧❞ ❞✐✛❡* ❢*♦♠ ✐!" ❙*❛✣❛♥ ♣*✐❝❡✱ ❛♥❞ !❤❛!

✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ !❤❛! !❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐!② ✐" ❧❡"" ♦* ♠♦*❡ ❞❡♠❛♥❞❡❞ !❤❛♥ ✐! ❤❛" ❜❡❡♥ ♣*♦❞✉❝❡❞✮✱ ❜✉!

!❤✐" ✐" ♦✉!"✐❞❡ !❤❡ "❝♦♣❡ ♦❢ !❤❡ ❙*❛✣❛♥ !❤❡♦*②✳
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❢♦$♠ ♦❢ ✇❛❣❡*✱ ✇❤✐❝❤ ❛$❡ ❛❧*♦ ❛ *❤❛$❡ ♦❢ 0❤❡ *✉$♣❧✉* ✭0❤❡ *✉$♣❧✉* ✐* ❞✐✈✐❞❡❞ ❜❡✲

0✇❡❡♥ ♣$♦✜0* ❛♥❞ ✇❛❣❡* ✲ $❡♥0* ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥0$♦❞✉❝❡❞ ❧❛0❡$✱ *❡❡ *✉❜*❡❝0✐♦♥ ✹✳✷✳✸✮✳

✽

▲♦♦❦✐♥❣ ❛0 @✉❛♥0✐0✐❡* ♦❢ ❧❛❜♦$ ❛♥❞ ❝♦♠♠♦❞✐0✐❡* ✉*❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ✐♥❞✉*0$② ❞✉$✐♥❣

0❤❡ ♣❡$✐♦❞ ♦❢ ♣$♦❞✉❝0✐♦♥✱ ❙$❛✛❛ 0❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛0❡* 0❤❡ ♣$✐❝❡*✳

✸✳✷✳✷ ❚❤❡ &②&(❡♠ ✐♥ &✐♥❣❧❡ ♣/♦❞✉❝(✐♦♥

❙$❛✛❛✬* *②*0❡♠ ♦❢ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ $❡♣$❡*❡♥0❡❞ ❛* ❢♦❧❧♦✇*✱ ✇❤❡♥ ❡❛❝❤ ♣$♦❝❡** ♣$♦✲

❞✉❝❡* ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♠♠♦❞✐0②✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ❡❛❝❤ ❝♦♠♠♦❞✐0② ✐* ♣$♦❞✉❝❡❞ ❜② ♦♥❧② ♦♥❡

♣$♦❝❡**✿

✾

Ap (1 + π) + wl = Bp ✭✸✳✸✹✮

❲✐0❤ A 0❤❡ ♠❛0$✐① ♦❢ ❞✐♠❡♥*✐♦♥ n, n ✇✐0❤ 0❤❡ @✉❛♥0✐0✐❡* ♦❢ ❡❛❝❤ $❡*♦✉$❝❡

✭✐♥ ❝♦❧✉♠♥✮ ❝♦♥*✉♠❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ✐♥❞✉*0$② ✭✐♥ $♦✇*✮✱ B 0❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛0$✐① ♦❢

❞✐♠❡♥*✐♦♥ n, n ✇✐0❤✱ ✐♥ 0❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧✱ 0❤❡ @✉❛♥0✐0✐❡* ♦❢ ❡❛❝❤ $❡*♦✉$❝❡ ✭✐♥

❝♦❧✉♠♥✮ ♣$♦❞✉❝❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ✐♥❞✉*0$② ✭✐♥ $♦✇*✮✱ p 0❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝0♦$ ♦❢ 0❤❡ n
♣$✐❝❡*✱ l 0❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝0♦$ ♦❢ 0❤❡ n @✉❛♥0✐0✐❡* ♦❢ ❧❛❜♦$ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥❞✉*0$②✱

w 0❤❡ ✇❛❣❡ ♣❡$ ✉♥✐0 ♦❢ ❧❛❜♦$ ✭❝♦$$❡*♣♦♥❞✐♥❣ 0♦ 0❤❡ *❤❛$❡ ♦❢ 0❤❡ *✉$♣❧✉* ✇❤✐❝❤

❣♦❡* 0♦ ✇❛❣❡*✱ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② 0❤❡ 0♦0❛❧ @✉❛♥0✐0② ♦❢ ❧❛❜♦$✮✱ ❛♥❞ π 0❤❡ $❛0❡ ♦❢ ♣$♦✜0

✭✈❛❧✉❡ ♦❢ ♥❡0 ♣$♦❞✉❝0✐♦♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② 0❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐♥♣✉0*✮✳

❙$❛✛❛ ✇♦$❦* ♦♥❧② ✇✐0❤ ✉♥✐@✉❡ *②*0❡♠* ✇❤❡$❡ 0❤❡$❡ ✐* ❛0 ❧❡❛*0 ♦♥❡ ❜❛*✐❝

❝♦♠♠♦❞✐0②✿ ✏✇❡ *❤❛❧❧ ❛**✉♠❡ 0❤$♦✉❣❤♦✉0 0❤❛0 ❛♥② *②*0❡♠ ❝♦♥0❛✐♥* ❛0 ❧❡❛*0

♦♥❡ ❜❛*✐❝ ♣$♦❞✉❝0✑ ✭❙$❛✛❛✱ ✶✾✻✵✱ ➓ ✻✮✳ ❖♥❡ ❝♦♠♠♦❞✐0② ✭♦$ ♦♥❡ ♣$♦❝❡**✮ ✐*

❜❛*✐❝ ✐❢✱ ✇❤❡♥ ✐0* ♣$♦❞✉❝0✐♦♥ *0♦♣* ✭♦$ ✐0* ❛❝0✐✈✐0② ❧❡✈❡❧ ❢❛❧❧* 0♦ ③❡$♦✮✱ ❛❧❧ 0❤❡

*②*0❡♠ ❝♦❧❧❛♣*❡*✳ ■❢ 0❤❡ *②*0❡♠ ❞♦❡* ♥♦0 ❝♦❧❧❛♣*❡✱ ❡✐0❤❡$ 0❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐0② ✐* ♥♦♥

❜❛*✐❝ ♦$ ✇❡ ❤❛✈❡ 0✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥0 *②*0❡♠* 0❤❛0 ❞♦ ♥♦0 ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦♠♠♦❞✐0✐❡*

❢$♦♠ ❡❛❝❤ ♦0❤❡$ ✭✐♥ 0❤✐* ❝❛*❡✱ ❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ $❛0❡ ❤❛* 0♦ ❜❡ ❛$❜✐0$❛$✐❧② ✜①❡❞✮✳

❲❡ ❦♥♦✇ 0❤❛0 ❛❧❧ ❝♦♠♠♦❞✐0✐❡* ❛$❡ ❜❛*✐❝ ✐❢ ♠❛0$✐① A ✐* ♥♦0 $❡❞✉❝✐❜❧❡✱ ✐✳❡✳

✐❢✱ 0❤$♦✉❣❤ ♣❡$♠✉0❛0✐♦♥* ♦❢ $♦✇* ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥*✱ ♠❛0$✐① A ❝❛♥♥♦0 ❜❡ ✇$✐00❡♥ ❛*

✭Q❛*✐♥❡00✐✱ ✶✾✼✺✱ ♣✳ ✶✵✻✲✶✶✸✮✿

A =











A11 0 . . . 0

A21 A22 . . . 0
✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

As1 As2 . . . Ass











✭✸✳✸✺✮

❲✐0❤ 0❤❡ *✉❜✲♠❛0$✐❝❡* ♦♥ 0❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧ Aii ♥♦0 $❡❞✉❝✐❜❧❡✳ ■❢ ♠❛0$✐①

A ✐* ♥♦0 $❡❞✉❝✐❜❧❡✱ 0❤❡♥ ❛❧❧ ❝♦♠♠♦❞✐0✐❡* ❛$❡ ❜❛*✐❝ ❝♦♠♠♦❞✐0✐❡* ✭❛❧❧ ♣$♦❝❡**❡*

❛$❡ ✐♥0❡$❞❡♣❡♥❞❡♥0✮✳

✽

❲❡ "❡❡ #❤❛# ❤❡ ✐" ❞❡"❝)✐❜✐♥❣ ❛ ❝❛♣✐#❛❧✐"# "②"#❡♠ ♦❢ ♣)♦❞✉❝#✐♦♥✿ ❝❛♣✐#❛❧✐"#" ❛"❦ ❢♦) ♣)♦✜#"

❛♥❞ ✇♦)❦❡)" "❡❧❧ #❤❡✐) ❧❛❜♦)✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡"✱ ✐♥ #❤❡ ▼❛)①✐"# #❡)♠✐♥♦❧♦❣②✱ ❛♥ ✏❛❜"#)❛❝#✱ "♦❝✐❛❧❧②

♥❡❝❡""❛)② ❧❛❜♦)✑ ✭❇✉)❦❡##✱ ✷✵✵✻✱ ♣✳ ✶✽✹✮✳

✾

■♥ #❤❡ ❝❛"❡ #❤❡)❡ ❛)❡ "❡✈❡)❛❧ ♣)♦❝❡""❡" ♣)♦❞✉❝✐♥❣ #❤❡ "❛♠❡ ❝♦♠♠♦❞✐#②✱ ❛ )❡♥# ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛)✿

#❤✐" ❝❛"❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡❛❧# ✇✐#❤ ✐♥ "✉❜"❡❝#✐♦♥ ✹✳✷✳✸✳ ❚❤❡ ❝❛"❡ ♦❢ ❥♦✐♥# ♣)♦❞✉❝#✐♦♥ ✐" ❞❡❛❧# ✇✐#❤ ✐♥

"✉❜"❡❝#✐♦♥ ✸✳✷✳✹✳
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■❢ ♠❛&'✐① A ✐* '❡❞✉❝✐❜❧❡✱ ❜✉& ❛❧❧ *✉❜✲♠❛&'✐❝❡* ♦♥ &❤❡ ✜'*& ❝♦❧✉♠♥Ai1 ❤❛✈❡ ❛&

❧❡❛*& ♦♥❡ *&'✐❝&❧② ♣♦*✐&✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥&✱ &❤❡♥ &❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐&✐❡* ✐♥ &❤❡ ❝♦❧✉♠♥* &❤❛&

❝♦♠♣♦*❡❞ &❤❡ *✉❜✲♠❛&'✐❝❡* Ai1 ❛'❡ ❛❧❧ ❜❛*✐❝ ❣♦♦❞*✱ ❛♥❞ &❤❡ ♦&❤❡' ❛'❡ ♥♦♥✲

❜❛*✐❝*✳

✶✵

■♥ &❤❛& ❝❛*❡✱ &❤❡ *②*&❡♠ ✐* ❛ ✉♥✐<✉❡ ♦♥❡✱ ✐✳❡✳ ✐& ✐* ♥♦& ❛ ❥✉①&❛♣♦*✐&✐♦♥

♦❢ &✇♦ ❞✐✛❡'❡♥& *②*&❡♠*✳ ■❢ &❤❡ *②*&❡♠ ✐* ❛❝&✉❛❧❧② ❛ ❥✉①&❛♣♦*✐&✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡'❡♥&

*②*&❡♠* ♦❢ ♣'♦❞✉❝&✐♦♥✱ ❛ ✉♥✐<✉❡ *&❛♥❞❛'❞ *②*&❡♠✱ ❛♥❞ &❤✉* ❛ ✉♥✐<✉❡ *❡& ♦❢

*&'✐❝&❧② ♣♦*✐&✐✈❡ ♣'✐❝❡*✱ ❝❛♥♥♦& ❜❡ ❢♦✉♥❞✳

❚❤✐* ❡①♣❧❛✐♥* ✇❤② ❙'❛✛❛✬* ♣'✐❝❡* ❞♦ ♥♦& '❡♣'❡*❡♥& &❤❡ ❝♦*&* ♦❢ ♣'♦❞✉❝&✐♦♥✿

✏✐& ✐* ❞❡*✐'❛❜❧❡ ❛& &❤✐* *&❛❣❡ &♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② &❤❡ '❛&✐♦* ✇❤✐❝❤

*❛&✐*❢② &❤❡ ❝♦♥❞✐&✐♦♥* ♦❢ ♣'♦❞✉❝&✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ✬✈❛❧✉❡*✬ ♦'

✬♣'✐❝❡*✬ '❛&❤❡' &❤❛♥✱ ❛* ♠✐❣❤& ❜❡ &❤♦✉❣❤& ♠♦'❡ ❛♣♣'♦♣'✐❛&❡✱ ✬❝♦*&*

♦❢ ♣'♦❞✉❝&✐♦♥✬✳ ❚❤❡ ❧❛&&❡' ❞❡*❝'✐♣&✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❡<✉❛&❡ *♦ ❢❛' ❛*

♥♦♥✲❜❛*✐❝ ♣'♦❞✉❝&* ✇❡'❡ ❝♦♥❝❡'♥❡❞✱ *✐♥❝❡ ✳✳✳ &❤❡✐' ❡①❝❤❛♥❣❡ '❛&✐♦ ✐*

♠❡'❡❧② ❛ '❡✢❡❝&✐♦♥ ♦❢ ✇❤❛& ♠✉*& ❜❡ ♣❛✐❞ ❢♦' ♠❡❛♥* ♦❢ ♣'♦❞✉❝&✐♦♥✱

❧❛❜♦' ❛♥❞ ♣'♦✜&* ✐♥ ♦'❞❡' &♦ ♣'♦❞✉❝❡ &❤❡♠ ✲ &❤❡'❡ ✐* ♥♦ ♠✉&✉❛❧

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❇✉& ❢♦' ❛ ❜❛*✐❝ ♣'♦❞✉❝& &❤❡'❡ ✐* ❛♥♦&❤❡' ❛*♣❡❝& &♦ ❜❡

❝♦♥*✐❞❡'❡❞✳ ■&* ❡①❝❤❛♥❣❡ '❛&✐♦ ❞❡♣❡♥❞* ❛* ♠✉❝❤ ♦♥ &❤❡ ✉#❡ &❤❛& ✐*

♠❛❞❡ ♦❢ ✐& ✐♥ &❤❡ ♣'♦❞✉❝&✐♦♥ ♦❢ ♦&❤❡' ❜❛*✐❝ ❝♦♠♠♦❞✐&✐❡* ❛* ♦♥ &❤❡

❡①&❡♥& &♦ ✇❤✐❝❤ &❤♦*❡ ❝♦♠♠♦❞✐&✐❡* ❡♥&❡' ✐&* ♦✇♥ ♣'♦❞✉❝&✐♦♥ ✳✳✳ ❆
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✶✹

❙0❛✛❛ ✭✶✾✻✵✱ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✮ ❣✐✈❡" ❛♥

❡①❛♠♣❧❡ ✇✐$❤ ❜❡❛♥" ♣0♦❞✉❝$✐♦♥✿ ✐♥ $❤✐" ❝❛"❡✱ $❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ 0❛$❡ ♦❢ ♣0♦✜$ ♦❢

$❤❡ ❜❡❛♥" ♣0♦❞✉❝$✐♦♥ ✐" ✶✵✪✱ ✇❤❡0❡❛" $❤❡ ✉♥✐❢♦0♠ 0❛$❡ ♦❢ ♣0♦✜$ ✐" ✶✺✪✳ ❊✐$❤❡0

$❤❡ 0❛$❡ ♦❢ ♣0♦✜$ ✐" $❤❡♥ ❧♦✇❡0 ✐♥ $❤❡ ❜❡❛♥ ♣0♦❝❡""✱ ♦0 $❤❡ ❛""✉♠♣$✐♦♥ $❤❛$

❡❛❝❤ ❝♦♠♠♦❞✐$② 0❡❝❡✐✈❡" ❛ ✉♥✐?✉❡ ♣0✐❝❡ ♠✉"$ ❜❡ 0❡❧❛①❡❞✿ ✐❢ $❤❡ ❜❡❛♥" ✇❤✐❝❤

❛0❡ "♦❧❞ ❛" ❛♥ ♦✉$♣✉$ ❛0❡ ♠♦0❡ ❡①♣❡♥"✐✈❡ $❤❛$ $❤❡ ❜❡❛♥" $❤❛$ ❡♥$❡0 $❤❡ ❜❡❛♥"

♣0♦❞✉❝$✐♦♥ ♣0♦❝❡""✱ $❤❡♥ $❤❡ 0❛$❡ ♦❢ ♣0♦✜$ ❝♦✉❧❞ 0❡❛❝❤ ✶✺✪✳

❚❤❡ ♠❡$❤♦❞ $♦ ❝♦♥"$0✉❝$ $❤❡ "$❛♥❞❛0❞ "②"$❡♠ ❛♥❞ $♦ ❝❛❧❝✉❧❛$❡ $❤❡ ♣0✐❝❡"

✐" $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

✶✸

❍❡ ❧❡#$ ♦♣❡♥ #❤❡ ♣♦$$✐❜✐❧✐#② ♦❢ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡#✇❡❡♥ #❤❡ #✇♦ ✈❛1✐❛❜❧❡$✳ ❍❡ ✐♥❝✐❞❡♥#❛❧❧② $❛②$

#❤❛# #❤❡ 1❛#❡ ♦❢ ♣1♦✜# ❝❛♥ ❜❡ ❞❡#❡1♠✐♥❡❞ ✏✳✳✳ ✐♥ ♣❛1#✐❝✉❧❛1 ❜② #❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ #❤❡ ♠♦♥❡② 1❛#❡$

♦❢ ✐♥#❡1❡$#✑ ✭❙1❛✛❛✱ ✶✾✻✵✱ ➓ ✹✹✮✳ ❇✉# #❤✐$ $❡♥#❡♥❝❡ $❤♦✉❧❞ ♥♦# ❜❡ ✐♥#❡1♣1❡#❡❞ ❛$ ❛ ❞❡❝✐$✐✈❡

♣1❡❢❡1❡♥❝❡ ❢1♦♠ ❙1❛✛❛✱ ❜✉# ♠♦1❡ ❛$ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ #❤❡ ❝♦✉1$❡ ♦❢ ❤✐$ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥# ✭$❡❡ F❛$✐♥❡##✐✱

✶✾✽✽❜ ♦♥ #❤✐$ ♣♦✐♥#✮✳

✶✹

▲I✈② ❛♥❞ ❉✉♠I♥✐❧ ✭✶✾✽✷✮ ❞❡✜♥❡ #❤✐$ $✐#✉❛#✐♦♥ ❛$ ❛ $✐#✉❛#✐♦♥ ♦❢ ✏$✉1❝❧❛$$❡♠❡♥#✑✳
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✸✳✷✳✸✳✶ ❊❧✐♠✐♥❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ♥♦♥✲❜❛1✐❝ ❝♦♠♠♦❞✐*✐❡1 ❛♥❞ ❛ ✉♥✐❢♦5♠

♣❤②1✐❝❛❧ 5❛*❡ ♦❢ ♣5♦✜*

❋✐"#$❧②✱ $❤❡ ❧❛❜♦" ❝♦❡✣❝✐❡♥$# ❛"❡ $"❛♥#❢♦"♠❡❞ #♦ $❤❛$ $❤❡ #✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ♥❡✇ ❧❛❜♦"

❝♦❡✣❝✐❡♥$# ❡5✉❛❧# $♦ ♦♥❡✿

el∗ = 1 ✭✸✳✸✻✮

■♥ ♦"❞❡" $♦ ❞♦ #♦✱ ❛❧❧ ❧❛❜♦" ❝♦❡✣❝✐❡♥$# ❛"❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② $❤❡ $♦$❛❧ ❧❛❜♦"✱ ✇❤✐❝❤

✐# $❤❡ #✉♠ ♦❢ $❤❡ ✐♥✐$✐❛❧ ❧❛❜♦" ❝♦❡✣❝✐❡♥$#✿

el = L ✭✸✳✸✼✮

l∗ =
l

L
✭✸✳✸✽✮

❲✐$❤ $❤✐# ❝♦♥✈❡♥$✐♦♥✱ $❤❡ ✇❛❣❡ w ❛♥❞ $❤❡ #❤❛"❡ ♦❢ $❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ $❤❡ #✉"♣❧✉#

✇❤✐❝❤ ✐# ❞✐#$"✐❜✉$❡❞ $♦ ✇❛❣❡#✱ ✇"✐$$❡♥ ω✱ ❜❡❝♦♠❡ ❡5✉❛❧✳
❙❡❝♦♥❞❧②✱ $❤❡ ♥♦♥✲❜❛#✐❝ ❝♦♠♠♦❞✐$✐❡# ❛"❡ ❡❧✐♠✐♥❛$❡❞✱ ✐♥ ♦"❞❡" $♦ ❝♦♥#$"✉❝$ ❛

#②#$❡♠ ✇✐$❤ ♦♥❧② ✐♥$❡"❞❡♣❡♥❞❡♥$ ♣"♦❝❡##❡#✱ ✇❤✐❝❤ ✐# ❝❛❧❧❡❞ $❤❡ #$❛♥❞❛"❞ #②#$❡♠✳

❚❤"♦✉❣❤ ♣❡"♠✉$❛$✐♦♥# ♦❢ "♦✇# ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥#✱ ♠❛$"✐① A ✐# ✇"✐$$❡♥ ✿

A =











A11 0 . . . 0

A21 A22 . . . 0
✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

As1 As2 . . . Ass











✭✸✳✸✾✮

❚❤❡ #②#$❡♠ ✐# $❤❡♥ ♠✉❧$✐♣❧✐❡❞ ❜② $❤❡ "♦✇ ✈❡❝$♦" q =
[

q∗

1 0 · · · 0
]

✱

✇✐$❤ $❤❡ $✇♦ ❝♦♥❞✐$✐♦♥# $❤❛$ $♦$❛❧ ❧❛❜♦" ✐# #$✐❧❧ ❡5✉❛❧ $♦ ♦♥❡ ✭✐♥ $❤✐# ✇❛② $❤❡

✈❛❧✉❡ ♣"♦❞✉❝❡❞ ❜② $❤❡ #$❛♥❞❛"❞ #②#$❡♠ ✐# #$✐❧❧ ❡5✉❛❧ $♦ $❤❡ ✈❛❧✉❡ ♣"♦❞✉❝❡❞ ❜②

$❤❡ "❡❛❧ ✐♥✐$✐❛❧ #②#$❡♠✮✿

q∗

1l
∗ = 1 ✭✸✳✹✵✮

❆♥❞ $❤❛$ ❛ ✉♥✐❢♦"♠ ♣❤②#✐❝❛❧ "❛$❡ ♦❢ ♣"♦✜$ ✐# ❢♦✉♥❞✿

q∗

1A1 (1 + Π) = q∗

1B1 ✭✸✳✹✶✮

❚❤✉# $❤❡ #$❛♥❞❛"❞ #②#$❡♠ ✐# ✇"✐$$❡♥ ✐♥ $❤✐# ✇❛②✿

q∗

1A1p (1 + π) + ω = q∗

1B1p ✭✸✳✹✷✮

❚❤❡ ✉♥✐❢♦"♠ ♣❤②#✐❝❛❧ "❛$❡ ♦❢ ♣"♦✜$ ❝❛♥ ❛❧✇❛②# ❜❡ ❢♦✉♥❞✱ ✐♥ ❛ #②#$❡♠ ♦❢

❜❛#✐❝ ❝♦♠♠♦❞✐$✐❡#❀ ❛♥❞ $❤✐# ♣❤②#✐❝❛❧ "❛$❡ ✐# ❛❧#♦ $❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ "❛$❡ ♦❢ ♣"♦✜$✱

✐✳❡✳ $❤❡ "❛$❡ ♦❢ ♣"♦✜$ $❤❛$ ❛♣♣❡❛"# ✇❤❡♥ ❛❧❧ $❤❡ #✉"♣❧✉# ✐# ❣✐✈❡♥ $♦ $❤❡ ♣"♦✜$#✳

❲❤❡♥ ω = 0✱ ❊5✳ ✸✳✹✷ ❜❡❝♦♠❡# ❡5✉❛❧ $♦ ❊5✳ ✸✳✹✶✱ ❜❡❝❛✉#❡ ✈❡❝$♦"# ♦❢ ♣"✐❝❡#
❝❛♥ ❜❡ "❡♠♦✈❡❞✳
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✸✳✷✳✸✳✷ ❚❤%❡❡ '♣❡❝✐✜❝✐,✐❡' ♦❢ ,❤❡ ',❛♥❞❛%❞ '②',❡♠

■♥ $❤❡ '$❛♥❞❛*❞ '②'$❡♠✱ $❤❡ ✉♥✐❢♦*♠ *❛$❡ ♦❢ ♣*♦✜$ ✐' $❤❡ '❛♠❡ ❛' $❤❡ ✐♥✐$✐❛❧

'②'$❡♠✳ ❚❤❡ '$❛♥❞❛*❞ '②'$❡♠ ✐' ❝♦♥'$*✉❝$❡❞ ❜② ♠✉❧$✐♣❧②✐♥❣ ❡❛❝❤ ♣*♦❝❡'' ❜② ❛

'♣❡❝✐✜❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥$✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❧✐❡' $♦ $❤❡ ✐♥♣✉$' ❛♥❞ $♦ $❤❡ ♦✉$♣✉$'✳ ❚❤✉' *❡$✉*♥'

$♦ '❝❛❧❡ ❛*❡ *❡$❛✐♥❡❞ ❢♦* ❛❧❧ ♣*♦❝❡''❡'✳ ❚❤❡ '❡❝♦♥❞ ♣❛*$✐❝✉❧❛*✐$② ♦❢ $❤❡ '$❛♥❞❛*❞

'②'$❡♠ ✐' $❤❛$ ✇❡ ❦♥♦✇ $❤❡ *❛♥❣❡ ♦❢ $❤❡ ♣♦''✐❜❧❡ ✉♥✐❢♦*♠ *❛$❡' ♦❢ ♣*♦✜$✿ $❤❡

✉♥✐❢♦*♠ *❛$❡ ♦❢ ♣*♦✜$ ❝❛♥♥♦$ ❜❡ ❤✐❣❤❡* $❤❛♥ $❤❡ ♣❤②'✐❝❛❧ *❛$❡ ♦❢ ♣*♦✜$✱ ✇❤✐❝❤

❝❛♥ ❜❡ ❦♥♦✇♥ ✇✐$❤♦✉$ ❦♥♦✇✐♥❣ $❤❡ ♣*✐❝❡'✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ $❤❡ $❤✐*❞ '♣❡❝✐✜❝✐$② ♦❢ $❤❡

'$❛♥❞❛*❞ '②'$❡♠ ✐' $❤❛$✱ ✐❢ $❤❡ '$❛♥❞❛*❞ ❝♦♠♠♦❞✐$② ✐' ❝❤♦'❡♥ ❛' $❤❡ ♥✉♠❡*❛✐*❡✱

$❤❡ *❡❧❛$✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ *❛$❡ ♦❢ ♣*♦✜$ ❛♥❞ $❤❡ ✇❛❣❡ ❜❡❝♦♠❡' ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$

❢*♦♠ $❤❡ ♣*✐❝❡'✳ ❚❤❡ '$❛♥❞❛*❞ ❝♦♠♠♦❞✐$② ✐' ❛ ❝♦♠♣♦'✐$❡ ❝♦♠♠♦❞✐$② ✇❤✐❝❤

❛❣❣*❡❣❛$❡' $❤❡ ♥❡$ ♣*♦❞✉❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ '$❛♥❞❛*❞ '②'$❡♠✳ ■❢ ✐$ ✐' ❝❤♦'❡♥ ❛' $❤❡

♥✉♠❡*❛✐*❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

q∗

1 (B1 −A1)p = 1 ✭✸✳✹✸✮

❆♥❞ $❤❡♥ ❙*❛✛❛ ♣*♦✈❡' $❤❛$ $❤❡ *❡❧❛$✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ '❤❛*❡' ♦❢ $❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢

$❤❡ '✉*♣❧✉' ❣✐✈❡♥ $♦ $❤❡ ✇❛❣❡' ❛♥❞ $❤❡ ♣*♦✜$' ❜❡❝♦♠❡'✿

π = Π(1− ω) ✭✸✳✹✹✮

■❢ ❛♥ ♦$❤❡* ♥✉♠❡*❛✐*❡ ✐' ❝❤♦'❡♥✱ $❤❡ ♣*✐❝❡' ✇✐❧❧ '$✐❧❧ ❡♥'✉*❡ $❤❡ *❡♣*♦❞✉❝$✐♦♥

♦❢ $❤❡ '②'$❡♠ ♦❢ ♣*♦❞✉❝$✐♦♥✳ ❇✉$ $❤✐' '✐♠♣❧❡ *❡❧❛$✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ❞✐'$*✐❜✉$✐♦♥

✈❛*✐❛❜❧❡' ✇✐❧❧ ❜❡ ❤✐❞❞❡♥✳

❖♥❝❡ $❤❡ ♣*✐❝❡' ♦❢ ♣*♦❞✉❝$✐♦♥ ❛*❡ ❝❛❧❝✉❧❛$❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ $♦ $❤❡ ✐♥✐$✐❛❧

*❡❛❧ '②'$❡♠'✱ ❛♥❞ ✜♥❞ $❤❡ ♣*✐❝❡' ♦❢ ♥♦♥✲❜❛'✐❝ ❝♦♠♠♦❞✐$✐❡'✳

✶✺

▲❡$ ✉' ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ $♦ $❤❡ ✐♥✐$✐❛❧ ❝♦♥✈❡♥$✐♦♥ ❛❜♦✉$ $❤❡ ✉♥✐❢♦*♠✐$② ♦❢ $❤❡ *❛$❡'

♦❢ ♣*♦✜$✳ ■♥ $❤❡ '$❛♥❞❛*❞ '②'$❡♠✱ $❤❡ ❛❣❣*❡❣❛$❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ *❛$❡ ♦❢ ♣*♦✜$ ♦❢

$❤❡ '②'$❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❦♥♦✇♥ ✇✐$❤♦✉$ ❦♥♦✇✐♥❣ $❤❡ ♣*✐❝❡'✳ ❑♥♦✇✐♥❣ $❤✐' ♠❛①✐♠✉♠

*❛$❡ ♦❢ ♣*♦✜$✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ $❤❡ *❡❧❛$✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ *❛$❡ ♦❢ ♣*♦✜$ ❛♥❞ $❤❡ ✇❛❣❡

✭✐$ ✐' ❛♥ ✐♥✈❡*'❡ ❧✐♥❡❛* *❡❧❛$✐♦♥'❤✐♣✱ ♦♥❝❡ $❤❡ '$❛♥❞❛*❞ ❝♦♠♠♦❞✐$② ✐' ❝❤♦'❡♥

❛' $❤❡ ♥✉♠❡*❛✐*❡✮✳ ❍♦✇❡✈❡*✱ $❤❡ '$❛♥❞❛*❞ '②'$❡♠ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❝♦♥'$*✉❝$❡❞

✐❢ ✇❡ ♣*❡✈✐♦✉'❧② ❛♣♣❧② $❤✐' ❝♦♥✈❡♥$✐♦♥ $♦ $❤❡ ✐♥✐$✐❛❧ '②'$❡♠✿ $❤❡♥ ♦♥❧② $❤❡

*❡'❝❛❧✐♥❣ $❤❛$ ♠✉'$ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ♦*❞❡* $♦ ✜♥❞ $❤❡ '$❛♥❞❛*❞ '②'$❡♠ ❞♦❡' ♥♦$

✐♠♣❛❝$ $❤❡ ❛❣❣*❡❣❛$❡ *❛$❡ ♦❢ ♣*♦✜$✳ ❚❤✐' ✐' $❤❡ ♦♥❧② *❡❛'♦♥ ✇❤② ❙*❛✛❛ ❝❤♦♦'❡'

$❤✐' ❝♦♥✈❡♥$✐♦♥ ♦✈❡* $❤❡ ✐♥✜♥✐$② ♦❢ ♣♦''✐❜❧❡ ❝♦♥✈❡♥$✐♦♥' ❛❜♦✉$ $❤❡ ❞✐'$*✐❜✉$✐♦♥

♦❢ $❤❡ '✉*♣❧✉'✳

✸✳✷✳✹ ❏♦✐♥( ♣*♦❞✉❝(✐♦♥✿ ♣*✐❝❡0 ♣♦0✐(✐✈✐(②✱ ▼❛♥❛#❛✬0 ♣*♦❜❧❡♠

❏♦✐♥$ ♣*♦❞✉❝$✐♦♥ ❛*✐'❡' ✇❤❡♥ ♦♥❡ ♣*♦❝❡'' ♣*♦❞✉❝❡' ♠♦*❡ $❤❛♥ ♦♥❡ ❝♦♠♠♦❞✐$②✳

❏♦✐♥$ ♣*♦❞✉❝$✐♦♥ ✐' ✈❡*② ✐♠♣♦*$❛♥$ ❢♦* ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ ❡♥✈✐*♦♥♠❡♥$❛❧ ❛♥❛❧②'✐'

✭'❡❡ ❢♦* ✐♥'$❛♥❝❡ ❑✉*③✱ ✷✵✵✻✮✱ ❛♥❞ ❙*❛✛❛ ❞❡✈♦$❡❞ $❤❡ ✇❤♦❧❡ '❡❝♦♥❞ ♣❛*$ ♦❢ ❤✐'

❜♦♦❦ ✭♦✉$ ♦❢ ♦♥❧② $❤*❡❡✮ ❛❜♦✉$ $❤✐' ❝❛'❡✳ ❍♦✇❡✈❡* ❤❡ '❡❡♠' $♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❡*❡❧②

✶✺

❆❣❛✐♥ ✇❡ ❝❛♥ (❡❡ )❤❛) ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ )❤❡ ❝♦♥❞✐)✐♦♥( ♦❢ ♣/♦❞✉❝)✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲❜❛(✐❝ ❝♦♠♠♦❞✐)✐❡(

✇✐❧❧ ♥♦) ✐♥✢✉❡♥❝❡ )❤❡ ♣/✐❝❡( ♦❢ ❜❛(✐❝ ❝♦♠♠♦❞✐)✐❡(✳
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✐♥#❡%❡&#❡❞ ✐♥ #✇♦ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥& ♦❢ ❥♦✐♥# ♣%♦❞✉❝#✐♦♥✱ ✜①❡❞ ❝❛♣✐#❛❧ ❛♥❞ ❧❛♥❞ ✭#❤✐&

❧❛&# ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ ❝❛&❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡❛❧# ✇✐#❤ ✐♥ ❙❡❝#✐♦♥ ✹✳✷✮✱ ❛& %❡♣♦%#❡❞ ❜② ❙❝❤❡❢♦❧❞✿

✏❲❤❡♥ ❬❙%❛✛❛❪ ✇❛& ❝♦♥❢%♦♥#❡❞ ✇✐#❤ #❤❡ ❞✐✣❝✉❧#✐❡& ♦❢ ❥♦✐♥# ♣%♦✲

❞✉❝#✐♦♥ &②&#❡♠&✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛❞ &✉%❢❛❝❡❞ ✐♥ #❤❡ ✶✾✻✵& ❛♥❞ ❡❛%❧② ✶✾✼✵&✱

❤❡ #♦❧❞ ♠❡ #❤❛#✱ ✐❢ ❤❡ ❤❛❞ ❦♥♦✇♥✱ ❤❡ &❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✇%✐##❡♥ ♠✉❝❤

❧❡&& ❛❜♦✉# ❣❡♥❡%❛❧ ❥♦✐♥# ♣%♦❞✉❝#✐♦♥ &②&#❡♠& ❛♥❞ ♠♦%❡ ❛❜♦✉# ✜①❡❞

❝❛♣✐#❛❧ ❛♥❞ ❧❛♥❞✱ ❛♥❞ #❤❛# ❤❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❧✐❦❡❞ #♦ #%❡❛# ♦♥❧② ♣❛%#

♦❢ #❤❡ ♣%♦❜❧❡♠❛#✐❝ ♦❢ ❥♦✐♥# ♣%♦❞✉❝#✐♦♥ ❛♥❞✱ ✜♥❛❧❧②✱ #❤❛# ✐# ♠✐❣❤#

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❜❡##❡% #♦ ❜❡❣✐♥ #❤❡ ❡①♣♦&✐#✐♦♥ ✇✐#❤ #❤❡ ❛♥❛❧②&✐& ♦❢ ✜①❡❞

❝❛♣✐#❛❧✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ♦♥❧② ❜② &♦♠❡ #❤♦✉❣❤#& ♦♥ ❥♦✐♥# ♣%♦❞✉❝#✐♦♥ ✐♥ ❣❡♥✲

❡%❛❧✳ ✳✳✳ ❚❤❡ ❞✐&❝✉&&✐♦♥& ♦♥ ❥♦✐♥# ♣%♦❞✉❝#✐♦♥ ✐♥ ❣❡♥❡%❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡%❡

❝♦♥❞✉❝#❡❞ ✐♥ #❤❡ ✶✾✼✵& ❛♥❞ ✽✵&✱ ✇♦✉❧❞ ♣%♦❜❛❜❧② ♥♦# ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❛✈♦✐❞❡❞ ❛❧#♦❣❡#❤❡%✱ ❜✉# ♦♥❡ ♠✐❣❤# ❧♦♦❦ ❛# #❤❡♠ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡%❡♥# ❧✐❣❤#

#♦❞❛②✿ #❤❡② ✇♦✉❧❞ ♣❡%❤❛♣& ❛♣♣❡❛% ❛& ❡①❝✉%&✐♦♥& ✐♥#♦ ❛ &#%❛♥❣❡ ❛♥❞

♥♦# ❡♥#✐%❡❧② %❡❧❡✈❛♥# #❡%%✐#♦%② &♦♠❡✇❤❛# %❡♠♦✈❡❞ ❢%♦♠ #❤❡ ❝♦%❡ ♦❢

❝❧❛&&✐❝❛❧ #❤❡♦%✐③✐♥❣✑ ✭❙❝❤❡❢♦❧❞✱ ✷✵✵✺✮✳

❈♦♥&❡S✉❡♥#❧②✱ ■ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❞❡❛❧ ✐♥ #❤✐& ♣❛%# ✇✐#❤ #✇♦ ♣♦✐♥#& ✭✜①❡❞ ❝❛♣✐#❛❧ ❛♥❞

#❤❡ ♣♦&&✐❜✐❧✐#② #♦ ✜♥❞ ❛ &#❛♥❞❛%❞ &②&#❡♠ ❢♦% ❛♥② ❥♦✐♥# ♣%♦❞✉❝#✐♦♥ &②&#❡♠✮ ❛♥❞

■ ✇✐❧❧ ❡♥❝♦✉%❛❣❡ #❤❡ %❡❛❞❡% #♦ ❞✐&❝♦✈❡% ♠♦%❡ &♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❛✉#❤♦%& ✐❢ ❤❡ ✇❛♥#& #♦

❧❡❛%♥ ♠♦%❡ ❛❜♦✉# ❣❡♥❡%❛❧ ❥♦✐♥# ♣%♦❞✉❝#✐♦♥ ✭❢♦% ✐♥&#❛♥❝❡ ❙❝❤❡❢♦❧❞✱ ✶✾✽✾❀ ❑✉%③

❛♥❞ ❙❛❧✈❛❞♦%✐✱ ✶✾✾✺✮✳

✸✳✷✳✹✳✶ ❋✐①❡❞ ❝❛♣✐-❛❧

❙%❛✛❛ &❤♦✇& #❤❛# ❥♦✐♥# ♣%♦❞✉❝#✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❤❡❧♣ #♦ #❛❦❡ ✐♥#♦ ❛❝❝♦✉♥# ✜①❡❞ ❝❛♣✐#❛❧

❛& ❛ ♠❡❛♥& ♦❢ ♣%♦❞✉❝#✐♦♥✿ ❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✇✐❧❧ ❡♥#❡% #❤❡ ♣%♦❝❡&& ❛& ❛♥ ✐♥♣✉#✱ ❧✐❦❡

❡♥❡%❣② ❛♥❞ %❛✇ ♠❛#❡%✐❛❧&✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❝♦♠❡ ♦✉# ❛& ❛ ❥♦✐♥# ♣%♦❞✉❝# ❛# #❤❡ ❡♥❞

♦❢ #❤❡ ♣❡%✐♦❞ ♦❢ ♣%♦❞✉❝#✐♦♥✱ ❛♥ ♦❧❞❡% ❛♥❞ ♠♦%❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ♣%♦❞✉❝# #❤❛♥ ✐♥ #❤❡

❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ #❤❡ ♣❡%✐♦❞✳ ❚❤✐& ♠❡❛♥& #❤❛#✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✐#& ❛❣❡✱ ❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✇✐❧❧

❤❛✈❡ ❛ ❞✐✛❡%❡♥# ♣%✐❝❡✱ ❛♥❞ #❤✉& &❤♦✉❧❞ ❜❡ #%❡❛#❡❞ ❛& ❛ ❞✐✛❡%❡♥# ♣%♦❞✉❝#✳ ❆

♣%♦❝❡&& ✉&✐♥❣ ❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✇✐#❤ ❛ ❧✐❢❡✲&♣❛♥ ♦❢ ✜✈❡ ②❡❛%& ❝❛♥ #❤❡♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥#♦

✜✈❡ ❞✐✛❡%❡♥# ♣%♦❝❡&&❡&✱ ❡❛❝❤ #✐♠❡ ✇✐#❤ ❛ ❞✐✛❡%❡♥# ♠❛❝❤✐♥❡ ❜❡❝❛✉&❡ ♦❢ ✐#& ❛❣❡ ✲

❛♥❞ #❤❡ ❧❛&# ♣❡%✐♦❞✱ #❤❡ ❥♦✐♥# ♣%♦❞✉❝# ✇✐❧❧ ❜❡ &❝%❛♣❡❞ ♠❡#❛❧✳

❚❤❡ ✉&✉❛❧ ♠❡#❤♦❞ #♦ #❛❦❡ ✐♥#♦ ❛❝❝♦✉♥# ✜①❡❞ ❝❛♣✐#❛❧ ❞❡♣%❡❝✐❛#✐♦♥ ✐& #❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡✿

Annual charge = pm0

r (1 + π)
n

(1 + π)
n
− 1

✭✸✳✹✺✮

❲✐#❤ pm0
#❤❡ ♣%✐❝❡ ♦❢ #❤❡ ♥❡✇ ♠❛❝❤✐♥❡✱ π #❤❡ %❛#❡ ♦❢ ♣%♦✜# ❛♥❞ n #❤❡

♥✉♠❜❡% ♦❢ ②❡❛%& ♠❡❛&✉%✐♥❣ #❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧✐❢❡✲&♣❛♥✳ ❲✐#❤ ❥♦✐♥# ♣%♦❞✉❝#✐♦♥✱ ✇❡

✇%✐#❡ #❤❡ ❞✐✛❡%❡♥# ♣%♦❝❡&&❡& #❤❛# ❝❛♥ ♣%♦❞✉❝❡ ❛ S✉❛♥#✐#② G ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐#② g✿
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(M0pm0
+Agpa + . . .+Kgpk) (1 + π) + Lgw = Gpg +M1pm1

(M1pm1
+Agpa + . . .+Kgpk) (1 + π) + Lgw = Gpg +M2pm2

· · ·
(

Mn−1pmn−1
+Agpa + . . .+Kgpk

)

(1 + π) + Lgw = Gpg

✭✸✳✹✻✮

❲✐)❤ Mi )❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐1 i ②❡❛31 ♦❧❞✱ ✇✐)❤ ❛ ❧✐❢❡✲1♣❛♥ ♦❢ n ②❡❛31✳ ■♥

)❤✐1 1②1)❡♠✱ ❛❧❧ ✐♥♣✉)1 ❛♥❞ ♦✉)♣✉)1 ❝♦❡✣❝✐❡♥)1 ❛3❡ )❤❡ 1❛♠❡ ✐♥ ❛❧❧ ♣3♦❝❡11❡1✱

❡①❝❡♣) ❢♦3 )❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡1✿ )❤✉1 ✐) ♠❡❛♥1 )❤❛) ❛ ❝♦♥1)❛♥) ❡✣❝✐❡♥❝② ✐1 ❛11✉♠❡❞✳

❲❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛❣❛✐♥ )❤❡ ❡B✉❛)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ❛♥♥✉❛❧ ❝❤❛3❣❡✱ )❤3♦✉❣❤ ♥♦3♠❛❧✐1❛)✐♦♥

❛♥❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ )❤❡ ❞✐✛❡3❡♥) ❡B✉❛)✐♦♥1✿

M0pmo

r (1 + π)
n

(1 + π)
n
− 1

(Agpa + . . .+Kgpk) (1 + π) + Lgw = Gpg ✭✸✳✹✼✮

❇✉) ❙3❛✛❛ ✇❛3♥1 )❤❛) ❊B✳ ✸✳✹✼ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ✉1❡❞ ✐❢ )❤❡ ❛11✉♠♣)✐♦♥ ♦❢

❝♦♥1)❛♥) ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ )❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐1 )❛❦❡♥✳ ❆ ♠♦3❡ ❣❡♥❡3❛❧ ❢♦3♠✉❧❛)✐♦♥ 1❤♦✉❧❞

❛❧❧♦✇ ❛♥ ❛♥♥✉❛❧ ❝❤❛3❣❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ✈❛3② ♦✈❡3 )✐♠❡✱ ✐♥ )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

Annual charge = Mipmi
−Mi+1pmi+1

+Mipmi
r ✭✸✳✹✽✮

❙❛❧✈❛❞♦3✐ ❛♥❞ ❙)❡❡❞♠❛♥ ✭✶✾✽✽✮✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❙❝❤❡❢♦❧❞ ✭✶✾✼✻❀ ✶✾✽✵✮✱ 1❤♦✇ )❤❛)

✐❢ ♦❧❞ ♠❛❝❤✐♥❡1 ❛3❡ )❤❡ ♦♥❧② ❥♦✐♥) ♣3♦❞✉❝)1✱ ✐❢ ❡❛❝❤ ♣3♦❝❡11 ✐1 ✉1✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡

♠❛❝❤✐♥❡ ❛♥❞ ✐❢ ❡❛❝❤ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐1 ♦♥❧② ✉1❡❞ ❜② ♦♥❡ ♣3♦❝❡11✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②1 ✜♥❞

❛ 1❡) ♦❢ ♣♦1✐)✐✈❡ ♣3✐❝❡1✳ ❙❛❧✈❛❞♦3✐ ✭✶✾✽✽✮ )❤❡♥ ❡①)❡♥❞1 )❤✐1 3❡1✉❧) )♦ )❤❡ ❝❛1❡1

✇❤❡3❡ )❤❡ 1❛♠❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐1 ✉1❡❞ ❜② 1❡✈❡3❛❧ ♣3♦❝❡11❡1✱ ✇❤❡3❡ ♦♥❡ ♣3♦❝❡11 ✉1❡1

1❡✈❡3❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡1 ❛♥❞ ✇❤❡3❡ 1❝3❛♣♣❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡1 ❛3❡ 3❡❝②❝❧❡❞ ✭)❤❡② ❛3❡ ✉1❡❞ ❛1

✐♥♣✉)1 ✐♥ ♦3❞❡3 )♦ ♣3♦❞✉❝❡ ♥❡✇ ♠❛❝❤✐♥❡1✮✳

✸✳✷✳✹✳✷ ▼❛♥❛#❛✬% ♣'♦❜❧❡♠

▼❛♥❛3❛ ✭✶✾✽✵✮ 1❤♦✇1 )❤❛) )❤❡ ❝♦♥1)3✉❝)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ 1)❛♥❞❛3❞ 1②1)❡♠ ✐1 ♥♦) ❛❧✇❛②1

♣♦11✐❜❧❡ ✐♥ )❤❡ 3❡❛❧♠ ♦❢ 3❡❛❧ 1♣❛❝❡ ✇❤❡♥ ❣❡♥❡3❛❧ ❥♦✐♥) ♣3♦❞✉❝)✐♦♥ ✐1 ❛❧❧♦✇❡❞✿

)❤✉1 ❛ 1❡) ♦❢ ❜❛1✐❝ ❝♦♠♠♦❞✐)✐❡1 ✇✐)❤ 1)3✐❝)❧② ♣♦1✐)✐✈❡ ♣3✐❝❡1 ♠❛② ♥♦) ❜❡ ❢♦✉♥❞✳

❉✉♣❡3)✉✐1 ❛♥❞ ❙✐♥❤❛ ✭✷✵✵✾✮ )3② )♦ 1❤♦✇ )❤❛) )❤✐1 ✐1 ❛❝)✉❛❧❧② ♥♦) )❤❡ ❝❛1❡✿ ✐)

✐1 ❛❧✇❛②1 ♣♦11✐❜❧❡✱ ❢♦3 ❛♥② ❣✐✈❡♥ 1②1)❡♠ ♦❢ ❥♦✐♥) ♣3♦❞✉❝)✐♦♥ ✭❡✈❡♥ ✐❢ ✐) ✐1 ♥♦)

✏1B✉❛3❡✑✱ ✐✳❡✳ ✇✐)❤ ❞✐✛❡3❡♥) ♥✉♠❜❡31 ♦❢ ♣3♦❝❡11❡1 ❛♥❞ ❝♦♠♠♦❞✐)✐❡1✮✱ )♦ 3❡❞✉❝❡

✐) ✐♥)♦ ❛ 1②1)❡♠ ♦❢ ❜❛1✐❝ ❝♦♠♠♦❞✐)✐❡1✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧)② ❛3✐1❡1 ✐♥ )❤❡ ❞❡✜♥✐)✐♦♥ ♦❢

❝♦♠♠♦❞✐)✐❡1 ✐♥ ❛ ❥♦✐♥) ♣3♦❞✉❝)✐♦♥ 1②1)❡♠✳

❆❝❝♦3❞✐♥❣ )♦ ❉✉♣❡3)✉✐1 ❛♥❞ ❙✐♥❤❛✱ ❝♦♠♠♦❞✐)✐❡1 ❛3❡ ✇❤❛) ✐1 ❡①❝❤❛♥❣❡❞

❜② )❤❡ 1②1)❡♠ ❛) )❤❡ ❡♥❞ ♦❢ )❤❡ ♣❡3✐♦❞ ♦❢ ♣3♦❞✉❝)✐♦♥✳ ■♥ )❤❡ ❝❛1❡ ♦❢ 1✐♥❣❧❡

♣3♦❞✉❝)✐♦♥✱ ✇❤❛) ✐1 ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✐1 ♥❡❝❡11❛3✐❧② ♣3♦❞✉❝❡❞ ❜② ♦♥❧② ♦♥❡ ♣3♦❝❡11✳

❍♦✇❡✈❡3✱ ✐♥ )❤❡ ❝❛1❡ ♦❢ ❥♦✐♥) ♣3♦❞✉❝)✐♦♥✱ ✇❤❛) ✐1 ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ♠❛② ❜❡ ❛ ❝♦♠♣♦1✐)❡

❝♦♠♠♦❞✐)②✱ ✐♥1)❡❛❞ ♦❢ ❛ 1✐♥❣❧❡ ❝♦♠♠♦❞✐)②✳ ▲❡) ✉1 ❤❛✈❡✱ ❢♦3 ✐♥1)❛♥❝❡✱ ❛ 1②1)❡♠

✇✐)❤ )✇♦ ♣3♦❝❡11❡1✱ ✇✐)❤ A )❤❡ ✐♥♣✉)1 ♠❛)3✐① ❛♥❞ B )❤❡ ♦✉)♣✉)1 ♠❛)3✐①✿



❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ◆❊❖✲❘■❈❆❘❉■❆◆ ❊❈❖◆❖▼■❈❙ ✹✻

A =

[

0 1
1 0

]

; B =

[

1 0
0 1

]

✭✸✳✹✾✮

❍❡)❡ *❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡1 ❛* *❤❡ ❡♥❞ ♦❢ *❤❡ ♣)♦❞✉❝*✐♦♥ ♣❡)✐♦❞ ❛)❡ ❝❧❡❛)✿ ♣)♦❝❡11

1 ❡①❝❤❛♥❣❡1 ♦♥❡ ✉♥✐* ♦❢ ✐*1 ♣)♦❞✉❝*✐♦♥ ✭❝♦♠♠♦❞✐*② 1✮ ✇✐*❤ ♦♥❡ ✉♥✐* ♦❢ *❤❡

♣)♦❞✉❝*✐♦♥ ♦❢ ♣)♦❝❡11 2 ✭❝♦♠♠♦❞✐*② 2✮✳ ❇✉* ♥♦✇ ✇✐*❤ ❥♦✐♥* ♣)♦❞✉❝*✐♦♥✱ ✇❡

❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ *❤✐1 ❦✐♥❞ ♦❢ 1②1*❡♠✿

A =

[

0 1 1
1 0 1

]

; B =

[

1 0 0
0 1 2

]

✭✸✳✺✵✮

❆ ♥❡✇ )❡1♦✉)❝❡ ✭❝♦♠♠♦❞✐*② 3✮ ❤❛1 ❛♣♣❡❛)❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐1 ♣)♦❞✉❝❡❞ ❜② ♣)♦❝❡11

2✳ ❚❤✐1 )❡1♦✉)❝❡ ✐1 ❛♣♣❛)❡♥*❧② ❛ ❜❛1✐❝ ♦♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡)✱ *❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡1 ❛* *❤❡

❡♥❞ ♦❢ *❤❡ ♣❡)✐♦❞ ♦❢ ♣)♦❞✉❝*✐♦♥ ❛)❡ ❛1 ❢♦❧❧♦✇1✿ ♣)♦❝❡11 1 ❣✐✈❡1 ♦♥❡ ✉♥✐* ♦❢

❝♦♠♠♦❞✐*② 1 ❛♥❞ )❡❝❡✐✈❡1 ✐♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦♥❡ ✉♥✐* ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐*② 2 ❛♥❞ ♦♥❡ ✉♥✐*

♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐*② 3✳ ❚❤✉1✱ ❢♦) *❤❡ 1②1*❡♠✱ ❝♦♠♠♦❞✐*✐❡1 2 ❛♥❞ 3 ❛)❡ ♦♥❡ ❝♦♠♣♦1✐*❡

❝♦♠♠♦❞✐*②✳ ❇② ❛❞❞✐♥❣ *❤❡♠ *♦❣❡*❤❡)✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❜❛❝❦ 1②1*❡♠ ✸✳✹✾✳ ❚❤✐1 ✐1

❞♦♥❡ ❜② ♠✉❧*✐♣❧②✐♥❣ 1②1*❡♠ ✸✳✺✵ ❜② ❛ *)❛♥1❢♦)♠❛*✐♦♥ ♠❛*)✐① ✐♥ *❤❡ ❢♦)♠✿

S =





1 0 −1
0 1 −1
0 0 1





✭✸✳✺✶✮

■♥ *❤✐1 ✇❛② ❝♦♠♠♦❞✐*② 1 ✇✐❧❧ )❡♠❛✐♥ *❤❡ 1❛♠❡✱ ❝♦♠♠♦❞✐*② 2 ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡

❛ ❝♦♠♣♦1✐*❡ ♠❛❞❡ ✉♣ ❜② ♦♥❡ ✉♥✐* ♦❢ ♣)❡✈✐♦✉1 ❝♦♠♠♦❞✐*② 2 ❛♥❞ ♦♥❡ ✉♥✐* ♦❢

❝♦♠♠♦❞✐*② 3✱ ❛♥❞ ❝♦♠♠♦❞✐*② 3 ✇✐❧❧ )❡♠❛✐♥ *❤❡ 1❛♠❡✳ ❚❤❡ )❡1✉❧* ✇✐❧❧ ❜❡✿

A =

[

0 1 0
1 0 0

]

; B =

[

1 0 −1
0 1 1

]

✭✸✳✺✷✮

❈♦♠♠♦❞✐*② 3 *❤❡♥ ❞✐1❛♣♣❡❛)1 ❢)♦♠ *❤❡ ♠❡❛♥1 ♦❢ ♣)♦❞✉❝*✐♦♥ ❛♥❞ ❢)♦♠ *❤❡

♦✉*♣✉*1✱ ❛♥❞ ✇❡ )❡♠❛✐♥ ✇✐*❤ ❛ 1②1*❡♠ ♦❢ ❜❛1✐❝ ❝♦♠♠♦❞✐*✐❡1✱ ✇❤❡)❡ *❤❡ 1❡❝♦♥❞

♦♥❡ ✐1 ❛ ❝♦♠♣♦1✐*❡ ❝♦♠♠♦❞✐*②✳

❲❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛❧1♦ *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❦✐♥❞ ♦❢ 1②1*❡♠✿

A =
[

1 1 1
]

; B =
[

1 3 2
]

✭✸✳✺✸✮

❚❤✐1 ✐1 ❢♦) ❉✉♣❡)*✉✐1 ❛♥❞ ❙✐♥❤❛ ❛ ✏❞✐1❣✉✐1❡❞ ♦♥❡✲❣♦♦❞ ✬❝♦)♥✬ ❡❝♦♥♦♠②✑

✭❉✉♣❡)*✉✐1 ❛♥❞ ❙✐♥❤❛✱ ✷✵✵✾✮✳ ❚❤❡ ✉1✉❛❧ ♠❡*❤♦❞ *♦ 1♦❧✈❡ *❤✐1 ❦✐♥❞ ♦❢ 1②1*❡♠1 ✐1

*♦ ❛❞❞ *✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥* ♣)♦❝❡11❡1 *❤❛* ✉1❡ ❛♥❞ ♣)♦❞✉❝❡ *❤❡ 1❛♠❡ ❝♦♠♠♦❞✐*✐❡1

❛1 *❤❡ ✜)1* ♣)♦❝❡11✱ ❜✉* ✇✐*❤ ❞✐✛❡)❡♥* ♣)♦♣♦)*✐♦♥1✳ ❇✉* ❛1 *❤❡ ✜)1* ♣)♦❝❡11 ✐1

1❡❧❢✲)❡♣)♦❞✉❝✐❜❧❡✱ *❤❡ )❡1✉❧*✐♥❣ 1②1*❡♠ ✇✐❧❧ ♥♦* ❜❡ ❝♦♠♣♦1❡❞ ♦❢ ✐♥*❡)❞❡♣❡♥❞❡♥*

♣)♦❝❡11❡1 ✭*❤❡ ✜)1* ♦♥❡ ✇✐❧❧ )❡♠❛✐♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥* ❢)♦♠ *❤❡ *✇♦ ♦*❤❡)1✮✳ ❚❤✉1

*❤❡ )✐❣❤* ♠❡*❤♦❞ ✐1 *♦ 1✉❝❝❡11✐✈❡❧② *)❛♥1❢♦)♠ *❤❡ 1②1*❡♠ ✇✐*❤✱ ❡❛❝❤ *✐♠❡✱ ❛

❝♦♠♠♦❞✐*② ❝♦♠♣♦1❡❞ ♦❢ ♦♥❡ ✉♥✐* ♦❢ *❤❡ *❤)❡❡ ♣)❡✈✐♦✉1 ❝♦♠♠♦❞✐*✐❡1✱ ❛♥❞ *✇♦

❞✐✛❡)❡♥* ♣)❡✈✐♦✉1 ❝♦♠♠♦❞✐*✐❡1 ✭✜)1*✱ *❤❡ ❝♦♠♣♦1✐*❡ ❝♦♠♠♦❞✐*② ❛♥❞ ❝♦♠♠♦❞✐✲

*✐❡1 1 ❛♥❞ 2❀ *❤❡♥ *❤❡ ❝♦♠♣♦1✐*❡ ❝♦♠♠♦❞✐*② ❛♥❞ ❝♦♠♠♦❞✐*✐❡1 1 ❛♥❞ 3❀ ❛♥❞
✜♥❛❧❧② *❤❡ ❝♦♠♣♦1✐*❡ ❝♦♠♠♦❞✐*② ❛♥❞ ❝♦♠♠♦❞✐*✐❡1 2 ❛♥❞ 3✮✳ ❚❤❡ 1②1*❡♠ ✇✐*❤

*❤❡ ❧♦✇❡) ♣)♦✜* )❛*❡ ✇✐❧❧ ❜❡ *❤❡ ❝❤♦1❡♥ ♦♥❡✳
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❡✛❡❝3✐✈❡ ❞❡♠❛♥❞ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ -❛3❡ ♦❢ ♣-♦✜3 ✇✐❧❧ 3❤❡♥ ❢❛❧❧ ✐♥ 3❤❡ ✜-13 1❡❝3♦-1✱ ❛♥❞

-✐1❡ ✐♥ 3❤❡ 1❡❝♦♥❞✱ ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ ♠♦✈❡♠❡♥3 ♦❢ ❝❛♣✐3❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦- ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇✳

❚❤❡1❡ 1✉❝❝❡11✐✈❡ ♠♦✈❡♠❡♥31 ✇✐❧❧ ❡♥❞ ✇❤❡♥ 3❤❡ ❡✛❡❝3✐✈❡ ❞❡♠❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡

❡①❛❝3❧② 1❛3✐1✜❡❞✿ ❛3 3❤✐1 ♣♦✐♥3✱ 3❤❡ -❛3❡1 ♦❢ ♣-♦✜3 ❛-❡ ❛11✉♠❡❞ 3♦ ❜❡ ✉♥✐❢♦-♠✳

■3 ✐1 3♦ ❜❡ ♥♦3❡❞ 3❤❛3 ❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡1 ✐♥ ♣-♦❞✉❝3✐♦♥ ❛11✉♠❡ ❝♦♥13❛♥3 -❡3✉-♥1 3♦

1❝❛❧❡ ✭❡✈❡♥ ✐❢ 3❤❡ ❛11✉♠♣3✐♦♥ ✐1 ♥♦3 13❛3❡❞✱ ❛❧❧ ❡①❛♠♣❧❡1 ✐♥ ❝❧❛11✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝1
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✈❛❧❡✉$'✳ H❛$ ❝♦♥($❡✱ ♦♥ ♣❡✉( ❡♥✈✐'❛❣❡$ ✉♥ ,(❛( ✐❞,❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉$$❡♥❝❡ (❡❧ <✉❡ ❧❛ ♠♦❜✐❧✐(, ❞✉

❝❛♣✐(❛❧ ❛❜♦✉(✐''❡ F ❧✬,<✉✐$,♠✉♥,$❛(✐♦♥ ❞❡' ❝❛♣✐(❛✉① ❡( ❞✉ ($❛✈❛✐❧✱ ❝✬❡'(✲F✲❞✐$❡ F ❧❛ ❢♦$♠❛(✐♦♥

❞❡ ♣$✐① ❞❡ ♣$♦❞✉❝(✐♦♥✑✳
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❙✐♥❤❛ ❛♥❞ ❉✉♣❡,-✉✐. ✭✷✵✵✾✮ ❛❝-✉❛❧❧② ❞❡♠♦♥.-,❛-❡. -❤❛- -❤❡ ♦♥❧② ❝❛.❡ ✇❤❡,❡

-❤❡ ♣,♦❝❡.. ❛❧✇❛②. ✜♥❞. ❛♥ ❡:✉✐❧✐❜,✐✉♠ ✐. ✇❤❡♥ ,❡❧❛-✐✈❡ ♣,✐❝❡. ❛,❡ ✜①❡❞ ✭✐✳❡✳

❝♦♥.-❛♥- ,❡-✉,♥. -♦ .❝❛❧❡ ❛,❡ ❛..✉♠❡❞✮✱ ,❛-❡. ♦❢ ♣,♦✜-. ❛,❡ ✉♥✐❢♦,♠✱ ❛♥❞ ♦♥❧②

:✉❛♥-✐-✐❡. ❝❤❛♥❣❡✱ ✐✳❡✳ -❤❡ ❝❛.❡ ✇❤❡,❡ -❤❡ ✐♥✐-✐❛❧ ♣,✐❝❡. ❛♥❞ ,❛-❡. ♦❢ ♣,♦✜- ❛,❡

✐♥ ❛♥ ❡:✉✐❧✐❜,✐✉♠ ♣♦.✐-✐♦♥✳

✸✳✸✳✷ ❙✐♥❤❛✿ $❤❡ ♥❡✇ ✐♥$❡*♣*❡$❛$✐♦♥

❙,❛✛❛✬. ✉♥✐❢♦,♠ ,❛-❡ ♦❢ ♣,♦✜- ✐. ❛❝-✉❛❧❧② ❛ ❝♦♥✈❡♥-✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇. ❤✐♠ -♦

❝♦♥.-,✉❝- ❛ .-❛♥❞❛,❞ .②.-❡♠ ✭.❡❡ .✉❜.❡❝-✐♦♥ ✸✳✷✳✸✮✳ ❚❤✐. ✐. ♥♦- ❛♥ ❛..✉♠♣-✐♦♥

❛❜♦✉- -❤❡ ,❡❛❧ .②.-❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ .❡✈❡,❛❧ ❞✐✛❡,❡♥- ,❛-❡. ♦❢ ♣,♦✜-✱ ❜✉-

❛ ❝♦♥✈❡♥-✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❤❡❧♣. ❙,❛✛❛ -♦ ,❡✈❡❛❧ ❤♦✇ -❤❡ ❞✐.-,✐❜✉-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ .✉,♣❧✉.

✐♥✢✉❡♥❝❡. -❤❡ ♣,✐❝❡.✳

✸✳✸✳✷✳✶ ❆%❣✉♠❡♥+ ❛❣❛✐♥.+ +❤❡ ❣%❛✈✐+❛+✐♦♥ ♣%♦❝❡..

❙✐♥❤❛ ❛,❣✉❡. -❤❛- -❤❡ ❣,❛✈✐-❛-✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐.♠ ✐. ♥♦- ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❙,❛✛❛✬. -❤❡♦,②✳

❋✐,.-✱ ❤❡ ✉♥❞❡,❧✐♥❡. -❤❛- ,❡-✉,♥. -♦ .❝❛❧❡ ❛,❡ ♥♦- ❛..✉♠❡❞ -♦ ❜❡ ❝♦♥.-❛♥-

✐♥ ❙,❛✛❛ ✭❙✐♥❤❛✱ ✷✵✵✼✮✿ -❤❡② ❝♦✉❧❞✱ ❜✉- ❛❝-✉❛❧❧② ❙,❛✛❛ ✐. ♥♦- ❝♦♥.✐❞❡,✐♥❣ ❛♥②

❝❤❛♥❣❡ ✐♥ -❤❡ :✉❛♥-✐-② ♣,♦❞✉❝❡❞✳ ❙,❛✛❛ ❜❡❣✐♥. ♣,❡❝✐.❡❧② ❤✐. ❜♦♦❦ ❜② ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣

-❤✐. ♣♦✐♥-✿

✏❆♥②♦♥❡ ❛❝❝✉.-♦♠❡❞ -♦ -❤✐♥❦ ✐♥ -❡,♠. ♦❢ -❤❡ ❡:✉✐❧✐❜,✐✉♠ ♦❢

❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ .✉♣♣❧② ♠❛② ❜❡ ✐♥❝❧✐♥❡❞✱ ♦♥ ,❡❛❞✐♥❣ -❤❡.❡ ♣❛❣❡.✱ -♦

.✉♣♣♦.❡ -❤❛- -❤❡ ❛,❣✉♠❡♥- ,❡.-. ♦♥ ❛ -❛❝✐- ❛..✉♠♣-✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥.-❛♥-

,❡-✉,♥. ✐♥ ❛❧❧ ✐♥❞✉.-,✐❡.✳ ✳✳✳ ■♥ ❢❛❝-✱ ❤♦✇❡✈❡,✱ ♥♦ .✉❝❤ ❛..✉♠♣-✐♦♥ ✐.

♠❛❞❡✳ ◆♦ ❝❤❛♥❣❡. ✐♥ ♦✉-♣✉- ❛♥❞ ✳✳✳ ♥♦ ❝❤❛♥❣❡. ✐♥ -❤❡ ♣,♦♣♦,-✐♦♥.

✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡,❡♥- ♠❡❛♥. ♦❢ ♣,♦❞✉❝-✐♦♥ ❛,❡ ✉.❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❞✉.-,②

❛,❡ ❝♦♥.✐❞❡,❡❞✱ .♦ -❤❛- ♥♦ :✉❡.-✐♦♥ ❛,✐.❡. ❛. -♦ -❤❡ ✈❛,✐❛-✐♦♥ ♦,

❝♦♥.-❛♥❝② ♦❢ ,❡-✉,♥.✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡.-✐❣❛-✐♦♥ ✐. ❝♦♥❝❡,♥❡❞ ❡①❝❧✉.✐✈❡❧②

✇✐-❤ .✉❝❤ ♣,♦♣❡,-✐❡. ♦❢ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ .②.-❡♠ ❛. ❞♦ ♥♦- ❞❡♣❡♥❞ ♦♥

❝❤❛♥❣❡. ✐♥ -❤❡ .❝❛❧❡ ♦❢ ♣,♦❞✉❝-✐♦♥ ♦, ✐♥ -❤❡ ♣,♦♣♦,-✐♦♥. ♦❢ ✬❢❛❝-♦,.✑ ✬

✭❙,❛✛❛✱ ✶✾✻✵✱ R,❡❢❛❝❡✮✳

❆ ❝♦♥✜,♠❛-✐♦♥ ♦❢ -❤✐. ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❤✐. ❧❡--❡, ♦❢ ❉❡❝❡♠❜❡, ✾✱ ✶✾✻✹ -♦ ❆,✉♥

❇♦.❡✱ ❛❢-❡, -❤❡ ❧❛--❡, ❛..✉♠❡. ✐♥ ❛ ♣,❡✈✐♦✉. ❧❡--❡, -❤❛- ❞❡♠❛♥❞ ♣❧❛②. ♦♥❧② ❛

♣❛..✐✈❡ ,♦❧❡ ✐♥ ❙,❛✛❛✬. .②.-❡♠✿

✏■ ❛♠ .♦,,② -♦ ❤❛✈❡ ❦❡♣- ②♦✉, ▼❙ .♦ ❧♦♥❣✖❛♥❞ ✇✐-❤ .♦ ❧✐--❧❡

,❡.✉❧-✳ ❚❤❡ ❢❛❝- ✐. -❤❛- ②♦✉, ♦♣❡♥✐♥❣ .❡♥-❡♥❝❡ ✐. ❢♦, ♠❡ ❛♥ ♦❜.-❛❝❧❡

✇❤✐❝❤ ■ ❛♠ ✉♥❛❜❧❡ -♦ ❣❡- ♦✈❡,✳ ❨♦✉ ✇,✐-❡✿ ✬■- ✐. ❛ ❜❛.✐❝ ♣,♦♣♦.✐-✐♦♥

♦❢ -❤❡ ❙,❛✛❛ -❤❡♦,② -❤❛- ♣,✐❝❡. ❛,❡ ❞❡-❡,♠✐♥❡❞ ❡①❝❧✉.✐✈❡❧② ❜② -❤❡

♣❤②.✐❝❛❧ ,❡:✉✐,❡♠❡♥-. ♦❢ ♣,♦❞✉❝-✐♦♥ ❛♥❞ -❤❡ .♦❝✐❛❧ ✇❛❣❡✕♣,♦✜- ❞✐✲

✈✐.✐♦♥ ✇✐-❤ ❝♦♥.✉♠❡,. ❞❡♠❛♥❞ ♣❧❛②✐♥❣ ❛ ♣✉,❡❧② ♣❛..✐✈❡ ,♦❧❡✬✳ ◆❡✈❡,

❤❛✈❡ ■ .❛✐❞ -❤✐.✿ ❝❡,-❛✐♥❧② ♥♦- ✐♥ -❤❡ -✇♦ ♣❧❛❝❡. -♦ ✇❤✐❝❤ ②♦✉ ,❡✲

❢❡, ✐♥ ②♦✉, ♥♦-❡ ✷✳ ◆♦-❤✐♥❣✱ ✐♥ ♠② ✈✐❡✇✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦,❡ .✉✐❝✐❞❛❧

-❤❛♥ -♦ ♠❛❦❡ .✉❝❤ ❛ .-❛-❡♠❡♥-✳ ❨♦✉ ❛,❡ ❛.❦✐♥❣ ♠❡ -♦ ♣✉- ♠② ❤❡❛❞
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♦♥ $❤❡ ❜❧♦❝❦ +♦ $❤❛$ $❤❡ ✜.+$ ❢♦♦❧ ✇❤♦ ❝♦♠❡+ ❛❧♦♥❣ ❝❛♥ ❝✉$ ✐$ ♦✛

♥❡❛$❧②✳ ❲❤❛$❡✈❡. ②♦✉ ❞♦✱ ♣❧❡❛+❡ ❞♦ ♥♦$ .❡♣.❡+❡♥$ ♠❡ ❛+ +❛②✐♥❣ +✉❝❤

❛ $❤✐♥❣✑ ✭❙.❛✛❛✬+ ♥♦$❡+✱ A ❈✸✷✱ ❝✐$❡❞ ✐♥ ❙✐♥❤❛✱ ✷✵✵✼✮✳

■❢ ❞❡♠❛♥❞ ✇❡.❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣✱ $❤❡ ♣.♦❞✉❝❡❞ H✉❛♥$✐$✐❡+ ✇♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡✳ A.✐❝❡+ ✇♦✉❧❞

$❤❡♥ ❝❤❛♥❣❡ ✐❢ .❡$✉.♥+ ❛.❡ ♥♦$ ❝♦♥+$❛♥$✳ ❚❤✉+ ❛++✉♠✐♥❣ $❤❛$ ❞❡♠❛♥❞ ♣❧❛②+ ❛

♣❛++✐✈❡ .♦❧❡ ✐♥✈♦❧✈❡+ $❤❡ ❛++✉♠♣$✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥+$❛♥$ .❡$✉.♥+ $♦ +❝❛❧❡✱ ❛♥ ❛++✉♠♣$✐♦♥

$❤❛$ ❙.❛✛❛ .❡❢✉+❡+✳ ❆♥❞ ❡✈❡♥ ✐❢ $❤❡ +$❛♥❞❛.❞ +②+$❡♠ ✐+ ❝♦♥+$.✉❝$❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣

❝♦♥+$❛♥$ .❡$✉.♥+ $♦ +❝❛❧❡ $♦ $❤❡ ❞✐✛❡.❡♥$ ♣.♦❝❡++❡+✱ ✐$ +❤♦✉❧❞ ❜❡ .❡♠❡♠❜❡.❡❞

$❤❛$ ✐$ ✐+ ❥✉+$ ❛ $❤❡♦.❡$✐❝❛❧ ❝♦♥+$.✉❝$✐♦♥ ✭✏❛ ♣✉.❡❧② ❛✉①✐❧✐❛.② ❝♦♥+$.✉❝$✐♦♥✑✱

❙.❛✛❛✱ ✶✾✻✵✱ ➓ ✹✸✮ ✇❤♦+❡ ❣♦❛❧ ✐+ $♦ ✏❣✐✈❡ $.❛♥+♣❛.❡♥❝② $♦ ❛ +②+$❡♠ ❛♥❞ .❡♥❞❡.

✈✐+✐❜❧❡ ✇❤❛$ ✇❛+ ❤✐❞❞❡♥✑ ✭❙.❛✛❛✱ ✶✾✻✵✱ ➓ ✸✶✮✳

❙✐♥❤❛ $❤❡♥ +❤♦✇+ $❤❛$ ❙.❛✛❛ ✐+ ♥♦$ ❝♦♥+✐❞❡.✐♥❣ ❛ +②+$❡♠ ✐♥ ❛♥ ❡H✉✐❧✐❜.✐✉♠

♣♦+✐$✐♦♥✿ ✏❙.❛✛❛ ❤❛❞ $❛❦❡♥ ❛ ♣❤✐❧♦+♦♣❤✐❝❛❧ ♦. ♠❡$❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣♦+✐$✐♦♥ $❤❛$

$❤❡ $❤❡♦.❡$✐❝❛❧ ✉♥❞❡.+$❛♥❞✐♥❣ ♠✉+$ ❜❡ ❜✉✐❧$ ♦♥ ♦♥❧② $❤✐♥❣+ $❤❛$ ❛.❡ ✐❞❡❛❧❧②

♦❜+❡.✈❛❜❧❡ ❛♥❞✱ $❤✉+✱ ♥♦ +✉❜❥❡❝$✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥$ ✭+✉❝❤ ❛+ ❵✐♥❞✉❝❡♠❡♥$✬✮ +❤♦✉❧❞ ❡♥$❡.

❤✐+ ❡H✉❛$✐♦♥+✑ ✭❙✐♥❤❛✱ ✷✵✶✷✮✳ ❚❤✉+ ❤❡ ♦♥❧② ✇❛♥$+ $♦ ❞❡❛❧ ✇✐$❤ .❡❛❧ +✐$✉❛$✐♦♥+✱

❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛$ ♣.❡+❡♥$ .❡❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝ +②+$❡♠+✳

✶✼

❆ ❣♦♦❞ ❝♦♥✜.♠❛$✐♦♥ ♦❢ $❤✐+

+$❛$❡♠❡♥$ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ $❤❡ ❞.❛❢$ ♣.❡❢❛❝❡ ♦❢ ❤✐+ ❜♦♦❦ $❤❛$ ❙.❛✛❛ ✇.♦$❡ ✐♥

✶✾✺✼✿

✏❚❤✐+ ✐+ ♥♦$ ♣.♦♣♦+❡❞ ❛+ ❛ ❝♦♠♣❧❡$❡ +②+$❡♠ ♦❢ ❡H✉✐❧✐❜.✐✉♠✳ ❚❤❡

❞❛$❛ ❛++✉♠❡❞ ❛.❡ ♥♦$ +✉✣❝✐❡♥$ $♦ ❞❡$❡.♠✐♥❡ ❡✐$❤❡. ❞✐+$.✐❜✉$✐♦♥ ♦.

✈❛❧✉❡+✳ ❖♥❧② $❤❡ ❡✛❡❝$+ ♦❢ ❤②♣♦$❤❡$✐❝❛❧✱ ❛.❜✐$.❛.✐❧② ❛++✉♠❡❞ ❡①$.❛

❞❛$❛ ✭+✉❝❤ ❛+ ✇❛❣❡+✱ ♦. $❤❡ .❛$❡ ♦❢ ♣.♦✜$+✮ ❛.❡ ❞✐+❝✉++❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ■$

✐+ ♦✛❡.❡❞ ❛+ ❛ ♣.❡❧✐♠✐♥❛.② ❛♥❞ $❤❡.❡ ✐+ ♥♦ ❛ ♣.✐♦.✐ .❡❛+♦♥ ✇❤②✱

♦♥ $❤❡ ❜❛+✐+ ♦❢ ✐$✱ ❛♥ ❡H✉✐❧✐❜.✐✉♠ +②+$❡♠ +❤♦✉❧❞ ❜❡ ❜✉✐❧$✿ $❤❡.❡ ✐+

+♦♠❡ .♦♦♠ ❧❡❢$ ❢♦. ✐$✱ ❛+ $❤✐+ ✐+ ❝♦♥❢❡++❡❞❧② ✐♥❞❡$❡.♠✐♥❛$❡❀ ❜✉$ $❤❡

H✉❡+$✐♦♥ ✐+ ✇❤❡$❤❡. $❤❡.❡ ✐+ .♦♦♠ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦. $❤❡ ♠❛.❣✐♥❛❧ +②+$❡♠✳

✭❉✸✴✶✷✴✹✻✿✷✵✱ ❞❛$❡❞ ✷ ❆♣.✐❧ ✶✾✺✼✱ ❝✐$❡❞ ✐♥ ❙✐♥❤❛✱ ✷✵✶✸✮

✸✳✸✳✷✳✷ ❆$❣✉♠❡♥* ❛❣❛✐♥-* *❤❡ ❡/✉✐❧✐❜$✐✉♠ $❛*❡ ♦❢ ♣$♦✜*

❙.❛✛❛ ❞❡+❝.✐❜❡+ $❤✐+ +②+$❡♠ ♦❢ ✈❛❧✉❡✱ ✐♥ ❛ ♥♦$❡ ❢.♦♠ ✶✾✷✼✲✶✾✸✶✱ ✐♥ $❤✐+ ✇❛②✿

✏❚❤❡ +✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ❡H✉❛$✐♦♥+ ✐+ +✐♠♣❧② $❤✐+✿ $❤❛$ ✐❢ ❛ ♠❛♥

❢❡❧❧ ❢.♦♠ $❤❡ ♠♦♦♥ ♦♥ $❤❡ ❡❛.$❤✱ ❛♥❞ ♥♦$❡❞ $❤❡ ❛♠♦✉♥$ ♦❢ $❤✐♥❣+

❝♦♥+✉♠❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❢❛❝$♦.② ✳ ✳ ✳ ❞✉.✐♥❣ ❛ ②❡❛. ❤❡ ❝♦✉❧❞ ❞❡❞✉❝❡ ❛$

✇❤✐❝❤ ✈❛❧✉❡+ $❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐$✐❡+ ♠✉+$ ❜❡ +♦❧❞✱ ✐❢ $❤❡ .❛$❡ ♦❢ ✐♥$❡.❡+$

✶✼

❆♥♦#❤❡& ♥♦#❡ ❢&♦♠ ❙&❛✛❛ ,❤♦✇, ❤✐, ✇✐❧❧✐♥❣♥❡,, #♦ ❜❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥# ♦♥❧② ♦♥ ✐♥♣✉#, ♦❢ ❝✐&✲

❝✉❧❛#✐♥❣ ❝❛♣✐#❛❧ #♦ ❛,,❡&# ♣&✐❝❡,✿ ✏❲❤② ❞♦ ✇❡ ✇❛♥# #♦ &❡❞✉❝❡ ❋✐①❡❞ ❈❛♣✳ #♦ ❈✐&❝✉❧❛#✐♥❣

❈❛♣✐#❛❧❄ ❇❡❝❛✉,❡ ✇❡ ♠✉,# ♣&♦✈❡ #❤❛# #❤❡ ♦♥❧② B✉❛♥#✐#✐❡, ✇❤♦,❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐, &❡B✉✐&❡❞ #♦

❞❡#❡&♠✐♥❡ ♣&✐❝❡, ❛&❡ #❤❡ ❈❛♣✐#❛❧ ■♥♣✉#,❀ ✇❤✐❧❡ #❤❡ ❈❛♣✐#❛❧ ❙#♦❝❦ ✐, ♥♦# &❡B✉✐&❡❞✱ ❛♥❞ ❛♥②❤♦✇

✐, ♦♥❧② ❛ ❞❡&✐✈❡❞ B✉❛♥#✐#②✱ ❞❡&✐✈❡❞ ❢&♦♠ #❤❡ ✐♥♣✉#,✑ ✭❙&❛✛❛✬, ♥♦#❡,✱ ❉✸✴✶✷✴✷✼✿ ✹✻ ✭✶ ✕ ✺✮

✳✳✳✱ ❝✐#❡❞ ✐♥ ❑✉&③ ❛♥❞ ❙❛❧✈❛❞♦&✐✱ ✷✵✵✺✮✳ ■❞❡❛❧❧② ♣&✐❝❡, ,❤♦✉❧❞ ♥♦# #❤❡&❡❢♦&❡ ❜❡ ✐♥❢❡&&❡❞ ❢&♦♠

,✉❜❥❡❝#✐✈❡ ❛♣♣&❡❝✐❛#✐♦♥✱ ❜✉# ♦♥❧② ❢&♦♠ ♦❜,❡&✈❛❜❧❡ ❞❛#❛ ✭B✉❛♥#✐#✐❡, ❡①❝❤❛♥❣❡❞✮✳ ❍❡ ✇❛, ,♦

❞❡#❡&♠✐♥❡❞ ✐♥ #❤✐, ❞✐&❡❝#✐♦♥ #❤❛# ❤❡ ✇❛, ❡✈❡♥ &❡❧✉❝#❛♥# #♦ ✉,❡ #❤❡ ❛♠♦&#✐,❛#✐♦♥ #❡❝❤♥✐B✉❡ ♦♥

✜①❡❞ ❝❛♣✐#❛❧ ✭,❡❡ ❑✉&③ ❛♥❞ ❙❛❧✈❛❞♦&✐✱ ✷✵✵✺ ♦♥ #❤✐, ♣♦✐♥#✮✳



❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ◆❊❖✲❘■❈❆❘❉■❆◆ ❊❈❖◆❖▼■❈❙ ✺✶

♠✉$% ❜❡ ✉♥✐❢♦,♠ ❛♥❞ %❤❡ ♣,♦❝❡$$ ♦❢ ♣,♦❞✉❝%✐♦♥ ,❡♣❡❛%❡❞✳ ■♥ $❤♦,%✱

%❤❡ ❡5✉❛%✐♦♥$ $❤♦✇ %❤❛% %❤❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥$ ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛,❡ ❡♥%✐,❡❧②

❞❡%❡,♠✐♥❡❞ ❜② %❤❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥$ ♦❢ ♣,♦❞✉❝%✐♦♥✳ ✭❉✸✴✶✷✴✼✱ ❡♠♣❤❛$✐$

❛❞❞❡❞✱ ❝✐%❡❞ ✐♥ ❙✐♥❤❛✱ ✷✵✶✷✮✳

❇✉% ❙✐♥❤❛ ♥♦%❡$ %❤❛% ✐♥ ❙,❛✛❛✬$ ❜♦♦❦✱ %❤❡ %❡,♠ ✏✐❢✑ ❤❛$ ❞✐$❛♣♣❡❛,❡❞✿ ✏✇❡ ❛❞❞

%❤❡ ,❛%❡ ♦❢ ♣,♦✜% ✭✇❤✐❝❤ ♠✉$% ❜❡ ✉♥✐❢♦,♠ ❢♦, ❛❧❧ ✐♥❞✉$%,✐❡$✮ ❛$ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ✳✳✳✑

✭❙,❛✛❛✱ ✶✾✻✵✱ ➓ ✹✮✳ ❚❤✐$ ❝❤❛♥❣❡✱ ❢♦, ❙✐♥❤❛ ✭✷✵✶✷✮✱ ❤❛$ ❜❡❡♥ ❝❛✉$❡❞ ❜② ❙,❛✛❛✬$

❞✐$❝♦✈❡,② ♦❢ %❤❡ $%❛♥❞❛,❞ $②$%❡♠ ✐♥ %❤❡ ✶✾✹✵$✳

■♥ %❤✐$ ❦✐♥❞ ♦❢ $②$%❡♠ ♠❛❞❡ ✉♣ ♦♥❧② ❜② ❜❛$✐❝ ❝♦♠♠♦❞✐%✐❡$ ❛♥❞ ❜❛$✐❝ ✐♥✲

❞✉$%,✐❡$✱ %❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ,❛%❡ ♦❢ ♣,♦✜% ❛♣♣❡❛,$ %♦ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜② %❤❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥$

♦❢ ♣,♦❞✉❝%✐♦♥✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥%❧② ❢,♦♠ %❤❡ ♣,✐❝❡$✳ ❆♥❞ %❤✐$ $②$%❡♠ ♣,♦❞✉❝❡$ %❤❡

$%❛♥❞❛,❞ ❝♦♠♠♦❞✐%②✱ ✇❤✐❝❤ ✐$ %❤❡ ♦♥❧② ❝♦♠♠♦❞✐%② ✇❤♦$❡ ♣,✐❝❡ ✐$ ♥♦% ❛✛❡❝%❡❞

❜② ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❞✐$%,✐❜✉%✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤✱ ✐❢ %❛❦❡♥ ❛$ %❤❡ ♥✉♠❡,❛✐,❡✱ ❛❧❧♦✇$ %❤❡

,❡❧❛%✐♦♥$❤✐♣ ❜❡%✇❡❡♥ ,❛%❡ ♦❢ ♣,♦✜%$ ❛♥❞ ✇❛❣❡ %♦ ❜❡ ❧✐♥❡❛,✳ ❚❤✉$ %❤❡ ❝♦♥✈❡♥✲

%✐♦♥ ♦❢ ❛ ✉♥✐❢♦,♠ ,❛%❡ ♦❢ ♣,♦✜%$ ✐$ ❥✉$%✐✜❡❞✿ ✇✐%❤ %❤✐$ ❝♦♥✈❡♥%✐♦♥ %❤❡ $%❛♥❞❛,❞

$②$%❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥$%,✉❝%❡❞✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ♣,♦✈❡ %❤❛% %❤❡ ,❛%❡ ♦❢ ♣,♦✜% ✐$ ❛ ♥♦♥✲

♣,✐❝❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ❜✉% ❛ ♣❤②$✐❝❛❧ ❝♦♥$❡5✉❡♥❝❡ ♦❢ %❤❡ ❢❛❝% %❤❛% %❤❡ $②$%❡♠ ✐$

♣,♦❞✉❝✐♥❣ ❛ $✉,♣❧✉$✳ ❋✉,%❤❡,♠♦,❡✱ ✇✐%❤ %❤✐$ $%❛♥❞❛,❞ $②$%❡♠✱ ❞✐$%,✐❜✉%✐♦♥ ❝❛♥

❜❡ ❦♥♦✇♥ ♣,✐♦, %♦ ♣,✐❝❡$✱ ❛♥❞ %❤✉$ ❛❧$♦ ❛♣♣❡❛,$ ❛$ ❛ ♥♦♥✲♣,✐❝❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✿ ✐%

✐$ ❛ ♣♦❧✐%✐❝❛❧ ♦♥❡✳

✶✽

❆$ %❤❡ ,❡❛❧ $②$%❡♠ ✐$ ❝♦♠♣♦$❡❞ ♦❢ %❤❡ $❛♠❡ ❡5✉❛%✐♦♥$ ♠✉❧%✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛ ♣♦$✐✲

%✐✈❡ ,❡❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥%✱ %❤❡ ,❛%❡$ ♦❢ ♣,♦✜% ❛♥❞ %❤❡ ♣,✐❝❡$ ❛,❡ ♥♦% ❝❤❛♥❣❡❞ ❞✉,✐♥❣ %❤❡

❝♦♥$%,✉❝%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ $%❛♥❞❛,❞ $②$%❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡,✱ %❤❡ ❛❣❣,❡❣❛%❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ,❛%❡

♦❢ ♣,♦✜% ✭%❤❡ ,❛%❡ ♦❢ ♣,♦✜% ♦❢ %❤❡ ❛❞❞✐%✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♣,♦❝❡$$❡$✱ ✇✐%❤ ✇❛❣❡ ❡5✉❛❧$

%♦ ③❡,♦✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐✛❡,❡♥%✳ ❖♥❧② ✐❢ %❤❡ ,❛%❡ ♦❢ ♣,♦✜%$ ❛,❡ ❛❧,❡❛❞② ✉♥✐❢♦,♠ ✐♥ %❤❡

,❡❛❧ $②$%❡♠✱ %❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❣❣,❡❣❛%❡❞ ,❛%❡ ♦❢ ♣,♦✜%$ ✇✐❧❧ ❜❡ %❤❡ $❛♠❡ ✐♥ %❤❡

,❡❛❧ ❛♥❞ ✐♥ %❤❡ $%❛♥❞❛,❞ $②$%❡♠✳

▲❡% ✉$ ❧♦♦❦ ❛% %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ,❡❛❧ $②$%❡♠ ♦❢ ♣,♦❞✉❝%✐♦♥✱ ✇✐%❤ ♦♥❧② ❜❛$✐❝

❝♦♠♠♦❞✐%✐❡$ ❛♥❞ ❜❛$✐❝ ✐♥❞✉$%,✐❡$ ✭✇❡ ❤❛✈❡ %❤❡ $❛♠❡ $②$%❡♠ ✐♥ ❙,❛✛❛✱ ✶✾✻✵✱ ➓

✷✺✮ ✿

90 iron + 120 coal + 60wheat + 3
16 labour → 180 iron

50 iron + 125 charbon + 150wheat + 5
16 labour → 450 coal

40 fer + 40 charbon + 200wheat + 8
16 labour → 480wheat

✭✸✳✺✹✮

✶✽

❚❤✐# ❢❛❝' '❤❛' '❤❡ ✉♥✐❢♦,♠ ,❛'❡ ♦❢ ♣,♦✜' ✐# ❛ ❝♦♥✈❡♥'✐♦♥ ✇❛# ❛❧#♦ ♣♦✐♥'❡❞ ♦✉' ❜② ❍✐❝❦#✿

✏❙,❛✛❛ ❧❡❛✈❡# ✉# '♦ ✜♥❞ ♦✉' ✇❤❛' ❤✐# ♣,✐❝❡# ❛,❡✱ ❜✉' ■ ❞♦✉❜' ✐❢ '❤❡② ❛,❡

❡>✉✐❧✐❜,✐✉♠ ♣,✐❝❡#✳ ❚❤❡② #❡❡♠ '♦ ❜❡ ♣,✐❝❡# ✇❤✐❝❤ ❛,❡ #❡' ✉♣♦♥ ♣,♦❞✉❝'#✱ ❜②

'❤❡✐, ♣,♦❞✉❝❡,#✱ ❛❝❝♦,❞✐♥❣ '♦ #♦♠❡ ,✉❧❡✳ ◆♦✇ ✐' ✐# ♣❡,❢❡❝'❧② ',✉❡ '❤❛' ✇❡ ❛,❡

♥♦✇❛❞❛②# ❢❛♠✐❧✐❛, ✇✐'❤ '❤❛' ♠❡'❤♦❞ ♦❢ ♣,✐❝❡✲✜①✐♥❣✱ ❜② ✏♠❛,❦✲✉♣✑❀ ❜✉' ✇❤❡♥

'❤❛' ♠❡'❤♦❞ ✐# ✉#❡❞✱ '❤❡ ,❛'❡ ♦❢ ♣,♦✜' '❤❛' ✐# ✉#❡❞ '♦ ❡#'❛❜❧✐#❤ '❤❡ ♠❛,❦✲✉♣ ✐#

❝♦♥✈❡♥'✐♦♥❛❧✳ ◆♦✇ ✐' ♠❛② ❜❡ '❤❛' ❙,❛✛❛ ✇❛♥'# ✉# '♦ '❤✐♥❦ ♦❢ ❤✐# ,❛'❡ ♦❢ ♣,♦✜'

❛# ❜❡✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥'✐♦♥❛❧❀ ❛♥❞ '❤❛' '❤❡ ✉♥✐❢♦,♠✐'② ♦❢ '❤❡ ,❛'❡ ♦❢ ♣,♦✜' '❤,♦✉❣❤♦✉'

❤✐# #②#'❡♠✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❤❡ ♠❛❦❡# #♦ ♠✉❝❤✱ ✐# ❥✉#' ❛ ✉♥✐❢♦,♠✐'② ♦❢ ❝♦♥✈❡♥'✐♦♥✑

✭❍✐❝❦#✱ ✶✾✽✺✱ ❝✐'❡❞ ✐♥ ❙✐♥❤❛✱ ✷✵✶✷✮✳
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❚❤❡ ♣&✐❝❡ )②)+❡♠ ♦❢ ❙&❛✛❛ ✐) +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡✿

(90pi + 120pc + 60pw) (1 + ri) +
3
16w = 180pi

(50pi + 125pc + 150pw) (1 + rc) +
5
16w = 450pc

(40pi + 40pc + 200pw) (1 + rw) +
8
16w = 480pw

✭✸✳✺✺✮

■❢ +❤❡ ✇❛❣❡ ✐) ❣✐✈❡♥ ❢&♦♠ ♦✉+)✐❞❡✱ ❢♦& ✐♥)+❛♥❝❡ )❡+ +♦ ③❡&♦✱ ❛♥❞ ✐❢ ♦♥❡ ♣&✐❝❡ ✐)

✉)❡❞ ❛) +❤❡ ♥✉♠❡&❛✐&❡✱ ✇❡ ❛&❡ ❧❡❢+ ✇✐+❤ ✺ ✉♥❦♥♦✇♥) ❛♥❞ ✸ ❡B✉❛+✐♦♥)✳ ❚❤✉) +❤❡

)②)+❡♠ ❝❛♥♥♦+ ❜❡ )♦❧✈❡❞✳ ❋✉&+❤❡&♠♦&❡ ✇❡ )❡❡ +❤❛+ +❤❡ ❛❣❣&❡❣❛+❡❞ ♠❛①✐♠❛❧

&❛+❡ ♦❢ ♣&♦✜+ ❞❡♣❡♥❞) ♦♥ +❤❡ ♣&✐❝❡)✿

R =
165pc + 70pw

180pi + 285pc + 410pw
✭✸✳✺✻✮

❍♦✇❡✈❡&✱ ✐+ ✐) ♣♦))✐❜❧❡ +♦ ❝♦♥)+&✉❝+ ❛ )+❛♥❞❛&❞ )②)+❡♠ ❜② ♠✉❧+✐♣❧②✐♥❣ ❛❧❧

❡B✉❛+✐♦♥) ✇✐+❤♦✉+ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ +♦+❛❧ ❧❛❜♦&✱ )♦ ❡❛❝❤ ❣♦♦❞ ❛♣♣❡❛&) ✐♥ +❤❡ )❛♠❡

♣&♦♣♦&+✐♦♥ ✐♥ +❤❡ ✐♥♣✉+) ❛♥❞ ✐♥ +❤❡ )✉&♣❧✉)✿

120 iron + 160 coal + 80wheat + 1
4 labour → 240 iron

40 iron + 100 coal + 120wheat + 1
4 labour → 360 coal

40 iron + 40 coal + 200wheat + 2
4 labour → 480wheat

✭✸✳✺✼✮

❚❤✉) ✇❡ )❡❡ +❤❛+ +❤❡ ❛✈❡&❛❣❡ ♠❛①✐♠❛❧ &❛+❡ ♦❢ ♣&♦✜+ ♦❢ +❤❡ )+❛♥❞❛&❞ )②)+❡♠

❞♦❡) ♥♦+ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♣&✐❝❡) ❛♥②♠♦&❡✿

G =
40 iron + 60 coal + 80wheat

200 iron + 300 coal + 400wheat
=

1

5
✭✸✳✺✽✮

◆♦✇ +❤❡ ♦♥❧② ♣♦))✐❜❧❡ )❡+ ♦❢ ♣&✐❝❡) ✇❤✐❝❤ ❡♥)✉&❡) +❤❛+ R = G ✐) +❤❡ )❡+

♦❢ ♣&✐❝❡ ✇❤✐❝❤ ❡♥)✉&❡) +❤❛+ +❤❡ &❛+❡) ♦❢ ♣&♦✜+ ❛&❡ ✉♥✐❢♦&♠ ✐♥ +❤❡ &❡❛❧ )②)+❡♠✳

■❢ +❤❡ ✇❛❣❡ ❜❡❝♦♠❡) ♣♦)✐+✐✈❡✱ +❤❛+ ❞♦❡) ♥♦+ ♠♦❞✐❢② +❤✐) ✜♥❞✐♥❣✳ ■❢ ✇❡ ♣❛②

+❤❡ ✇❛❣❡ ✐♥ +❤❡ )+❛♥❞❛&❞ ❝♦♠♠♦❞✐+②✱ +❤❡ ♣&♦♣♦&+✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❣♦♦❞ ❜❡+✇❡❡♥

+❤❡ )✉&♣❧✉) ❛♥❞ +❤❡ ✐♥♣✉+) ✇✐❧❧ &❡♠❛✐♥ ✉♥✐❢♦&♠✳ ❆♥❞ ✐❢ +❤❡ ♥✉♠❡&❛✐&❡ ✐) +❤❡

)+❛♥❞❛&❞ ❝♦♠♠♦❞✐+②✱ ✐✳❡✳ ❤❡&❡ 40pi + 60pc + 80pw = 1✱ ✇❡ )❡❡ +❤❛+ +❤❡&❡ ✐) ❛

❧✐♥❡❛& &❡❧❛+✐♦♥ ❜❡+✇❡❡♥ +❤❡ ✇❛❣❡ ❛♥❞ +❤❡ ❛✈❡&❛❣❡ &❛+❡ ♦❢ ♣&♦✜+✿

r = R(1− w) ✭✸✳✺✾✮

❆❢+❡& +❤❡ ♣✉❜❧✐❝❛+✐♦♥ ♦❢ ❤✐) ❜♦♦❦✱ ❙&❛✛❛ ✇&♦+❡ +❤❛+✿ ✏+❤❡ ✇❛❣❡ ❛♥❞ +❤❡

❛❣❣&❡❣❛+❡ ♣&♦✜+ ♦❢ &❡❛❧✐+② ❛&❡✱ ❛+ ❜❡)+✱ &♦✉❣❤ ❛♣♣&♦①✐♠❛+✐♦♥) ♦❢ +❤❡ )+❛♥❞❛&❞

✇❛❣❡ ❛♥❞ ♣&♦✜+✳ ❇✉+ +❤❡ &❛+❡ ♦❢ ♣&♦✜+ ♦❢ &❡❛❧✐+② ✐) ✐❞❡♥+✐❝❛❧ +♦ +❤❛+ ♦❢ +❤❡

)+❛♥❞❛&❞✑ ✭Q❙Q✱ ❉✸✴✶✷✴✶✶✶✴✶✸✾✱ ❝✐+❡❞ ✐♥ ❙✐♥❤❛✱ ✷✵✶✷✮✳ ❚❤❡ ✬&❛+❡ ♦❢ ♣&♦✜+ ♦❢

&❡❛❧✐+②✬ ❝❛♥ ♦♥❧② ♠❡❛♥ +❤❡ &❛+❡ ♦❢ ♣&♦✜+ +❤❛+ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜♥❞ ✐❢ ✇❡ ❛♣♣❧② +❤❡ ❝♦♥✲

✈❡♥+✐♦♥ +❤❛+ +❤❡ &❛+❡ ♦❢ ♣&♦✜+) ❛&❡ ✉♥✐❢♦&♠✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ +❤✐) ❝♦♥✈❡♥+✐♦♥✱ ❙&❛✛❛

✐) ❥✉)+ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛+ +❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣&♦♣❡&+✐❡) ♦❢ +❤❡ &❡❛❧ )②)+❡♠ ♦❢ ♣&♦❞✉❝+✐♦♥✿

✏◆♦✇ ■ ❛♠ ♥♦+ ❛))✉♠✐♥❣ ❛♥② ❢♦&❝❡)✿ ■ )✐♠♣❧② )❛② +❤❛+✱ ✐❢ +❤❡

✈❛❧✉❡) ✇✐❧❧ ✐♥ &❡❛❧✐+② ❜❡ ❛) ❣✐✈❡♥ ❜② +❤❡ ❡B✉❛+✐♦♥) ❝❡&+❛✐♥ ❝♦♥❞✐+✐♦♥)



❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ◆❊❖✲❘■❈❆❘❉■❆◆ ❊❈❖◆❖▼■❈❙ ✺✸

✇✐❧❧ ❜❡ '❛)✐'✜❡❞ ✐❢ ♥♦) )❤❡② ✇✐❧❧ ♥♦) ❜❡ '❛)✐'✜❡❞✳ ■♥ )❤✐' ❝❛'❡✱ ♣6♦❢✲

✐)' ✇✐❧❧ ❜❡❛6 ❞✐✛❡6❡♥) ♣6♦♣♦6)✐♦♥' )♦ ❝❛♣✐)❛❧ ✐♥ ❞✐✛❡6❡♥) ✐♥❞✉')6✐❡'✳

❙✐♥❝❡ )❤✐' ❤❛♣♣❡♥' )♦ ❛ ❝♦♥'✐❞❡6❛❜❧❡ ❡①)❡♥) ✐♥ 6❡❛❧✐)②✱ )❤✐' ♠❡❛♥'

)❤❛) )❤❡ ✈❛❧✉❡' ✐♥ )❤❡ ♠❛6❦❡) ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐✛❡6❡♥) ❢6♦♠ )❤♦'❡ ✐♥ )❤❡

❡?✉❛)✐♦♥'✳✑ ✭❉✸✴✶✷✴✼✱ ♥♦)❡ ❢6♦♠ ✶✾✷✽✱ ❝✐)❡❞ ✐♥ ❙✐♥❤❛✱ ✷✵✶✷✮✳

✸✳✸✳✸ ❙#❛✛❛✬' (❤❡♦#② ♦❢ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ (❤❡ #❡❧❛(✐♦♥ ✇✐(❤ ▼❛"①✬'

❧❛❜♦# (❤❡♦#② ♦❢ ✈❛❧✉❡

❙6❛✛❛ ❛''✉♠❡' )❤❛) )❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦✉)♣✉)' ❡?✉❛❧' )❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐♥♣✉)'✳ ■❢ )❤❡

♦✉)♣✉) ✐' ✐♥ ❡①❝❡'' ✈✐'✲K✲✈✐' )❤❡ ✐♥♣✉)'✱ )❤❡ ❞✐✛❡6❡♥❝❡ ❜❡)✇❡❡♥ ❜♦)❤ ?✉❛♥)✐)✐❡'

✭✐✳❡✳ )❤❡ '✉6♣❧✉'✮ ✐' ❞✐')6✐❜✉)❡❞ ❜❡)✇❡❡♥ ♣6♦✜)' ❛♥❞ ✇❛❣❡'❀ )❤❡♥ )❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢

)❤❡ ♦✉)♣✉)' ❝♦✈❡6' )❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ )❤❡ ✐♥♣✉)' ♣❧✉' )❤❡ ✇❛❣❡' ❛♥❞ )❤❡ ♣6♦✜)'✳ ❚❤✉'

)❤❡ ✈❛❧✉❡ ❞❡♣❡♥❞' ♦♥ )❤❡ ❝♦♥❞✐)✐♦♥' ♦❢ ♣6♦❞✉❝)✐♦♥✱ ❛♥❞ ♦♥ )❤❡ ❞✐')6✐❜✉)✐♦♥✳

■) ❡①♣6❡''❡' )❤♦'❡ 6❛)✐♦' )❤❛) ❛6❡ ♥❡❝❡''❛6② ✐♥ ♦6❞❡6 )♦ 6❡♣❡❛) )❤❡ ♣6♦❞✉❝)✐♦♥

♣6♦❝❡'' ❛♥❞ )♦ ❞✐')6✐❜✉)❡ )❤❡ '✉6♣❧✉' ❛❝❝♦6❞✐♥❣ )♦ ❛ 6✉❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐' ❣✐✈❡♥ ❢6♦♠

)❤❡ ♦✉)'✐❞❡✳ ❚❤❡ )❤❡♦6② ♦❢ ❙6❛✛❛ ❛❧❧♦✇' ✉' )♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝❧❡❛6 ❞✐')✐♥❝)✐♦♥ ❜❡)✇❡❡♥

)❤6❡❡ ❞✐✛❡6❡♥) ❡❝♦♥♦♠✐❝ ?✉❡')✐♦♥'✿

✶✳ ❚❤❡ ?✉❡')✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ❢♦6❝❡' ❜❡❤✐♥❞ )❤❡ ♣6❡'❡♥) ❝♦♥❞✐)✐♦♥' ♦❢ ♣6♦❞✉❝)✐♦♥

✭❞❡)❡6♠✐♥❛♥)' ♦❢ ✐♥✈❡')♠❡♥)' ❛♥❞ )❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡✮

✷✳ ❚❤❡ ?✉❡')✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ❢♦6❝❡' ❜❡❤✐♥❞ )❤❡ ♣6❡'❡♥) ❞✐')6✐❜✉)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ '✉6♣❧✉'

✭♣♦✇❡6 6❡❧❛)✐♦♥' ❜❡)✇❡❡♥ ❝❧❛''❡'✮

✸✳ ❚❤❡ ?✉❡')✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ )❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐)✐❡'✳
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✐' ♣♦''✐❜❧❡ )♦ ❝❛❧❝✉❧❛)❡ )❤❡ ✈❛❧✉❡' ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♠♦❞✐)②✳ ❍✐' )❤❡♦6② ♦❢ ✈❛❧✉❡ ✐'
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✹✳✷✳✸✮✳
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❜♦♦❦✱ ❙6❛✛❛ ✉'❡' ❧❛❜♦6 ❝♦❡✣❝✐❡♥)' ❢♦6 ❛❧❧ ♣6♦❝❡''❡'✳ ❆♥❞ ❤❡ ❡①♣❧❛✐♥' )❤❛)✱ ✐❢

♣6❡✈✐♦✉'❧② ♥♦ ❧❛❜♦6 ❝♦❡✣❝✐❡♥) ✇❡6❡ ✉'❡❞✱ ✐) ✇❛' ❜❡❝❛✉'❡✿ ✏✇❡ ❤❛✈❡ ✉♣ )♦ )❤✐'

♣♦✐♥) 6❡❣❛6❞❡❞ ✇❛❣❡ ❛' ❝♦♥'✐')✐♥❣ ♦♥ )❤❡ '❛♠❡ ❢♦♦)✐♥❣ ❛' )❤❡ ❢✉❡❧ ❢♦6 )❤❡ ❡♥❣✐♥❡'
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❼ ■# ♠✉&# ❜❡ ♣*♦❞✉❝❡❞✱ ✐✳❡✳ ❛# ❧❡❛&# &♦♠❡ ❧❛❜♦* ♠✉&# ❜❡ ❝♦♥&✉♠❡❞ ✐♥ ♦*❞❡*

#♦ ❣❡# #❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐#②✳

❆& ❛❧❧ ♣*♦❞✉❝#✐♦♥ ♥❡❡❞& ❤✉♠❛♥ ❧❛❜♦*✱ ✐# ✐& #❤❡♥ ♣♦&&✐❜❧❡ #♦ *❡❞✉❝❡ ❛❧❧ ♣*✐❝❡&

✐♥#♦ ❛♠♦✉♥#& ♦❢ ❧❛❜♦*✳ ❚❤❡ ♣*✐❝❡& &♦❧✉#✐♦♥✱ ✐♥ &②&#❡♠ ✸✳✸✹✱ ✐& ❣❡♥❡*❛❧❧② ✇*✐##❡♥✿

p = [I− (1 + π)A]
−1

lw ✭✸✳✻✵✮

■♥ #❤❡ ❝❛&❡ ✇❤❡*❡ π = 0 ❛♥❞ ✐❢ ✇❡ #❛❦❡ ✇❛❣❡ ❛& #❤❡ ♥✉♠❡*❛✐*❡✱ ✐✳❡✳ w = 1✱
✇❡ ❣❡# ❛ &✐♠♣❧✐✜❡❞ *❡❧❛#✐♦♥✿

v = p = (I−A)
−1

l ✭✸✳✻✶✮

❲✐#❤ v #❤❡ ✈❡*#✐❝❛❧❧② ✐♥#❡❣*❛#❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥#& ♦❢ ❧❛❜♦*✱ *❡♣*❡&❡♥#✐♥❣ ✏H✉❛♥✲

#✐#✐❡& ♦❢ ❧❛❜♦* ❞✐*❡❝#❧② ❛♥❞ ✐♥❞✐*❡❝#❧② ✬❡♠❜♦❞✐❡❞✬ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❤②&✐❝❛❧ ✉♥✐# ♦❢ #❤❡

❝♦♠♠♦❞✐#✐❡& ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ ✉♣ #❤❡ ♥❡# ♣*♦❞✉❝# ♦❢ #❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ &②&#❡♠ ✭✇❤❛#

▼❛*① ❝❛❧❧❡❞ ✬✈❛❧✉❡&✬✱ ❜② ❞❡✜♥✐#✐♦♥✮✑ ✭N❛&✐♥❡##✐✱ ✶✾✼✺✱ ♣✳ ✼✻✮✳
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■♥ #❤✐& ❣❡♥❡*❛❧ ❝❛&❡✱ ✐# ✐& ♣♦&&✐❜❧❡ #♦ ❞❡❝♦♠♣♦&❡ #❤❡ ♣*✐❝❡& ✐♥ #❤❡ ❢♦*♠ ♦❢ ❛

♣♦✇❡* &❡*✐❡&✿

p = wl+ (1 + π)Alw + (1 + π)
2
A2lw + . . . ✭✸✳✻✷✮

❚❤✉& ✐# ✐& ♣♦&&✐❜❧❡ #♦ *❡&♦❧✈❡ ✏#❤❡ ♣*✐❝❡ ♦❢ ❡✈❡*② ❝♦♠♠♦❞✐#② ✐♥#*♦ ❛ &✉♠ ♦❢
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❆♥❞ N❛&✐♥❡##✐ ✭✶✾✼✸✮ &❤♦✇& #❤❛# #❤✐& ❞❡❝♦♠♣♦&✐#✐♦♥ ✐♥#♦ ❞❛#❡❞ H✉❛♥#✐#✐❡& ♦❢

❧❛❜♦* ❝❛♥ ❛❧&♦ ❜❡ ❝♦♥&#*✉❝#❡❞ ✐♥ #❤❡ ❝❛&❡ ♦❢ ❥♦✐♥# ♣*♦❞✉❝#✐♦♥✳
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✐♥ ❙*❛✛❛ ❛*❡ ♣❛✐❞ ♣*♦♣♦*#✐♦♥❛❧❧② #♦ #❤❡ ❝❛♣✐#❛❧ ✭❝♦♠♠♦❞✐#✐❡& ❛♥❞ ✜①❡❞ ❝❛♣✐✲

#❛❧ ✉&❡❞ ❛& ✐♥♣✉#&✮ ❛♥❞ ♥♦# ♣*♦♣♦*#✐♦♥❛❧❧② #♦ ❧❛❜♦* ✐♥♣✉#& ✭❛& #❤❡ &✉*♣❧✉& ✐♥

▼❛*①✮✳ ❚❤✉&✱ ✐♥ ❣❡♥❡*❛❧✱ #❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣*♦❞✉❝#✐♦♥ ❛♥❞ #❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ #❤❡ &✉*♣❧✉& ✐&

❞✐✛❡*❡♥# ✐♥ ❜♦#❤ &②&#❡♠&✱ ❛♥❞ #❤❡ *❛#❡ ♦❢ &✉*♣❧✉& ❞✐✛❡*& ❢*♦♠ #❤❡ *❛#❡ ♦❢ ♣*♦✜#✳

▼❛*① ✐♥❝♦**❡❝#❧② #❤♦✉❣❤# #❤❛# ❡❛❝❤ ♦❢ #❤❡ #❤*❡❡ ❡①♣*❡&&✐♦♥& ✭♣*✐❝❡&✱ ✈❛❧✉❡ ♦❢

#❤❡ &✉*♣❧✉& ❛♥❞ *❛#❡ ♦❢ ♣*♦✜#&✮ ✇♦✉❧❞ ❛❧✇❛②& ❜❡ ❡H✉❛❧ ✭▼❛*①✱ ✶✾✺✾✱ ♣♣✳ ✹✷✱
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❢♦❧❧♦✇& ♦♥ #❤❡ ♣*♦❜❧❡♠ ♦❢ #❤❡ #*❛♥&❢♦*♠❛#✐♦♥ ♦❢ ▼❛*①✐❛♥ ✈❛❧✉❡& ✐♥#♦ ♣*✐❝❡& ♦❢

♣*♦❞✉❝#✐♦♥✳ ❘❡❝❡♥#❧②✱ N❛&✐♥❡##✐ ❛♥❞ ●❛*❜❡❧❧✐♥✐ ✭✷✵✶✹✮ &❤♦✇ #❤❛# ✐❢ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛#

❛ &#❛♥❞❛*❞ &②&#❡♠✱ ❡❛❝❤ ♦❢ #❤❡ #❤*❡❡ ❡①♣*❡&&✐♦♥& ❜❡❝♦♠❡& ❡H✉❛❧✐#✐❡&✳
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♦♥ )❤❡,❡ ,✐♠✐❧❛%✐)✐❡, ❦♥♦✇ ❙%❛✛❛✬, ♥❡❣❛)✐✈❡ %❡,♣♦♥,❡,✳ ❱♦♥ ◆❡✉✲

♠❛♥♥✬, ❛♥❞✱ ❡✈❡♥ ♠♦%❡ ,♦✱ ▲❡♦♥)✐❡❢ ✬, ❛♣♣%♦❛❝❤❡, ❛%❡ C✉✐)❡ ❛❧✐❡♥

)♦ ❤✐, ❝♦♥❝❡♣)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥), ♦❢ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ,②,)❡♠ )❤%♦✉❣❤

)✐♠❡✑ ✭P❛,✐♥❡))✐✱ ✷✵✶✷❜✮✳

❋✐♥❛❧❧② ,♦♠❡ ♥❡♦❝❧❛,,✐❝❛❧ ❛✉)❤♦%, ✭,✉❝❤ ❛, ❙❛♠✉❡❧,♦♥✱ ✷✵✵✽✮ )❤✐♥❦ )❤❛) ❙%❛✛❛✬,

)❤❡♦%② %❡♣%❡,❡♥), ❛ ♣❛%)✐❝✉❧❛% ❝❛,❡ ♦❢ )❤❡ ♥❡♦❝❧❛,,✐❝❛❧ ❣❡♥❡%❛❧ ❡C✉✐❧✐❜%✐✉♠ )❤❡✲

♦%②✳ ❚❤✉, ■ ✇✐❧❧ C✉✐❝❦❧② ♣%❡,❡♥), ❛❧❧ )❤%❡❡ ❛♣♣%♦❛❝❤❡, ✐♥ ♦%❞❡% )♦ ❣%❛,♣ )❤❡✐%

❞✐✛❡%❡♥❝❡, ✇✐)❤ ❙%❛✛❛✬, ♠♦❞❡❧✳

✸✳✹✳✶ ❚❤❡ ❝❧♦*❡❞ ▲❡♦♥$✐❡❢ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ✐♥♣✉)✲♦✉)♣✉) ❛♣♣%♦❛❝❤ ✐, ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ▲❡♦♥)✐❡❢ ✭✶✾✹✶✮✿ ❧❡) ♠❛)%✐①A ♦❢

❝♦♥,)❛♥) ❛♥❞ ♣♦,✐)✐✈❡ )❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥), aij ≥ 0 ❜❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥,✐♦♥ n, n✳✷✷ ❚❤✐,

♠❛)%✐① ❞❡✜♥❡, )❤❡ )❡❝❤♥♦❧♦❣② ♦❢ ❛ ,②,)❡♠ ✐♥ ,✐♥❣❧❡ ♣%♦❞✉❝)✐♦♥✿ ♦♥ ❝♦❧✉♠♥ i✱ ✇❡
❝❛♥ %❡❛❞ )❤❡ ❞✐%❡❝) C✉❛♥)✐)✐❡, ♦❢ ✐♥♣✉), %❡C✉✐%❡❞ )♦ ♣%♦❞✉❝❡ ♦♥❡ ♣❤②,✐❝❛❧ ✉♥✐)

♦❢ ❣♦♦❞ i✱ ❛♥❞ ♦♥ %♦✇ i ✇❡ ❝❛♥ ,❡❡ )❤❡ ❞✐✛❡%❡♥) ❞✐%❡❝) %❡C✉✐%❡♠❡♥), ✐♥ ❣♦♦❞

i ❢♦% )❤❡ ♣%♦❞✉❝)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ❞✐✛❡%❡♥) ❣♦♦❞, ♦❢ )❤❡ ,②,)❡♠✳ ❚❤❡ ❝❧♦,❡❞ ▲❡♦♥)✐❡❢

♠♦❞❡❧ ✐, ❝♦♥,)%✉❝)❡❞ ✇✐)❤ )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ )✇♦ ,②,)❡♠, ♦❢ ❡C✉❛)✐♦♥,✿























a11Q1 + a12Q2 + . . .+ a1nQn ≡ Q1

a21Q1 + a22Q2 + . . .+ a2nQn ≡ Q2

✳

✳

✳

an1Q1 + an2Q2 + . . .+ annQn ≡ Q1

✭✸✳✻✸✮

✷✷

❚❤✐# ♣%❡#❡♥(❛(✐♦♥ ♦❢ ▲❡♦♥(✐❡❢ ❛♣♣%♦❛❝❤ ♦✇❡# ♠✉❝❤ (♦ 1❛#✐♥❡((✐ ✭✶✾✼✺✮✳
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a11p1 + a21p2 + . . .+ an1pn ≡ p1

a12p1 + a22p2 + . . .+ an2pn ≡ p2
✳

✳

✳

a1np1 + a2np2 + . . .+ annpn ≡ p1

✭✸✳✻✹✮

❲✐*❤ Qi *❤❡ -✉❛♥*✐*② ♣3♦❞✉❝❡❞ ♦❢ ❣♦♦❞ i ❛* ❡❛❝❤ ♣❡3✐♦❞ ❛♥❞ pi *❤❡ ♣3✐❝❡ ♦❢
❣♦♦❞ i✳ ❲❡ ❝❛♥ ✇3✐*❡ ❛❣❛✐♥ :②:*❡♠: ✸✳✻✸ ❛♥❞ ✸✳✻✹ ✐♥ *❤❡✐3 ♠❛*3✐① ❢♦3♠✿

AQ = Q ✭✸✳✻✺✮

pA = p ✭✸✳✻✻✮

❇② ❛::✉♠✐♥❣ ❛♥ ❡-✉❛❧✐*② ❜❡*✇❡❡♥ *❤❡ ❞✐✛❡3❡♥* ❡❧❡♠❡♥*: ♦❢ *❤❡ :②:*❡♠✱

✇❤❡3❡❛: ♣3❡✈✐♦✉:❧② :*❛*✐♥❣ ❛♥ ✐❞❡♥*✐*②✱ *❤❡ ❤②♣♦*❤❡:✐: ♦❢ ❝♦♥:*❛♥* 3❡*✉3♥: *♦

:❝❛❧❡ ✐: ❡①♣❧✐❝✐*❧② :*❛*❡❞✳ ■❢ *❤❡ ❣♦❛❧ ✐: *♦ ❞❡✜♥❡ *❤❡ -✉❛♥*✐*② *❤❛* ✇❡ ♠✉:*

♣3♦❞✉❝❡ ✐♥ ♦3❞❡3 *♦ :❛*✐:❢② *❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ *❤❡ ✜♥❛❧ :❡❝*♦3✱ 3❡♣3❡:❡♥*❡❞ ❜② *❤❡

❧❛:* ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ♠❛*3✐① A✱ ✇❡ ♠✉:* ❛::✉♠❡ ❝♦♥:*❛♥* 3❡*✉3♥:✳ ❍♦✇❡✈❡3✱ ✐❢ *❤❡

❣♦❛❧ ✐: *♦ ✜♥❞ *❤❡ ♣3✐❝❡: ♦❢ *❤❡ ♣3❡:❡♥* 3❡❛❧ :②:*❡♠ ✭❧✐❦❡ ❙3❛✛❛✬: ❣♦❛❧✮ *❤❡3❡ ✐:

♥♦ ♥❡❡❞ *♦ ❛::✉♠❡ *❤✐: ❤②♣♦*❤❡:✐:✳

❚❤❡ ❧❛:* 3♦✇ ♦❢ ♠❛*3✐① A ❝♦33❡:♣♦♥❞: *♦ *❤❡ ♥❡* ♦✉*♣✉* ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❞✉:*3②✿

✐* *❤✉: ❡①♣3❡::❡: *❤❡ ❞✐:*3✐❜✉*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ :✉3♣❧✉: ❜❡*✇❡❡♥ *❤❡ ✐♥❞✉:*3✐❡:✳ ❆: *❤❡

:✉3♣❧✉: 3❡♠❛✐♥: ✐♥:✐❞❡ *❤❡ :②:*❡♠✱ *❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐: ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝❧♦:❡❞ ▲❡♦♥*✐❡❢ ♠♦❞❡❧✳

❲❡ ❝❛♥ 3❡❛❞ *❤✐: ❧❛:* ❧✐♥❡ ❛: *❤❡ ❞✐✛❡3❡♥* ❛❞❞❡❞ ✈❛❧✉❡: ❝3❡❛*❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ❝♦3✲

3❡:♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥❞✉:*3②✿ *❤✐: ❛❞❞❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐♥❝❧✉❞❡: ✇❛❣❡:✱ ♣3♦✜*: ❛♥❞ 3❡♥*:✳ ❚❤✐:

❡①♣❧❛✐♥: ✇❤② *❤❡ :②:*❡♠ ✐: ✐♥ ❛ :*❛*✐♦♥❛3② :*❛*❡✿ *❤❡3❡ ✐: ♥♦ ♥❡* ✐♥✈❡:*♠❡♥*✱ *❤❡

:✉3♣❧✉: ✐: ❡♥*✐3❡❧② ❝♦♥:✉♠❡❞ ❜② *❤❡ :②:*❡♠ ✐♥ ♦3❞❡3 *♦ 3❡♣3♦❞✉❝❡ *❤❡ -✉❛♥*✐*②

♦❢ ❣♦♦❞: ❛* ❡❛❝❤ ♣❡3✐♦❞✳

■♥ ♦3❞❡3 *♦ ❣❡* ♣♦:✐*✐✈❡ :♦❧✉*✐♦♥:✱ ❞❡*❡3♠✐♥❛♥* ♦❢ ♠❛*3✐① I−A ♠✉:* ❡-✉❛❧

③❡3♦✱ ✐✳❡✳ ❛* ❧❡❛:* ♦♥❡ ❝♦❧✉♠♥ ♠✉:* ❜❡ ❧✐♥❡❛3❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥* ❢3♦♠ *❤❡ ♦*❤❡3:✳ ❆❝✲

*✉❛❧❧②✱ *❤✐: ❡-✉❛❧: *♦ ✐♠♣♦:❡ *❤❛* ❞❡♠❛♥❞ ✭❝♦❧✉♠♥ n✮ ❡-✉❛❧: *❤❡ ♣3♦❞✉❝*✐♦♥ ♦❢

*❤❡ :②:*❡♠ ✭*❤❡ n − 1 ❝♦❧✉♠♥:✮✳ ❚❤✐: ❝❛♥ ❜❡ ✐♥*❡3♣3❡*❡❞ ❛: *❤❡ ❢✉❧❧ ❡♠♣❧♦②✲

♠❡♥* ❝♦♥❞✐*✐♦♥ ♦❢ ❑❡②♥❡:✿ ❣❧♦❜❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✜♥❛❧ ❞❡♠❛♥❞ ♠✉:* ❜❡ ❡-✉❛❧ *♦

*❤❡ ♣3♦❞✉❝*✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐*② ♦❢ *❤❡ :②:*❡♠✱ ✐❢ ✇❡ ✇❛♥* *♦ ❡♥:✉3❡ ❢✉❧❧ ❡♠♣❧♦②♠❡♥*

✭P❛:✐♥❡**✐✱ ✶✾✼✺✱ ♣✳ ✻✵✮✳ ❇② :*❛*✐♥❣ *❤❡ ❛♠♦✉♥* ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❧❛❜♦3 Qn ✐: ❛♥

❡①♦❣❡♥♦✉: ❞❛*❛✱ :②:*❡♠ ✸✳✻✺ ✐: ❞❡*❡3♠✐♥❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡3 :②:*❡♠ ✸✳✻✻ 3❡♠❛✐♥: ✉♥✲

❞❡*❡3♠✐♥❡❞✿ ✇❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ✜♥❞ *❤❡ 3❡❧❛*✐✈❡ ♣3✐❝❡: ♦♥❝❡ *❤❡ ♣3✐❝❡ ♦❢ ♦♥❡ ❣♦♦❞ ✐:

❛3❜✐*3❛3✐❧② ✜①❡❞✳ P3✐❝❡ ✐: *❤❡♥ ❛ 3❛*✐♦ ✇❤✐❝❤ ❡①♣3❡::❡: *❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ 3❡❧❛*✐♦♥

❜❡*✇❡❡♥ *❤❡ ♣❤②:✐❝❛❧ ✉♥✐*: ♦❢ *✇♦ ❣♦♦❞: ✭P❛:✐♥❡**✐✱ ✶✾✼✺✱ ♣✳ ✻✶✮✳

✸✳✹✳✷ ❚❤❡ ♦♣❡♥ ▲❡♦♥$✐❡❢ ♠♦❞❡❧

■♥ ♦3❞❡3 *♦ :❡♣❛3❛*❡ *❤❡ -✉❡:*✐♦♥ ♦❢ ♣3♦❞✉❝*✐♦♥ ❢3♦♠ *❤❡ -✉❡:*✐♦♥ ♦❢ ❞❡♠❛♥❞✱

*❤❡ ❧❛:* ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ♠❛*3✐① A ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❧❡*❡❞✳ ▼❛*3✐① A ✐: ♥♦✇ ♦❢ ❞✐♠❡♥:✐♦♥

n − 1, n − 1 ❛♥❞ ✇❡ ❛❞❞ *♦ ✐* ❛ 3♦✇ ✈❡❝*♦3 an ♦❢ ❞✐3❡❝* ❧❛❜♦3 ❝♦❡✣❝✐❡♥*: ani❀
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✈❡❝%♦' Q ✐) ❛❧)♦ '❡❞✉❝❡❞ %♦ ❞✐♠❡♥)✐♦♥ n − 1✳ ❲❡ ❝❛♥ %❤❡♥ ❞❡✜♥❡ %❤❡ ♦♣❡♥

▲❡♦♥%✐❡❢ ♠♦❞❡❧✿

(I−A)Q = Y ✭✸✳✻✼✮

anQ = L ✭✸✳✻✽✮

p (I−A) = V ✭✸✳✻✾✮

❲✐%❤ Y %❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝%♦' ♦❢ ♥♦♥✲♥❡❣❛%✐✈❡ )✉'♣❧✉) ✭❝♦♥)✐❞❡'❡❞ ❛) ❣✐✈❡♥ ❛♥❞

❡①♣'❡))✐♥❣ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ❝♦♥)✉♠♣%✐♦♥ ❣♦♦❞) ❛♥❞ ♥❡% ✐♥✈❡)%♠❡♥%)✮✱ L %❤❡ ❛♠♦✉♥%

♦❢ ❧❛❜♦' ✇❤✐❝❤ ✐) '❡D✉✐'❡❞ ❜② %❤❡ )②)%❡♠ ✭✐% ✐) ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥✮✱ ❛♥❞ V %❤❡ ❝♦❧✉♠♥

✈❡❝%♦' ♦❢ ❛❞❞❡❞ ✈❛❧✉❡) ❝'❡❛%❡❞ ❜② %❤❡ )②)%❡♠ ✭❝♦♥)✐❞❡'❡❞ ❛) ❣✐✈❡♥✮✳ ❚❤❡ ✉♥✐D✉❡

)♦❧✉%✐♦♥ ❢♦' %❤❡ ♣❤②)✐❝❛❧ )②)%❡♠ ✸✳✻✼ ✐) %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡✿

Q = (I−A)
−1

Y ✭✸✳✼✵✮

❲✐%❤ %❤❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ %❤❛%✿

L ≤ Qn ✭✸✳✼✶✮

❚❤❡ ♥❡❝❡))❛'② ❛♥❞ )✉✣❝✐❡♥% ❝♦♥❞✐%✐♦♥ %♦ ❣❡% ♦♥❧② ♣♦)✐%✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥%) ✐♥

%❤❡ )♦❧✉%✐♦♥ ✈❡❝%♦' ✐) %❤❛% %❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ A ♠✉)% ❜❡ ❧♦✇❡' %❤❛♥

✉♥✐%②✿ 1 > λm✳ ❚❤✐) ♠❡❛♥) %❤❛% %❤❡ )②)%❡♠ ♠✉)% ❛% ❧❡❛)% ❜❡ ✐♥ ❛ '❡♣'♦❞✉❝%✐♦♥

)%❛%❡✱ ❛♥❞ ✐❢ ♥♦%✱ ♠✉)% ❣❡♥❡'❛%❡ ❛ ♥❡% )✉'♣❧✉)✱ ✐♥ ♦'❞❡' %♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣♦)✐%✐✈❡

)♦❧✉%✐♦♥✳ ❈♦❡✣❝✐❡♥%) αij ♦❢ %❤❡ ✐♥✈❡')❡ ♠❛%'✐① (I−A)
−1

'❡♣'❡)❡♥% %❤❡ ♣❤②)✐❝❛❧

D✉❛♥%✐%✐❡) ♦❢ ❣♦♦❞ i ❞✐'❡❝%❧② ❛♥❞ ✐♥❞✐'❡❝%❧② '❡D✉✐'❡❞ ✐♥ ♦'❞❡' %♦ ♣'♦❞✉❝❡ ♦♥❡

♣❤②)✐❝❛❧ ✉♥✐% ♦❢ ❣♦♦❞ j✳
❋♦' %❤❡ ♣'✐❝❡ )②)%❡♠ ✸✳✻✾✱ %❤❡ )♦❧✉%✐♦♥ ✐) %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡✱ ✇✐%❤ %❤❡ )❛♠❡

❝♦♥❞✐%✐♦♥) ❛❜♦✉% %❤❡ ♣♦)✐%✐✈✐%② ♦❢ %❤❡ )♦❧✉%✐♦♥✿

p = V (I−A)
−1

✭✸✳✼✷✮

❚❤✉) ✇❡ )❡❡ %❤❛% %❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ▲❡♦♥%✐❡❢ ♠♦❞❡❧ ✐) %♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤% %❤❡ '❡❧❛%✐♦♥)

❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ ✐♥❞✉)%'✐❡)✱ ❛♥❞ %♦ ✐♥✈❡)%✐❣❛%❡✱ ✇✐%❤ %❤❡ ❛))✉♠♣%✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥)%❛♥%

'❡%✉'♥) %♦ )❝❛❧❡✱ ✐♠♣❛❝%) ✭✐♥ %❡'♠) ♦❢ D✉❛♥%✐%✐❡) ♦' ❛❞❞❡❞ ✈❛❧✉❡✮ ❝'❡❛%❡❞ ❜② ❛

❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❞❡♠❛♥❞ ♦' ❜② ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♣'♦❞✉❝%✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ %❤❛% %❤❡ ❛❞❞❡❞ ✈❛❧✉❡)

❛'❡ ❣✐✈❡♥✱ ♥♦ D✉❡)%✐♦♥ ❛❜♦✉% ❛ %❤❡♦'② ♦❢ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❛'✐)❡✳

✸✳✹✳✸ ❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥

❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ✭✶✾✹✻✮ ♣'❡)❡♥%) ❛ ♠♦❞❡❧ )❤♦✇✐♥❣ %❤❛% ✐% ❡①✐)%) ❛ )❝❤❡♠❡ ♦❢ ♣'♦✲

❞✉❝%✐♦♥ ✇❤❡'❡ %❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣'♦✇%❤ '❛%❡ ✐) ❡D✉❛❧ %♦ %❤❡ ✉♥✐❢♦'♠ '❛%❡ ♦❢ ✐♥%❡'❡)%

✭❡D✉✐✈❛❧❡♥% %♦ %❤❡ '❛%❡ ♦❢ ♣'♦✜%)✮✳ ❍✐) ♠♦❞❡❧ ❤❛) %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛'❛❝%❡'✐)%✐❝)✿

❼ ✏●♦♦❞) ❛'❡ ♣'♦❞✉❝❡❞ ♥♦% ♦♥❧② ❢'♦♠ ✬♥❛%✉'❛❧ ❢❛❝%♦') ♦❢ ♣'♦❞✉❝%✐♦♥✬✱ ❜✉%

✐♥ %❤❡ ✜')% ♣❧❛❝❡ ❢'♦♠ ❡❛❝❤ ♦%❤❡'✳ ❚❤❡)❡ ♣'♦❝❡))❡) ♦❢ ♣'♦❞✉❝%✐♦♥ ♠❛② ❜❡

❝✐'❝✉❧❛'✑ ✭❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥✱ ✶✾✹✻✮✳
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❼ ❬❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣,♦❞✉❝/✐♦♥❪ ✏❝❛♥ ❞❡5❝,✐❜❡ /❤❡ 5♣❡❝✐❛❧ ❝❛5❡ ✇❤❡,❡ ❣♦♦❞ Gj

❝❛♥ ❜❡ ♣,♦❞✉❝❡❞ ♦♥❧② ❥♦✐♥/❧② ✇✐/❤ ❝❡,/❛✐♥ ♦/❤❡,5✱ ✈✐③✳ ✐/5 ♣❡,♠❛♥❡♥/ ❥♦✐♥/

♣,♦❞✉❝/5✑ ✭❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥✱ ✶✾✹✻✮ ✕ ❥♦✐♥/ ♣,♦❞✉❝/✐♦♥ ✐5 ❛❧❧♦✇❡❞✳

❼ ✏❲❡❛, ❛♥❞ /❡❛, ♦❢ ❝❛♣✐/❛❧ ❣♦♦❞5 ❛,❡ /♦ ❜❡ ❞❡5❝,✐❜❡❞ ❜② ✐♥/,♦❞✉❝✐♥❣ ❞✐❢✲

❢❡,❡♥/ 5/❛❣❡5 ♦❢ ✇❡❛, ❛5 ❞✐✛❡,❡♥/ ❣♦♦❞5✱ ✉5✐♥❣ ❛ 5❡♣❛,❛/❡ Pi ❬♣,♦❝❡55❪ ❢♦,

❡❛❝❤ ♦❢ /❤❡5❡✑ ✭❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥✱ ✶✾✹✻✮ ✕ ✜①❡❞ ❝❛♣✐/❛❧ ✐5 ,❡♣,❡5❡♥/❡❞ ✐♥ /❤❡

♠♦❞❡❧✳

❼ ✏■❢ /❤❡,❡ ✐5 ❡①❝❡55 ♣,♦❞✉❝/✐♦♥ ♦❢ Gj ✱ Gj ❜❡❝♦♠❡5 ❛ ❢,❡❡ ❣♦♦❞ ❛♥❞ ✐/5 ♣,✐❝❡

yj = 0✑ ✭❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥✱ ✶✾✹✻✮ ✕ ❝♦5/❧② ❞✐5♣♦5❛❧ ✐5 ♥♦/ ✐♥/,♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡,❡

❛,❡ ♥♦ 5❝❛,❝❡ ,❡5♦✉,❝❡5 ✭❛❧❧ ♥❛/✉,❛❧ ,❡5♦✉,❝❡5 ❛,❡ ✏❢,❡❡ ❣♦♦❞5✑✮ ❛♥❞ /❤❡,❡

✐5 ✏❢,❡❡ ❞✐5♣♦5❛❧✑ ✭✐❢ /❤❡,❡ ✐5 ❡①❝❡55 ♣,♦❞✉❝/✐♦♥✱ /❤❡ ♣,✐❝❡ ✐5 ❥✉5/ 5❡/ /♦

③❡,♦✮✳

❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❛55✉♠❡5 /❤❛/ /❤❡,❡ ❛,❡ ♠♦,❡ /❡❝❤♥✐N✉❡5 ♦❢ ♣,♦❞✉❝/✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ♣,♦✲

❝❡55❡5✮ /❤❛♥ ❣♦♦❞5 /♦ ♣,♦❞✉❝❡✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ /❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐5 /♦ ❞❡✜♥❡ /❤❡ ♠♦,❡

♣,♦✜/❛❜❧❡ /❡❝❤♥✐N✉❡5 ♦❢ ♣,♦❞✉❝/✐♦♥✱ 5♦ /❤❛/ ❡❛❝❤ ❝♦♠♠♦❞✐/② ✐5 ♣,♦❞✉❝❡❞ ❜②

♦♥❧② ♦♥❡ ♣,♦❝❡55✳ ❚❤❡ ✇❛❣❡ ✐5 ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉5 ✇❛② ❛♥❞ ❞✐5/,✐❜✉/❡❞ ❛/

/❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ /❤❡ ♣❡,✐♦❞ ♦❢ ♣,♦❞✉❝/✐♦♥✳ ❚❤❡ 5✉,♣❧✉5 ✐5 /♦/❛❧❧② ,❡✐♥✈❡5/❡❞✱

❛♥❞ /❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇5 ♦♥❧② ♦♥❡ ,❛/❡ ♦❢ ❣,♦✇/❤ ❛♥❞ ♦♥❡ ,❛/❡ ♦❢ ✐♥/❡,❡5/ ✭❡N✉❛❧ /♦

/❤❡ ,❛/❡ ♦❢ ♣,♦✜/✮✳ ■❢ /❤❡,❡ ✐5 ❡①❝❡55 ♣,♦❞✉❝/✐♦♥✱ /❤❡ ♣,✐❝❡ ♦❢ /❤❡ ❣♦♦❞ ❜❡❝♦♠❡5

❡N✉❛❧ /♦ ③❡,♦✱ ❛♥❞ ✐❢ ♦♥❡ ♣,♦❝❡55 ✐5 ♥♦/ ❛5 ♣,♦✜/❛❜❧❡ ❛5 /❤❡ ✉♥✐❢♦,♠ ,❛/❡ ♦❢

♣,♦✜/✱ ✐/ ✐5 ♥♦/ ♦♣❡,❛/❡❞✳ ❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❞❡♠♦♥5/,❛/❡5 /❤❛/ ❛ 5♦❧✉/✐♦♥ ❢♦, /❤❡

❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❝/✐✈✐/✐❡5 ❛♥❞ /❤❡ ♣,✐❝❡5 ❝❛♥ ❛❧✇❛②5 ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛♥❞ /❤❛/✱ ✐♥ /❤✐5 5♦❧✉/✐♦♥✱

/❤❡ ,❛/❡ ♦❢ ❣,♦✇/❤ ♠✉5/ ❜❡ ❡N✉❛❧ /♦ /❤❡ ,❛/❡ ♦❢ ✐♥/❡,❡5/✳

❍✐5 5②5/❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✇,✐//❡♥ ✇✐/❤ A ❛♥❞ B /❤❡ ♠❛/,✐❝❡5 ♦❢ ✐♥♣✉/5 ❛♥❞ ♦✉/✲

♣✉/5 ♦❢ ❡❛❝❤ ♣,♦❝❡55 ✲ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦, ❝♦♥5✉♠♣/✐♦♥ ❣♦♦❞5 ✭✏♥❡❝❡55✐/✐❡5 ♦❢ ❧✐❢❡✑✮ ✐5

❡①♣,❡55❡❞ ❜② ❛ ,♦✇ ✐♥ ♠❛/,✐① A ✲✱ q /❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝/♦, ♦❢ ❛❝/✐✈✐/✐❡5✱ p /❤❡

❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝/♦, ♦❢ ♣,✐❝❡5 ✭/❤♦5❡ /✇♦ ✈❡❝/♦,5 ❞♦ ♥♦/ ❤❛✈❡ /❤❡ 5❛♠❡ ❞✐♠❡♥5✐♦♥ ❛5

/❤❡,❡ ❛,❡ ♠♦,❡ ♣,♦❝❡55❡5 /❤❛♥ ,❡5♦✉,❝❡5✮✱ g /❤❡ ,❛/❡ ♦❢ ❣,♦✇/❤ ❛♥❞ r /❤❡ ,❛/❡

♦❢ ✐♥/❡,❡5/ ✭♦, ,❛/❡ ♦❢ ♣,♦✜/5✮✿

✷✸

qTB ≥ (1 + g)qTA ✭✸✳✼✸✮

Bp ≥ (1 + r)Ap ✭✸✳✼✹✮

qT [B− (1 + g)A]p = 0 ✭✸✳✼✺✮

qT [B− (1 + r)A]p = 0 ✭✸✳✼✻✮

❲✐/❤ q ❛♥❞ p 5✉♣❡,✐♦, ♦, ❡N✉❛❧ /♦ 0✳ ❘❡❧❛/✐♦♥ ✸✳✼✸ 5/❛/❡5 /❤❛/ /❤❡ ✐♥♣✉/5 ❛,❡

❡N✉❛❧ /♦ /❤❡ ♣,❡❝❡❞✐♥❣ ♣❡,✐♦❞ ♦✉/♣✉/5✳ ❘❡❧❛/✐♦♥ ✸✳✼✹ 5/❛/❡5 /❤❛/ /❤❡,❡ ❝❛♥♥♦/

❜❡ ❛♥② ♣,♦✜/5 ❤✐❣❤❡, /❤❛♥ /❤❡ ✉♥✐❢♦,♠ ♦♥❡✳ ❘❡❧❛/✐♦♥ ✸✳✼✺ 5/❛/❡5 /❤❛/ ✐❢ /❤❡,❡

✷✸

❚❤✐# ♣%❡#❡♥(❛(✐♦♥ ♦✇❡# ♠✉❝❤ (♦ ❑✉%③ ❛♥❞ ❙❛❧✈❛❞♦%✐ ✭✶✾✾✸✮✳
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✐# ❡①❝❡## ♣(♦❞✉❝,✐♦♥✱ ,❤❡ ♣(✐❝❡ ♦❢ ,❤❡ ❣♦♦❞ ❡2✉❛❧# ③❡(♦ ✭(✉❧❡ ♦❢ ✏❢(❡❡ ❞✐#♣♦#❛❧✑✮✳

❋✐♥❛❧❧② (❡❧❛,✐♦♥ ✸✳✼✻ #,❛,❡# ,❤❛, ✐❢ ♦♥❡ ♣(♦❝❡## ✐# ♥♦, ♣(♦✜,❛❜❧❡ ❡♥♦✉❣❤✱ ✐, ✇✐❧❧
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,♦ %❤❛% ✇❡ ♦❜,❡2✈❡ ♠❛①✐♠✐,❛%✐♦♥ ♦❢ ✉%✐❧✐%② ❛♥❞ ♠❛①✐♠✐,❛%✐♦♥ ♦❢ ♣2♦✜%,✱ ❛♥❞

%❤❛%✱ ❢♦2 ❡❛❝❤ ❣♦♦❞✱ %❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❡C✉❛❧, %❤❡ ,✉♣♣❧② ✭%❤✐, ✐, %❤❡ ❞❡✜♥✐%✐♦♥ ♦❢ %❤❡

❣❡♥❡2❛❧ ✏✇❛❧2❛,✐❛♥✑ ❡C✉✐❧✐❜2✐✉♠✱ ❲❛❧2❛,✱ ✶✽✼✹❀ ❆22♦✇ ❛♥❞ ❉❡❜2❡✉✱ ✶✾✺✹✮✳ ❇✉%

✐♥ ♦2❞❡2 %♦ ❡♥,✉2❡ %❤❛% ❛% ❧❡❛,% ♦♥❡ ,❡% ♦❢ ♣2✐❝❡, ❡①✐,%,✱ ✇❡ ♠✉,% ❛,,✉♠❡ %❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤②♣♦%❤❡,❡,✿

✶✳ ❚❤❡2❡ ✐, ❛ ❝♦♠♣❧❡%❡ ,②,%❡♠ ♦❢ ♠❛2❦❡%,✱ ✐✳❡✳ ❢♦2 ❛❧❧ ♣2❡,❡♥% ❛♥❞ ❢✉%✉2❡

❣♦♦❞,❀

✷✳ ❚❤❡2❡ ✐, ♣❡2❢❡❝% ❝♦♠♣❡%✐%✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❛❧❧ ❛❣❡♥%, ❛2❡ ♣2✐❝❡✲%❛❦❡2,✱ %❤❡② %❛❦❡

❞❡❝✐,✐♦♥, ♦♥❧② ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛% ♣2✐❝❡, ❛♥❞ %❤❡② ❛2❡ ♣❡2❢❡❝%❧② ✐♥❢♦2♠❡❞ ❛❜♦✉%

%❤❡,❡ ♣2✐❝❡, ✭❛♥❞ ♥♦ ❝♦❛❧✐%✐♦♥ ♦❢ ❛❣❡♥%, ❛❜❧❡ %♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ %❤❡,❡ ♣2✐❝❡, ✐,

❛❧❧♦✇❡❞✮❀

✸✳ ❚❤❡2❡ ❛2❡ ♥♦ ✐♥❝2❡❛,✐♥❣ 2❡%✉2♥, %♦ ,❝❛❧❡✱ ♥♦ ✐♥❝2❡❛,✐♥❣ ♠❛2❣✐♥❛❧ ♣2♦❞✉❝✲

%✐✈✐%✐❡,✱ ❛♥❞ ♥♦ ✜①❡❞ ❝♦,%,✳

✹✳ ❚❤❡2❡ ✐, ♥♦ ♦❜❧✐❣❛%✐♦♥ %♦ ♠❛❦❡ ❡①❝❤❛♥❣❡,✱ ✐✳❡✳ ❛❧❧ ❛❣❡♥%, ❝❛♥ ,✉2✈✐✈❡

✇✐%❤♦✉% ♠❛❦✐♥❣ ❡①❝❤❛♥❣❡,✳

❊✈❡♥ ✇✐%❤ %❤❡,❡ ❛,,✉♠♣%✐♦♥,✱ %❤❡2❡ ✐, %❤❡ ♣♦,,✐❜✐❧✐%② %❤❛% ,❡✈❡2❛❧ ❡C✉✐❧✐❜2✐✉♠

❡①✐,%✿ ❛❝%✉❛❧❧②✱ ✈❡2② 2❡,%2✐❝%✐✈❡ ❤②♣♦%❤❡,❡, ♥❡❡❞ %♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ✐♥ ♦2❞❡2 %♦ ❡♥,✉2❡

%❤❡ ✉♥✐C✉❡♥❡,, ♦❢ %❤❡ ❡C✉✐❧✐❜2✐✉♠ ✭,✉❝❤ ❛, %❤❡ ❤②♣♦%❤❡,✐, ♦❢ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞♦♠✐✲

♥❛♥❝❡✮✳ ❚❤❡ ❙♦♥♥❡♥,❝❤❡✐♥✲▼❛♥%❡❧✲❉❡❜2❡✉ %❤❡♦2❡♠ ✭❙♦♥♥❡♥,❝❤❡✐♥✱ ✶✾✼✸❀ ▼❛♥✲

%❡❧✱ ✶✾✼✹❀ ❉❡❜2❡✉✱ ✶✾✼✹✮ ❢✉2%❤❡2♠♦2❡ ,❤♦✇, %❤❛% ✐❢ %❤❡2❡ ❛2❡ ,❡✈❡2❛❧ ❡C✉✐❧✐❜2✐❛✱

♥♦ ❝2✐%❡2✐❛ ❝❛♥ ❛,,❡,, ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ✐, %❤❡ ♦♣%✐♠❛❧ ♦♥❡✱ ❛♥❞ ♥♦ 2✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛,,❡,,❡❞

❝♦♥❝❡2♥✐♥❣ %❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♣2✐❝❡,✱ 2❡✈❡♥✉❡ ❛♥❞ ♣2♦✜%, ❢2♦♠ ♦♥❡ ❡C✉✐❧✐❜2✐✉♠ %♦

%❤❡ ♦%❤❡2 ✭❢♦2 ✐♥,%❛♥❝❡ %❤❡2❡ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦ ❛ ♣2✐♦2✐ ❝♦♥♥❡❝%✐♦♥ ❜❡%✇❡❡♥ ,❝❛2❝✐%②

❛♥❞ ✈❛❧✉❡ ✲ ♦2 ❡❧,❡ %❤❡2❡ ✐, ❛❣❛✐♥ %❤❡ ♥❡❡❞ %♦ ❛❞❞ ✈❡2② 2❡,%2✐❝%✐✈❡ ❤②♣♦%❤❡,❡,✱

,✉❝❤ ❛, %❤❡ ❤②♣♦%❤❡,✐, ♦❢ ❜✐♥❛2② ❝❤❛♥❣❡,✮✳

❚❤✐, %❤❡♦2❡♠ ❛❧,♦ ,❤♦✇, %❤❛% ♥♦%❤✐♥❣ ❡♥,✉2❡, %❤❛% %❤❡ ,②,%❡♠ ✇✐❧❧ ❝♦♥✈❡2❣❡

%♦ ❡C✉✐❧✐❜2✐✉♠✿ %♦ ❡♥,✉2❡ %❤✐,✱ ❡✐%❤❡2 ✇❡ ♥❡❡❞ %♦ ❛,,✉♠❡ %❤❛% ❛♥ ❛✉❝%✐♦♥❡❡2 ,❡%,

❛ ✉♥✐C✉❡ ♣2✐❝❡ ❢♦2 ❡❛❝❤ ❣♦♦❞✱ ✐♥❢♦2♠, %❤❡ ❛❣❡♥%, ❛❜♦✉% %❤❡ ♣2✐❝❡,✱ ❜✉% ❞♦❡, ♥♦%

❛❧❧♦✇ %❤❡♠ %♦ ♠❛❦❡ ❡①❝❤❛♥❣❡, ✉♥%✐❧ ❤❡ ✜♥❞, %❤❡ ❡C✉✐❧✐❜2✐✉♠ ♣2✐❝❡,✱ ♦2 ✇❡

♥❡❡❞ %♦ ❛❜❛♥❞♦♥❡❞ %❤❡ ❤②♣♦%❤❡,✐, ♦❢ ♣❡2❢❡❝% ❝♦♠♣❡%✐%✐♦♥✳ ■♥ %❤❡ ✜2,% ❝❛,❡✱ ✇❡

♥❡❡❞ ❛❣❛✐♥ ❢✉2%❤❡2 2❡,%2✐❝%✐✈❡ ❤②♣♦%❤❡,❡, ✐♥ ♦2❞❡2 %♦ ❡♥,✉2❡ %❤❡ ,%❛❜✐❧✐%② ♦❢ %❤❡

♣2♦❝❡,,✳ ■♥ %❤❡ ❧❛%%❡2✱ ❛❣❡♥%, ,❡% %❤❡ ♣2✐❝❡,✱ ❜❛,❡❞ ♦♥ %❤❡✐2 ✐❞❡❛, ❛❜♦✉% %❤❡
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♠❛$❦❡' ❛♥❞ '❤❡✐$ ❝♦♠♣❡'✐'♦$/✿ '❤❡$❡ ✐/ ❛❣❛✐♥ ♥♦ ✐♥/✉$❛♥❝❡ '❤❛' ❛ ✏✇❛❧$❛/✐❛♥✑

❡7✉✐❧✐❜$✐✉♠ ✐/ $❡❛❝❤❡❞ ✭❛♥ ❡7✉✐❧✐❜$✐✉♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ $❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡$❡ ♥♦ ❡①❝❤❛♥❣❡/

❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡✱ ❜✉' ✇✐'❤ /♦♠❡ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ /♦♠❡ ♦✛❡$/ /'✐❧❧ ♥♦' /❛'✐/✜❡❞✮✳

■❢ ♦♥❡ ✇❛❧$❛/✐❛♥ ❡7✉✐❧✐❜$✐✉♠ ✐/ ❢♦✉♥❞✱ ✐'/ ♦♣'✐♠❛❧✐'② ✐/ ❡♥/✉$❡❞ '❤$♦✉❣❤ '❤❡

C❛$❡'♦ ❝$✐'❡$✐♦♥✿ ❛' ❡7✉✐❧✐❜$✐✉♠✱ '❤❡ ✉'✐❧✐'② ♦❢ ❛❧❧ ❛❣❡♥'/ ✐/ ♦♣'✐♠✐③❡❞✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

♦♥ '❤❡ ❝♦♥❞✐'✐♦♥/ ♦❢ ♣$♦❞✉❝'✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥ '❤❡ ✐♥✐'✐❛❧ ❞✐/'$✐❜✉'✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞

❛❝'✉❛❧❧② ❜❡ ✈❡$② ✉♥❢❛✐$✮✱ ❛♥❞ ✐❢ '❤❡ ♣$❡❢❡$❡♥❝❡/ ❛$❡ ❝♦♥✈❡① ✭✐❢ '❤❡ ♠❛$❣✐♥❛❧ $❛'❡

♦❢ /✉❜/'✐'✉'✐♦♥ ✐/ ❞❡❝$❡❛/✐♥❣ ❢♦$ ❛❧❧ ❣♦♦❞/ ❛♥❞ ❛❧❧ ❛❣❡♥'/✮ '❤❡♥✱ ❢♦$ ❛❧❧ C❛$❡'♦

♦♣'✐♠❛❧ ❞✐/'$✐❜✉'✐♦♥✱ '❤❡$❡ ❡①✐/'/ ❛ /❡' ♦❢ ❡7✉✐❧✐❜$✐✉♠ ♣$✐❝❡/✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ '❤✐/

❝$✐'❡$✐❛ ♦❢ ♦♣'✐♠❛❧✐'② ✐/ ❜❛/❡❞ ♦♥ '❤❡ ❜❡❧✐❡❢ '❤❛' ❛❧❧ ❛❣❡♥'/ ❛$❡ $❛'✐♦♥❛❧ ✭'❤❡②

❝❛♥ ♦$❞❡$ '❤❡ /❡' ♦❢ ❣♦♦❞/ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡ ♣$❡❢❡$❡♥❝❡ ❝$✐'❡$✐❛✱ ✇✐'❤♦✉' ❦♥♦✇✐♥❣

'❤❡✐$ ♣$✐❝❡/✱ ❛♥❞ '❤✐/ ♣$❡❢❡$❡♥❝❡ $❡❧❛'✐♦♥ ✐/ '$❛♥/✐'✐✈❡✮ ❛♥❞ ♦♥ '❤❡ ❛//✉♠♣'✐♦♥

'❤❛' '❤❡$❡ ❛$❡ ♥♦ ❡①'❡$♥❛❧✐'✐❡/ ✭●✉❡$$✐❡♥✱ ✶✾✽✾✮✳

❲❤❛' ✐/ ❛' '❤❡ ❤❡❛$' ♦❢ '❤❡ ♥❡♦❝❧❛//✐❝❛❧ ♠❡'❤♦❞♦❧♦❣② ✐/ '♦ /'❛$' ❢$♦♠ '❤❡

❞❡✜♥✐'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❛❣❡♥'/✱ ❛♥❞ '❤❡♥ '♦ ♦❜/❡$✈❡ '❤❡✐$ ✐♥'❡$❛❝'✐♦♥/✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐/

'❤❡♥ '♦ ❞❡❞✉❝❡ /♦♠❡ ❣❡♥❡$❛❧ ❧❛✇/ '❤❛' ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ '♦ '❤❡ /♦❝✐❡'②✿ '❤✐/ ✐/
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❝♦✉❧❞ /❤♦✇ '❤❛' ❢$❡❡ ♠❛$❦❡'/ ❧❡❛❞ '♦ '❤❡ ❜❡/' ❛❧❧♦❝❛'✐♦♥ ♦❢ ✐♥✐'✐❛❧ $❡/♦✉$❝❡/✳
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❛$❡ ❞✐/❛♣♣♦✐♥'✐♥❣✳

❚❤❡ ♥❡♦❝❧❛//✐❝❛❧ '❤❡♦$② ♦❢ ❞✐/'$✐❜✉'✐♦♥ ❛//✉♠❡/ '❤❛'✱ ✇❤❡♥ ♣$✐❝❡/ ❛$❡ ❣✐✈❡♥

/♦ '❤❛' ❛♥ ❡7✉✐❧✐❜$✐✉♠✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✐♥✐'✐❛❧ ❞✐/'$✐❜✉'✐♦♥ ❛♥❞ ♣$❡❢❡$❡♥❝❡/✱ ❝❛♥

❜❡ $❡❛❝❤❡❞✱ '❤❡ 7✉❛♥'✐'✐❡/ ✭♦❢ ❣♦♦❞/ ♣$♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❧❛❜♦$ ❡♠♣❧♦②❡❞✮ ❛$❡ ✜①❡❞

/♦ '❤❛' '❤❡✐$ ♠❛$❣✐♥❛❧ ♣$♦❞✉❝'✐✈✐'✐❡/ ❡7✉❛❧/ '❤❡✐$ ♣$✐❝❡/✳ ❇✉' ♦❢ ❝♦✉$/❡✱ ✐♥ '❤❡

$❡❛❧ ✇♦$❧❞✱ ✇✐'❤ $❡❛❧ ❝♦♠♣❡'✐'✐♦♥✱ ♣$✐❝❡/ ❛$❡ ♥♦' ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❤✐❣❤❧② ❝❡♥'$❛❧✐/❡❞

✇❛②✳ ❆♥❞ ❛ ♠✐/'❛❦❡ ❞♦♥❡ ❜② /❡✈❡$❛❧ ♥❡♦❝❧❛//✐❝❛❧ ❛✉'❤♦$/ ✐/ '♦ '❤✐♥❦ '❤❛'✱ ❣✐✈❡♥

'❤❡ 7✉❛♥'✐'✐❡/ ♦❢ ❣♦♦❞/ ♣$♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❧❛❜♦$ ❡♠♣❧♦②❡❞✱ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❡'✐'✐✈❡ ♠❛$❦❡'✱

♣$✐❝❡/ ❛$❡ /❡' ❡7✉❛❧ '♦ ♠❛$❣✐♥❛❧ ♣$♦❞✉❝'✐✈✐'✐❡/ ✭'❤✐/ ✐/ ✇$♦♥❣ /✐♥❝❡ ♣$✐❝❡/ ❛$❡ /❡'

❛♥❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ '❤❡ 7✉❛♥'✐'✐❡/ ✐♥ ♦$❞❡$ '♦ ❣❡' '❤✐/ $❡/✉❧'✮✳ ❚❤✐/ ♠✐/'❛❦❡ ❡①♣❧❛✐♥/

✇❤② ♣$♦✜'/ ❛$❡ ♦❢'❡♥ ❛//✉♠❡❞ '♦ ❜❡ ♥✉❧❧ ❛' ❡7✉✐❧✐❜$✐✉♠ ✇❤❡$❡✱ ❛❝'✉❛❧❧②✱ '❤❡②

❝❛♥ ❜❡ ♣♦/✐'✐✈❡ ✐❢ $❡'✉$♥/ '♦ /❝❛❧❡ ✐♥ ♣$♦❞✉❝'✐♦♥ ❛$❡ ❞❡❝$❡❛/✐♥❣✳

✷✺

❚❤❡ ❛♣♣$♦❛❝❤ ♦❢ ❙$❛✛❛ ✐/ ❧❡// /✉❜❥❡❝'✐✈❡ ✭♥♦ ♣$❡❢❡$❡♥❝❡/ ❛$❡ '❛❦❡♥ ✐♥'♦

❛❝❝♦✉♥'✮✱ ❛♥❞ ❛♣♣❡❛$/ '♦ ❜❡ ♠♦$❡ ❣❡♥❡$❛❧ '❤❛' '❤❡ ♥❡♦❝❧❛//✐❝❛❧ ❛♣♣$♦❛❝❤ ✭'❤❡$❡

✐/ ♥♦ ♥❡❡❞ '♦ ❛//✉♠❡ ♣❡$❢❡❝' ❝♦♠♣❡'✐'✐♦♥✱ ❢♦$ ✐♥/'❛♥❝❡✮✳

✷✻

❇✉' ♦❢ ❝♦✉$/❡ ❙$❛✛❛✬/

❣♦❛❧ ✇❛/ ♥♦' '♦ ♣$♦✈❡ '❤❛' ❢$❡❡ ♠❛$❦❡'/ ❛$❡ ♦♣'✐♠❛❧✿ ❙$❛✛❛ ♦♥❧② ✇❛♥'❡❞ '♦ /❤♦✇

✷✺

❚❤❡ ♣$♦❜❧❡♠ ❜❡✐♥❣ ,❤❛,✱ ✐❢ ♣$♦✜,1 ❛$❡ ♣♦1✐,✐✈❡✱ ,❤❡② ❛$❡ ♥♦, $❡❧❛,❡❞ ✇✐,❤ ❛♥② ❢❛❝,♦$

♦❢ ♣$♦❞✉❝,✐♦♥ ✭,❤❡② ❞♦ ♥♦, $❡♠✉♥❡$❛,❡ ❛♥② ❢❛❝,♦$ ♦❢ ♣$♦❞✉❝,✐♦♥✮✳ ❚❤✉1 ,❤❡ ♥❡♦❝❧❛11✐❝❛❧

❤②♣♦,❤❡1✐1 ,❤❛, ,❤❡ ❢❛✐$❡1, ❞✐1,$✐❜✉,✐♦♥ 1❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❝♦$❞✐♥❣ ,♦ ,❤❡ ♠❛$❣✐♥❛❧ ♣$♦❞✉❝,✐✈✐,② ♦❢

❡❛❝❤ ❢❛❝,♦$ ✭❧✐❦❡ ✐♥ ,❤❡ ❛❣❣$❡❣❛,❡❞ ❢✉♥❝,✐♦♥ ♦❢ ♣$♦❞✉❝,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛1 ,②♣❡✮ ❞♦❡1

♥♦, ❛♣♣❧② ,♦ ♣$♦✜,1✳ ❚❤❛, ❡①♣❧❛✐♥1 ✇❤② 1♦♠❡ ♥❡♦❝❧❛11✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐1,1 ♣$❡❢❡$ ,♦ ❛11✉♠❡ ,❤❛,✱

✐♥ ,❤❡ ❧♦♥❣ $✉♥✱ ♣$♦✜,1 ❛$❡ ♥✉❧❧ ✭●✉❡$$✐❡♥✱ ✷✵✶✷✮✳

✷✻

❖❢ ❝♦✉$1❡ ,❤✐1 ✐1 ❞✐1♣✉,❡❞ ❜② ♥❡♦❝❧❛11✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐1,1✳ ●✉❡$$✐❡♥ ✭✶✾✽✾✮ ❞❡♥✐❡1 ,❤✐1 ❜❡✲

❝❛✉1❡ ❤❡ ,❤✐♥❦1 ,❤❛, ❙$❛✛❛✬1 ❝$✐,✐J✉❡ ♦❢ ♥❡♦❝❧❛11✐❝❛❧ ,❤❡♦$② ✐1 ❜❛1❡❞ ♦♥ 1,❡❛❞②✲1,❛,❡ ❛11✉♠♣✲
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"❤❛" ♣&✐❝❡* ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢&♦♠ "❤❡ ❝♦♥❞✐"✐♦♥* ♦❢ ♣&♦❞✉❝"✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐*"&✐❜✉"✐♦♥✱

✐♥ ❛ *"❛"✐❝ ✇❛②✳ ❙&❛✛❛ "❤❡♥ *❤♦✇❡❞ "❤❛" ❡❝♦♥♦♠✐❝ &❡*✉❧"* *✉❝❤ ❛* "❤❡ &❛"❡ ♦❢

♣&♦✜"*✱ "❤❡ ♣&✐❝❡*✱ "❤❡ ✇❛❣❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢&♦♠ ❛♥♦"❤❡& *"❛&"✐♥❣ ♣♦✐♥" "❤❛♥

"❤❡ ♥❡♦❝❧❛**✐❝❛❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐*" ♦♥❡✱ ❛♥❞ "❤❛" "❤✐* ♠❡"❤♦❞♦❧♦❣② ♠❛② ❜❡ ♠♦&❡

&❡❧❡✈❛♥"✱ ❜❡❝❛✉*❡ ❜❛*❡❞ ♦♥❧② ♦♥ ♣❛*" ♣&♦❞✉❝"✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐*"&✐❜✉"✐♦♥ ✭❛♥❞ ♥♦" ♦♥

♣&❡*❡♥" ❛♥❞ ❢✉"✉&❡ ♣&❡❢❡&❡♥❝❡* ❛♥❞ ♣&♦❞✉❝"✐♦♥✮✳

✸✳✹✳✹✳✷ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡

❲❡ ❝❛♥ ❞❡✈❡❧♦♣ ❲✐❝❦*❡❧❧ ♠♦❞❡❧ "❤&♦✉❣❤ "❤❡ @✉❡*"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ "❡❝❤✲

♥✐@✉❡*✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❧✐♥❡❛& ♣&♦❣&❛♠♠✐♥❣ ♠❡"❤♦❞*✳ ❈♦♥*✐❞❡& "❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝"♦&

q̄ ❝♦♥"❛✐♥✐♥❣ "❤❡ n− 1 @✉❛♥"✐"✐❡* ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐"✐❡* q̄i ❛♥❞ "❤❡ @✉❛♥"✐"② ♦❢ ❛✈❛✐❧✲

❛❜❧❡ ❧❛❜♦& q̄n✱ ❛❧❧ "❤❡*❡ @✉❛♥"✐"✐❡* ❜❡✐♥❣ ❣✐✈❡♥ ❛" "❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ "❤❡ ♣❡&✐♦❞ ♦❢

♣&♦❞✉❝"✐♦♥ ✭"❤✐* ♣&❡*❡♥"❛"✐♦♥ ✐* ❢&♦♠ C❛*✐♥❡""✐✱ ✶✾✼✺✱ ♣✳ ✶✽✼✮✳ ▲❡" "❤❡ &❡❝"❛♥✲

❣✉❧❛& ♠❛"&✐① ♦❢ "❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥"*Ã ❤❛✈❡ n &♦✇* ❛♥❞ ❛" ❧❡❛*" n− 1 ❝♦❧✉♠♥*

&❡♣&❡*❡♥"✐♥❣ "❤❡ ❞✐✛❡&❡♥" ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❡"❤♦❞* "♦ ♣&♦❞✉❝❡ "❤❡ n − 1 ❝♦♠♠♦❞✐✲

"✐❡* ✭"❤❡&❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐"② ♦❢ ♠❡"❤♦❞*✱ ❤❡&❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛**✉♠❡ "❤❛" "❤❡&❡ ❛&❡

(n− 1)× ω "❡❝❤♥✐@✉❡*✮✳ ❚❤❡ *②*"❡♠ ❝❛♥ "❤❡♥ ❜❡ ✇&✐""❡♥ ✐♥ "❤✐* ✇❛②✿

▼❛①✐♠✐*❡✿

p̄x ✭✸✳✼✼✮

❑♥♦✇✐♥❣ "❤❛"✿

Ãx ≤ q̄ ✭✸✳✼✽✮

x ≥ 0 ✭✸✳✼✾✮

❲✐"❤ p̄ "❤❡ ❧✐♥❡ ✈❡❝"♦& ♦❢ "❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣&✐❝❡*✱ ♣♦*✐"✐✈❡ ♦& ❡@✉❛❧ "♦ ③❡&♦✱ ♦❢ "❤❡

(n− 1)×ω ♣&♦❞✉❝❡❞ ❝♦♠♠♦❞✐"✐❡*✱ ❛♥❞ x "❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝"♦& ♦❢ "❤❡ (n− 1)×ω
❧❡✈❡❧* ♦❢ ❛❝"✐✈✐"② ♦❢ "❤❡ ❞✐✛❡&❡♥" ♠❡"❤♦❞* ♦❢ ♣&♦❞✉❝"✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝"✐✈❡ ❢✉♥❝"✐♦♥

✐* "♦ ♠❛①✐♠✐*❡ "❤❡ &❡✈❡♥✉❡ ❜② ✉*✐♥❣ "❤❡ ♠❡"❤♦❞* "❤❛" ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ "❤❡ ❤✐❣❤❡*"

♣&♦❞✉❝"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐"✐❡* ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ "❤❡ ❤✐❣❤❡*" ♣&✐❝❡*✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦"❡

"❤❛" ✐♥ "❤❡ ♦♣"✐♠❛❧ *♦❧✉"✐♦♥ x∗
✱ ❛ ❣♦♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ♣&♦❞✉❝❡❞ ❜② *❡✈❡&❛❧ ❞✐✛❡&❡♥"

"❡❝❤♥✐@✉❡*✳

❚❤✐* ♣&♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧*♦ ❡①♣&❡**❡❞ ❜② "❤❡ ❞✉❛❧ ♠✐♥✐♠✐*❛"✐♦♥ ♣&♦❣&❛♠✿

▼✐♥✐♠✐*❡✿

rq̄ ✭✸✳✽✵✮

❑♥♦✇✐♥❣ "❤❛"✿

rÃ ≥ p̄ ✭✸✳✽✶✮

 ✐♦♥$ ✲ ♦♥❡ ✉♥✐(✉❡ )❛ ❡ ♦❢ ✐♥ ❡)❡$ ✱ ✇❤✐❝❤ ✐$ ❞✉❡  ♦ ♦♥❡ ✉♥✐(✉❡ )❛ ❡ ♦❢ ❣)♦✇ ❤ ❢♦) ❛❧❧ ♣)♦❝❡$$❡$✳

❆♥❞ ❙❛♠✉❡❧$♦♥ ✭✷✵✵✽✮ ❛$$❡) $  ❤❛ ❙)❛✛❛✬$ $②$ ❡♠ ✐$ ❛ $②$ ❡♠ ✇✐ ❤ ❝♦♥$ ❛♥ )❡ ✉)♥  ♦ $❝❛❧❡

❛♥❞ ♣❡)❢❡❝ ❝♦♠♣❡ ✐ ✐♦♥✳
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r ≥ 0 ✭✸✳✽✷✮

❲✐*❤ r *❤❡ ❧✐♥❡ ✈❡❝*♦2 ♦❢  ❡♥#✲♣ ✐❝❡( ❛❧❧♦❝❛*❡❞ *♦ *❤❡ n ❢❛❝*♦26 ♦❢ ♣2♦❞✉❝*✐♦♥

✭ *❤❡ n−1 ❝♦♠♠♦❞✐*✐❡6 ❛♥❞ ❧❛❜♦2✮✳ ❍❡2❡ *❤❡ ❣♦❛❧ ✐6 *♦ ♠✐♥✐♠✐6❡ *❤❡ ❝♦6* ♦❢ ✉6❡

♦❢ *❤❡ ❣✐✈❡♥ 2❡6♦✉2❝❡6✱ ❜② ✉6✐♥❣ *❤❡ *❡❝❤♥✐?✉❡6 *❤❛* ✇✐❧❧ ♠✐♥✐♠✐6❡ *❤❡ ?✉❛♥*✐*✐❡6

✉6❡❞✱ ❡6♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦2 *❤❡ ❣♦♦❞6 ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ *❤❡ ❤✐❣❤❡6* ♣2✐❝❡6✳

❚❤❡ ✜26* 6②6*❡♠ *2✐❡6 *♦ ♠❛①✐♠✐③❡ *❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ *❤❡ ♦✉*♣✉*6✱ *❤❡ 6❡❝♦♥❞ *♦

♠✐♥✐♠✐6❡ *❤❡ ❝♦6* ♦❢ *❤❡ ✐♥♣✉*6✳ ❇♦*❤ ❛2❡ ❧✐♥❦❡❞ *❤2♦✉❣❤ *❤❡✐2 ♦♣*✐♠❛❧ 6♦❧✉*✐♦♥6

x∗
❛♥❞ r∗ ✿

r∗q̄ = r∗Ãx∗ = p̄x∗
✭✸✳✽✸✮

●❡♥❡2❛❧❧②✱ ♥♦♥ ✉6❡❞ *❡❝❤♥✐?✉❡6 ✭✇✐*❤ ❛ ③❡2♦ x∗

i ✮ ❛2❡ *❤❡ ♦♥❡6 ✉6✐♥❣ *♦♦ ❝♦6*❧②

✐♥♣✉*6 ✭rÃ > p̄✮✱ ✐✳❡✳ *❤❛* ❛2❡ ♥♦* ❡✣❝✐❡♥* ✐♥ *❤❡ ✉6❡ ♦❢ *❤❡ 6❝❛2❝❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

2❡6♦✉2❝❡6✳ ❖♥ *❤❡ ♦*❤❡2 ❤❛♥❞✱ 2❡♥*✲♣2✐❝❡6 ❛2❡ ♣♦6✐*✐✈❡ ✇❤❡♥ *❤❡ ❝♦22❡6♣♦♥❞✐♥❣

❝♦♠♠♦❞✐*✐❡6 ❛2❡ ❡♥*✐2❡❧② ✉6❡❞✿ Ãx = q̄✳ ❚❤✉6 *❤❡ 2❡♥* ✐6 ♦♥❧② ❡①✐6*✐♥❣ ✇❤❡♥

❞❡♠❛♥❞ ✭❡①♣2❡66❡❞ ❜② ♣2✐❝❡6 p̄✮ ❛❜♦✉* ♦♥❡ ❝♦♠♠♦❞✐*② ✐6 ❤✐❣❤❡2 *❤❛♥ *❤❡ 6✉♣♣❧②

✭❡①♣2❡66❡❞ ❜② *❤❡ ?✉❛♥*✐*✐❡6 q̄✱ ✐♥✐*✐❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ❛* *❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✮✿ 2❡♥*✲♣2✐❝❡ ❝❛♥

❜❡ 6❡❡♥ ❛6 ❛ 6❝❛2❝✐*② ✐♥❞❡① ❛♥❞ *❤✉6 ❝❛♥ ❜❡ 2❡❧❛*❡❞ *♦ *❤❡ ❞❡✜♥✐*✐♦♥ ♦❢ ♣2✐❝❡

✐♥ *❤❡ ♠❛2❣✐♥❛❧✐6* *❤❡♦2②✳ ❆♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛❧6♦ *❤❡ 2❡❧❛*✐♦♥ ❜❡*✇❡❡♥ 2❡✈❡♥✉❡

❛♥❞ ♠❛2❣✐♥❛❧ ♣2♦❞✉❝*✐✈✐*② ❜② ♣❛2*✐❛❧❧② ❞✐✛❡2❡♥*✐❛*✐♥❣ *❤❡ ♦❜❥❡❝*✐✈❡ ❢✉♥❝*✐♦♥ p̄x

♦❢ *❤❡ ✜26* ♣2♦❣2❛♠ ✈✐6✲O✲✈✐6 ❡❛❝❤ ♣❤②6✐❝❛❧ ?✉❛♥*✐*② ♦❢ ✐♥✐*✐❛❧ 2❡6♦✉2❝❡6✿ *❤❡6❡

♣❛2*✐❛❧ ❞❡2✐✈❛*✐✈❡6 ✇✐❧❧ ❜❡ ❡?✉❛❧✱ ♦2 ❝❧♦6❡❞ *♦ *❤❡ ❝♦22❡6♣♦♥❞✐♥❣ 2❡♥*✲♣2✐❝❡6✳

■❢ ✇❡ ❣❡♥❡2❛❧✐6❡ *❤✐6 2❡6✉❧* ❜② ❞❡♥♦*✐♥❣ *❤❡ ❞❡2✐✈❛*✐✈❡ ✇❤✐❝❤ ✐6 ❛♣♣2♦❛❝❤✐♥❣

*❤❡ 6♦❧✉*✐♦♥ ❢2♦♠ *❤❡ ❧❡❢* 6✐❞❡ ♦❢ ri✱ [δ (p̄x) /δqi]
−

✱ ❛♥❞ *❤❡ ❞❡2✐✈❛*✐✈❡ ✇❤✐❝❤

✐6 ❛♣♣2♦❛❝❤✐♥❣ ❢2♦♠ *❤❡ 2✐❣❤* 6✐❞❡ [δ (p̄x) /δqi]
✰

✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣❡♥❡2❛❧✐6❡ ❲✐❝❦6❡❧❧

6♦❧✉*✐♦♥ ✸✳✷✾ ❢♦2 ❛❧❧ ❢❛❝*♦26 ♦❢ ♣2♦❞✉❝*✐♦♥✿

[

δ (p̄x)

δqi

]

−

≥ r∗i ≥

[

δ (p̄x)

δqi

]+

✭✸✳✽✹✮

■♥ ❛ 6✐*✉❛*✐♦♥ ♦❢ ❢2❡❡ ❝♦♠♣❡*✐*✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇✐*❤ *❤❡ ❤②♣♦*❤❡6✐6 *❤❛* ❛❧❧ ❢❛❝*♦26

❝❛♥ 6✉❜6*✐*✉*❡ ❡❛❝❤ ♦*❤❡26✱ 2❡♥*✲♣2✐❝❡6 ✇✐❧❧ *❤❡♥ ❡①♣2❡66 *❤❡ 6❝❛2❝✐*② ♦❢ *❤❡

❝♦22❡6♣♦♥❞✐♥❣ ❢❛❝*♦26 ♦❢ ♣2♦❞✉❝*✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐❧❧ 2❡✈❡❛❧ *❤❡ ♣2♦✜*❛❜✐❧✐*② ♦❢ *❤❡ ❧❛6*

♣❤②6✐❝❛❧ ✉♥✐* ♦❢ *❤✐6 ❢❛❝*♦2 ✉6❡❞ ✐♥ *❤❡ ♣2♦❝❡66 ♦❢ ♣2♦❞✉❝*✐♦♥ ✭❛6 ❛ 2❡6✉❧* *❤❡

2❡✈❡♥✉❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♣*✐♠❛❧❧② ❞✐6*2✐❜✉*❡❞✮✳

■♥ *❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❜♦✈❡✱ ❞❡♠❛♥❞ ✐6 2❡♣2❡6❡♥*❡❞ ❜② *❤❡ ✈❡❝*♦2 p̄ ♦❢ ♣2✐❝❡6✿ ❜✉*

✇❤❡2❡ ❞♦❡6 *❤✐6 ✈❡❝*♦2 ❝♦♠❡ ❢2♦♠❄ ❲❡ ❝❛♥ ✐♠❛❣✐♥❡ *❤❛* *❤❡6❡ ♣2✐❝❡6 2❡✢❡❝*

*❤❡ ♣2❡❢❡2❡♥❝❡6 ♦❢ ♦♥❡ ❛❣❡♥*✳ ■♥ *❤✐6 ❝❛6❡ *❤❡ ♥❡♦❝❧❛66✐❝❛❧ *❤❡♦2② ♦❢ ✈❛❧✉❡✱

❧✐♥❦✐♥❣ 6❝❛2❝✐*② ❛♥❞ ✈❛❧✉❡✱ ✐6 6*✐❧❧ ✈❛❧✐❞✳ ❍♦✇❡✈❡2✱ ✇❤❛* ❞♦❡6 ❤❛♣♣❡♥ ✇❤❡♥ ❛

6❡❝♦♥❞ ❛❣❡♥* ✐6 ✐♥*2♦❞✉❝❡❞✱ ✇✐*❤ ❛ ❞✐✛❡2❡♥* ✈❡❝*♦2 ♦❢ ♣2✐❝❡6❄ ❍❡2❡ ❛2✐6❡6 *❤❡

♣2♦❜❧❡♠ ♦❢ *❤❡ ❛❣❣2❡❣❛*✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❤♦✐❝❡6✳ ❚❤❡ *❤❡♦2❡♠ ♦❢ ❙♦♥♥❡♥6❝❤❡✐♥✲

▼❛♥*❡❧✲❉❡❜2❡✉ ✭❙♦♥♥❡♥6❝❤❡✐♥✱ ✶✾✼✸❀ ▼❛♥*❡❧✱ ✶✾✼✹❀ ❉❡❜2❡✉✱ ✶✾✼✹❀ ●✉❡22✐❡♥✱

✶✾✾✷✮ ♣2♦✈❡6 *❤❛*✱ ❛6 6♦♦♥ ❛6 6❡✈❡2❛❧ ❛❣❡♥*6 ❛2❡ ✐♥*2♦❞✉❝❡❞✱ *❤❡ 2❡❧❛*✐♦♥ ❜❡*✇❡❡♥

6❝❛2❝✐*② ❛♥❞ ✈❛❧✉❡ ❞✐6❛♣♣❡❛26✳ ▼♦2❡ ♣2❡❝✐6❡❧②✱ ♦♥❡ ♦❢ *❤❡ ❝♦♥6❡?✉❡♥❝❡ ♦❢ *❤✐6

*❤❡♦2❡♠ ✐6 *❤❛* ✐❢ *❤❡ ?✉❛♥*✐*② ♦❢ ♦♥❡ 2❡6♦✉2❝❡ ✐6 ✐♥❝2❡❛6❡❞✱ ❛❧❧ *❤✐♥❣6 ❜❡✐♥❣
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,✉♣♣❧②✱ ♥♦ ,✉❜(%❛❝(✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❢%♦♠ ∞❪✳ ❚❤✐, ✐, ❢✉♥❞❛♠❡♥(❛❧

❜❡❝❛✉,❡ ✐( ❞♦❡, ❛✇❛② ✇✐(❤ ❵❤✉♠❛♥ ❡♥❡%❣②✬ ❛♥❞ ,✉❝❤ ♠❡(❛♣❤②,✐❝❛❧

(❤✐♥❣,✳ ✳✳✳ ❇✉( ❤♦✇ ❛%❡ ✇❡ ❣♦✐♥❣ (♦ %❡♣❧❛❝❡ (❤❡,❡ ♥❛(✉%❛❧ (❤✐♥❣,❄

❚❤❡%❡ ❛%❡ (❤%❡❡ ❝❛,❡,✿ ❛✮ (❤❡② ❝❛♥ ❜❡ %❡♣%♦❞✉❝❡❞ ❜② ❧❛❜♦% ✭❧❛♥❞

♣%♦♣❡%(✐❡,✱ ✇✐(❤ ♠❛♥✉%❡, ❡(❝✳✮❀ ❜✮ (❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ,✉❜,(✐(✉(❡❞ ❜② ❧❛❜♦%

✭❝♦❛❧ ❜② ❤②❞%♦❡❧❡❝(%✐❝ ♣❧❛♥(✿ ♦% ❜② ,♣❡♥❞✐♥❣ ✐♥ %❡,❡❛%❝❤ ❛♥❞ ❞✐,❝♦✈✲

❡%② ♦❢ ♥❡✇ ,♦✉%❝❡, ❛♥❞ ♥❡✇ ♠❡(❤♦❞, ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐,✐♥❣✮❀ ❝✮ (❤❡② ❝❛♥♥♦(

❜❡ ❡✐(❤❡% %❡♣%♦❞✉❝❡❞ ♥♦% ,✉❜,(✐(✉(❡❞ ✲ ❛♥❞ ✐♥ (❤✐, ❝❛,❡ (❤❡② ❝❛♥♥♦(

✜♥❞ ❛ ♣❧❛❝❡ ✐♥ ❛ (❤❡♦%② ♦❢ ❝♦♥(✐♥✉♦✉, ♣%♦❞✉❝(✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥,✉♠♣✲

(✐♦♥✿ (❤❡② ❛%❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❢❛❝(,✱ ✐✳❡✳ ❛ ,(♦❝❦ (❤❛( ✐, ❜❡✐♥❣ ❣%❛❞✉❛❧❧②

❡①❤❛✉,(❡❞ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦( ❜❡ %❡♥❡✇❡❞✱ ❛♥❞ ♠✉,( ✉❧(✐♠❛(❡❧② ❧❡❛❞ (♦ ❞❡✲

,(%✉❝(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ,♦❝✐❡(②✳ ❇✉( (❤✐, ❝❛,❡ ❞♦❡, ♥♦( ,❛(✐,❢② ♦✉% ❝♦♥❞✐(✐♦♥,

♦❢ ❛ ,♦❝✐❡(② (❤❛( ❥✉,( ♠❛♥❛❣❡, (♦ ❦❡❡♣ ❝♦♥(✐♥✉♦✉,❧② ❛❧✐✈❡✑ ✭❙%❛✛❛✬,

❯♥♣✉❜❧✐,❤❡❞ 5❛♣❡%, ❛♥❞ ❈♦%%❡,♣♦♥❞❡♥❝❡✱ ❚%✐♥✐(② ❈♦❧❧❡❣❡ ▲✐❜%❛%②✱

❈❛♠❜%✐❞❣❡✱ ❯❑✱ ❛, ❝❛(❛❧♦❣✉❡❞ ❜② ❏♦♥❛(❤❛♥ ❙♠✐(❤✱ ❉✸✿✶✷✿✹✷✿ ✸✸✱

❞❛(❡❞ ✷✺ ▼❛%❝❤ ✶✾✹✻❀ ❙%❛✛❛✬, ❡♠♣❤❛,✐,✱ ^✉♦(❡❞ ✐♥ ❑✉%③ ❛♥❞ ❙❛❧✲

✈❛❞♦%✐✱ ✷✵✵✵✮✳

❚❤✉, ❙%❛✛❛ ,(❛(❡, (❤❛( ❤✐, (❤❡♦%②✱ (❤❡ ✏5❤②,✐❝❛❧ %❡❛❧ ❝♦,(,✑ (❤❡♦%②✱ ✐, (❛❦✐♥❣

✐♥(♦ ❛❝❝♦✉♥( (❤❡ ♥❛(✉%❛❧ %❡,♦✉%❝❡,✳ ❍♦✇❡✈❡%✱ ■ ✇✐❧❧ ❛%❣✉❡ (❤❛( (❤✐, ✐, ♥♦(

(%✉❡✿ ♠② ♣♦,✐(✐♦♥ ✐, (❤❛( ❙%❛✛❛ ✐, ♥♦( ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐(❤ ♥❛(✉%❛❧ %❡,♦✉%❝❡,✱ ❜✉(

✻✻
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✇✐$❤ ❝♦♠♠♦❞✐$✐❡+ ♣-♦❞✉❝❡❞ ❜② ✐♥❞✉+$-✐❡+ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ $❤❡ ♠❛-❦❡$✳ ❚❤♦+❡

-❡+♦✉-❝❡+ $❤❛$ ❛-❡ ♥♦$ ♣-♦❞✉❝❡❞ ❜② ✐♥❞✉+$-✐❡+ ♦- ✇❤✐❝❤ ❛-❡ ♥♦$ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ $❤❡

♠❛-❦❡$ ✭❢♦- ✐♥+$❛♥❝❡✱ ✇❛+$❡+✮ ❛-❡ ♥♦$ ❡♥❝♦♠♣❛++❡❞ ❜② ❤✐+ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦$

-❡❝❡✐✈❡ ❛ ♣-✐❝❡✳

❆♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥✜-♠❛$✐♦♥ ♦❢ $❤✐+ ✇❤❡♥✱ ✐♥ ❝❤❛♣$❡- ❳■ ♦❢ ❤✐+ ❜♦♦❦✱ ❙-❛✛❛

❡①♣❧✐❝✐$❧② ✐♥$-♦❞✉❝❡+ ♥❛$✉-❛❧ -❡+♦✉-❝❡+✿

✏♥❛$✉-❛❧ -❡+♦✉-❝❡+ ✇❤✐❝❤ ❛-❡ ✉+❡❞ ✐♥ ♣-♦❞✉❝$✐♦♥✱ +✉❝❤ ❛+ ❧❛♥❞

❛♥❞ ♠✐♥❡-❛❧ ❞❡♣♦+✐$+✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❜❡✐♥❣ ✐♥ +❤♦-$ +✉♣♣❧② ❡♥❛❜❧❡ $❤❡✐-

♦✇♥❡-+ $♦ ♦❜$❛✐♥ ❛ -❡♥$✱ ❝❛♥ ❜❡ +❛✐❞ $♦ ♦❝❝✉♣② ❛♠♦♥❣ ♠❡❛♥+ ♦❢ ♣-♦✲

❞✉❝$✐♦♥ ❛ ♣♦+✐$✐♦♥ ❡G✉✐✈❛❧❡♥$ $♦ $❤❛$ ♦❢ ✬♥♦♥✲❜❛+✐❝+✬ ❛♠♦♥❣ ♣-♦❞✲

✉❝$+✳ ❇❡✐♥❣ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ♣-♦❞✉❝$✐♦♥✱ ❜✉$ ♥♦$ $❤❡♠+❡❧✈❡+ ♣-♦❞✉❝❡❞✱

$❤❡② ❛-❡ $❤❡ ❝♦♥✈❡-+❡ ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐$✐❡+ ✇❤✐❝❤✱ ❛❧$❤♦✉❣❤ ♣-♦❞✉❝❡❞✱

❛-❡ ♥♦$ ✉+❡❞ ✐♥ ♣-♦❞✉❝$✐♦♥✑ ✭❙-❛✛❛✱ ✶✾✻✵✱ ➓ ✽✺✮✳

■♥ $❤✐+ ❝❤❛♣$❡-✱ ✇❡ ✇✐❧❧ +❡❡ ❤♦✇ ❙-❛✛❛ ❞❡❛❧+ ✇✐$❤ ♥❛$✉-❛❧ -❡+♦✉-❝❡+ ✐♥ ❤✐+ ❜♦♦❦✱

$❤-♦✉❣❤ $❤❡ ♣-♦❜❧❡♠❛$✐❝ ♦❢ $❤❡ -❡♥$✱ ✐♥ +❡❝$✐♦♥ ✹✳✷ ✭❛❢$❡- ❛ +❤♦-$ ✐♥$-♦❞✉❝$✐♦♥ ♦♥

$❤❡ ✉+❡ ♦❢ $❤❡ -❡♥$ ✐♥ ◗✉❡+♥❛② ❛♥❞ ❘✐❝❛-❞♦✬+ $❤❡♦-✐❡+✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ $❤❡♥ +❡❡ ❤♦✇ $❤❡

♥❡♦✲❘✐❝❛-❞✐❛♥+ ♠❛♥❛❣❡ $♦ ✐♥$-♦❞✉❝❡ $❤❡+❡ -❡+♦✉-❝❡+ ✐♥ $❤❡✐- ♠♦❞❡❧+ ❛♥❞ ❤♦✇

$❤❡② ❞❡❛❧ ✇✐$❤ ❣❡♥❡-❛❧ ❡♥✈✐-♦♥♠❡♥$❛❧ ♣-♦❜❧❡♠+✳ ❋✐-+$ ✇❡ ✇✐❧❧ +❡❡ $❤❡ ❝❛+❡ ♦❢

❡①❤❛✉+$✐❜❧❡ -❡+♦✉-❝❡+ ✐♥ +❡❝$✐♦♥ ✹✳✸ ❛♥❞ $❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ +$✉❞② $❤❡ ✐♥$-♦❞✉❝$✐♦♥ ♦❢

✇❛+$❡✱ $❤❡ ♣-♦❜❧❡♠ ♦❢ $❤❡ ❝♦♥$-♦❧ ♦❢ ♣♦❧❧✉$✐♦♥ ❛♥❞ $❤❡ ❡①♣❧♦✐$❛$✐♦♥ ♦❢ -❡♥❡✇❛❜❧❡

-❡+♦✉-❝❡+ ✐♥ +❡❝$✐♦♥ ✹✳✹✳
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✹✳✷ ❘❡♥&

✹✳✷✳✶ ◗✉❡#♥❛②

◗✉❡%♥❛② ✐% ♦♥❡ ♦❢ ,❤❡ ✜/%,% ,♦ ✐♥,/♦❞✉❝❡ ,❤❡ ❝♦♥❝❡♣, ♦❢ /❡♥, ✐♥,♦ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝

♠♦❞❡❧✿ ❤✐% ❢❛♠♦✉% ✏❚❛❜❧❡❛✉ ❊❝♦♥♦♠✐:✉❡✑ ✐% ♣/❡%❡♥,❡❞ ✐♥ ❱❡/%❛✐❧❧❡% ✐♥ ✶✼✺✽ ❛♥❞

✐% /❡♣/♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ,❛❜❧❡ ✹✳✶✳ ❚❤❡ %♦❝✐❡,② ✐% ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥,♦ ,❤/❡❡ ❝❧❛%%❡%✿ ,❤❡ ♣/♦✲

❞✉❝,✐✈❡✱ ,❤❡ ✐♥❢❡/,✐❧❡ ❛♥❞ ,❤❡ ❛/✐%,♦❝/❛,✐❝✳ ▲❛♥❞ ✐% ,❤❡ ♦♥❧② ❢❛❝,♦/ ♦❢ ♣/♦❞✉❝,✐♦♥

✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡% ,♦ ♣/♦❞✉❝❡ ❛ %✉/♣❧✉%✱ ✐✳❡✳ ,♦ ♣/♦❞✉❝❡ ♠♦/❡ ❣♦♦❞% ,❤❛♥ ♥❡❡❞❡❞

❜② ✐,% ❡①♣❧♦✐,❛,✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣/♦❞✉❝,✐✈❡ ❝❧❛%% ✇♦/❦% ✐♥ ❛❣/✐❝✉❧,✉/❡ ❛♥❞ ♠✐♥❡% ✭✐,

✐% ,❤✉% ❡①♣❧♦✐,✐♥❣ ,❤❡ ❧❛♥❞✮✱ ♣/♦❞✉❝❡% ❢♦♦❞ ♣/♦❞✉❝,% ❛♥❞ /❛✇ ♠❛,❡/✐❛❧% ❛♥❞

❝♦♥%✉♠❡% ❢♦♦❞ ♣/♦❞✉❝,%✳ ❚❤❡ ✐♥❢❡/,✐❧❡ ❝❧❛%% ✐% ♥♦, ♣/♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥② %✉/♣❧✉%✱ ✐,

,/❛♥%❢♦/♠% /❛✇ ♠❛,❡/✐❛❧% ✐♥,♦ ♠❛♥✉❢❛❝,✉/❡❞ ❣♦♦❞% ❛♥❞ ❝♦♥%✉♠❡% ❢♦♦❞ ♣/♦❞✲

✉❝,%✳ ❚❤❡ ❛/✐%,♦❝/❛,✐❝ ❝❧❛%% ♦✇♥% ,❤❡ ♠♦♥❡②✱ /❡❝❡✐✈❡% ,❤❡ /❡♥, ❢/♦♠ ,❤❡ ✉%❡

♦❢ ,❤❡ ❧❛♥❞✱ ❛♥❞ ❝♦♥%✉♠❡% ❢♦♦❞ ♣/♦❞✉❝,% ❛♥❞ ♠❛♥✉❢❛❝,✉/❡❞ ❣♦♦❞%✳ ❖♥❝❡ ,❤❡

♣❡/✐♦❞ ♦❢ ♣/♦❞✉❝,✐♦♥ ✐% ❡♥❞❡❞✱ ,❤❡ ♠♦♥❡② ✐% ❣✐✈❡♥ ,♦ ,❤❡ ✐♥❢❡/,✐❧❡ ❝❧❛%% ✐♥ ❡①✲

❝❤❛♥❣❡ ❢♦/ ,❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝,✉/❡❞ ❣♦♦❞% ❛♥❞ ,♦ ,❤❡ ♣/♦❞✉❝,✐✈❡ ❝❧❛%% ✐♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❢♦/

,❤❡ ❢♦♦❞ ♣/♦❞✉❝,%✳ ❚❤❡ ✐♥❢❡/,✐❧❡ ❝❧❛%% ✇✐❧❧ ✉%❡ ,❤❡ ♠♦♥❡② ,♦ ♣❛② ❢♦/ ,❤❡ /❛✇

♠❛,❡/✐❛❧% ❛♥❞ ,❤❡ ❢♦♦❞ ♣/♦❞✉❝,%✳ ❚❤❡ ♣/♦❞✉❝,✐✈❡ ❝❧❛%% ✇✐❧❧ ,❤❡♥ ❤❛✈❡ ❛❧❧ ,❤❡
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❢❛❧❧❀ ❛ ❧✐♠✐' ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ✐'#❡❧❢ ❢❛❧❧ ✇✐'❤ ❛♥② ✐♠♣0♦✈❡♠❡♥'# ✐♥ '❤❡ ♠❡'❤♦❞# ♦❢ ♣0♦❞✉❝'✐♦♥ ♦❢

♥❡❝❡##❛0✐❡#✱ ❝❛00②✐♥❣ ✇✐'❤ ✐' ❛ 0✐#❡ ✐♥ '❤❡ 0❛'❡ ♦❢ ♣0♦✜'# ❛♥❞ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ '❤❡ ♣0✐❝❡# ♦❢ ♦'❤❡0

♣0♦❞✉❝'#✮✑ ✭❙0❛✛❛✱ ✶✾✻✵✱ ➓ ✽✮✳✳
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❊◆❱■❘❖◆▼❊◆❚ ✼✶

♦♣❡%❛'❡ ❛' '❤❡ )❛♠❡ '✐♠❡✳ ❚❤✐) ❡①♣%❡))❡) '❤❡ ❢❛❝' '❤❛' '❤❡ ♥❛'✉%❛❧ %❡)♦✉%❝❡

✐) )❝❛%❝❡✱ ❢♦% ✐❢ ✐' ✇❡%❡ ♥♦' )❝❛%❝❡✱ ♦♥❧② '❤❡ ♠♦)' ♣%♦✜'❛❜❧❡ '❡❝❤♥✐9✉❡ ✇♦✉❧❞

❜❡ ✉)❡❞✿ ✏✇❤✐❧❡ '❤❡ )❝❛%❝✐'② ♦❢ ❧❛♥❞ ♣%♦✈✐❞❡) '❤❡ ❜❛❝❦❣%♦✉♥❞ ❢%♦♠ ✇❤✐❝❤ %❡♥'

❛%✐)❡)✱ '❤❡ ♦♥❧② ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ '❤✐) )❝❛%❝✐'② '♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ '❤❡ ♣%♦❝❡)) ♦❢ ♣%♦❞✉❝'✐♦♥

✐) '❤❡ ❞✉❛❧✐'② ♦❢ ♠❡'❤♦❞)✿ ✐❢ '❤❡%❡ ✇❡%❡ ♥♦ )❝❛%❝✐'②✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ♠❡'❤♦❞✱ '❤❡

❝❤❡❛♣❡)'✱ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉)❡❞ ♦♥ '❤❡ ❧❛♥❞ ❛♥❞ '❤❡%❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦ %❡♥'✑ ❙%❛✛❛✱ ✶✾✻✵✱

➓ ✽✽✮✳ ❙%❛✛❛ ❝♦♥)✐❞❡%) ♦♥❧② '❤❡ ✐♥'%♦❞✉❝'✐♦♥ ♦❢ ❧❡)) ♣%♦✜'❛❜❧❡ ♠❡'❤♦❞) ✉)✐♥❣

'❤❡ )❛♠❡ ♥❛'✉%❛❧ %❡)♦✉%❝❡ '♦ ♣%♦❞✉❝❡ '❤❡ )❛♠❡ ❣♦♦❞✿ ✐♥ '❤✐) ❝❛)❡✱ '❤❡② ❤❛✈❡

'♦ ❜❡ ♠♦%❡ ♣%♦❞✉❝'✐✈❡ ♣❡% ✉♥✐' ♦❢ ♥❛'✉%❛❧ %❡)♦✉%❝❡ '❤❛♥ ♦❧❞ ♠❡'❤♦❞) ✐♥ ♦%❞❡%

'♦ )❛'✐)❢② '❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ✭❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ '❤❡ ✐♥'%♦❞✉❝'✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❡)) ♣%♦✜'❛❜❧❡

'❡❝❤♥✐9✉❡ ♥♦' ✉)✐♥❣ '❤❡ ♥❛'✉%❛❧ %❡)♦✉%❝❡ '♦ ♣%♦❞✉❝❡ '❤❡ )❛♠❡ ❣♦♦❞ ❝❛♥ ❜❡

❢♦✉♥❞ ✐♥ ❊%%❡②❣❡%)✱ ✷✵✶✹✮✳

■❢ '✇♦ ♠❡'❤♦❞) ♣%♦❞✉❝❡ '❤❡ )❛♠❡ ❣♦♦❞✱ ❛ %❡♥' ✇✐❧❧ '❤❡♥ ❛%✐)❡✳ ❚❤✐) %❡♥'

❝❛♥ ❜❡ )❡✐③❡❞ ❜② '❤❡ ♦✇♥❡% ♦❢ '❤❡ ♠♦%❡ ♣%♦✜'❛❜❧❡ ♠❡'❤♦❞✱ ♦% ❜② '❤❡ ♦✇♥❡% ♦❢

'❤❡ ♥❛'✉%❛❧ %❡)♦✉%❝❡✳

✺

❙%❛✛❛ ❝♦♥)✐❞❡%) '❤❛' '❤❡ ♦✇♥❡% ♦❢ '❤❡ ♥❛'✉%❛❧ %❡)♦✉%❝❡

%❡❝❡✐✈❡) '❤❡ %❡♥'✿ '❤❡ %❡♥' ✐) '❤❡♥ ♣❛✐❞ ✐♥ ❛ ♣%♦♣♦%'✐♦♥❛❧ ♠❛♥♥❡% ❛) ❝♦♠♣❛%❡❞

'♦ '❤❡ ✉)❡ ♦❢ '❤❡ ♥❛'✉%❛❧ %❡)♦✉%❝❡✳ ❆) ♥❛'✉%❛❧ %❡)♦✉%❝❡) ❛%❡ ♥♦' ♣%♦❞✉❝❡❞✱ '❤❡②

❝❛♥♥♦' ❛♣♣❡❛% ✐♥ '❤❡ )'❛♥❞❛%❞ )②)'❡♠✿ '❤❡② ❛%❡ ❡9✉✐✈❛❧❡♥' '♦ ♥♦♥ ❜❛)✐❝ ❣♦♦❞) ✐♥

'❤✐) %❡)♣❡❝'✳ ❚❤✉) %❡♥') ❛%❡ ❝❛❧❝✉❧❛'❡❞ ❛❢'❡% '❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ %❛'❡ ♦❢ ♣%♦✜'

❛♥❞ '❤❡ ♣%✐❝❡) ♦❢ ❜❛)✐❝ ❝♦♠♠♦❞✐'✐❡)✳

✻

❙%❛✛❛ '❤❡♥ ♠❛❦❡) ❛ ❞✐✛❡%❡♥❝❡ ❜❡'✇❡❡♥

'✇♦ '②♣❡) ♦❢ %❡♥')✳ ❚❤❡ ✜%)' ♦❝❝✉%) ✇❤❡♥ '❤❡ ♥❛'✉%❛❧ %❡)♦✉%❝❡ ✐) ♦❢ ❞✐✛❡%❡♥'

9✉❛❧✐'✐❡) ✭❡✳❣✳ ✐♥ '❤❡ ❝❛)❡ ♦❢ ❧❛♥❞✱ ❧❛♥❞) ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡%❡♥' ❢❡%'✐❧✐'✐❡)✮✳ ❲❡

❝❛♥ ❝❛❧❧ '❤✐) '❤❡ ❡①'❡♥)✐✈❡ %❡♥'✳ ❚❤❡ )❡❝♦♥❞ ♦❝❝✉%) ✇❤❡♥ '❤❡ ♥❛'✉%❛❧ %❡)♦✉%❝❡

✐) ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉)✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝❛❧❧ '❤✐) '❤❡ ✐♥'❡♥)✐✈❡ %❡♥' ✭❜♦'❤ '❡%♠) ❛%❡ ♥♦' ✉)❡❞

❜② ❙%❛✛❛✱ ✇❤♦ ♠❛❦❡) ♦♥❧② %❡❢❡%❡♥❝❡ '♦ ❡①'❡♥)✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥'❡♥)✐✈❡ ❞✐♠✐♥✐)❤✐♥❣

%❡'✉%♥)✮✳

■♥ '❤❡ ❝❛)❡ ♦❢ ❡①'❡♥)✐✈❡ %❡♥'✱ ✇❤❡♥ ❞✐✛❡%❡♥' 9✉❛❧✐'✐❡) ♦❢ ♦♥❡ ♥❛'✉%❛❧ %❡)♦✉%❝❡

❛%❡ ✉)❡❞✱ '❤❡ ❧❡❛)' ♣%♦✜'❛❜❧❡ 9✉❛❧✐'② ❞♦❡) ♥♦' ♣❛② ❛♥② %❡♥'✳ ❚❤❡ '❡❝❤♥✐9✉❡ ✉)✐♥❣

'❤❡ ♥♦✲%❡♥' 9✉❛❧✐'② ✐) ✉)❡❞ ✐♥ ♦%❞❡% '♦ ❝❛❧❝✉❧❛'❡ '❤❡ ♣%✐❝❡ ♦❢ ♣%♦❞✉❝'✐♦♥ ✭)♦ '❤❡

♥❛'✉%❛❧ %❡)♦✉%❝❡ ❞♦❡) ♥♦' ❛♣♣❡❛% ✐♥ '❤❡ )'❛♥❞❛%❞ )②)'❡♠✮ ❛♥❞ ❛❢'❡% '❤❛'✱ '❤❡

♣%✐❝❡ ♦❢ ♣%♦❞✉❝'✐♦♥ ✐) ✉)❡❞ '♦ ❞❡❞✉❝❡ '❤❡ %❡♥')✳ ❆) ✐' ✐) ♥♦' ♣♦))✐❜❧❡ '♦ ❦♥♦✇

✇❤✐❝❤ 9✉❛❧✐'② ✐) '❤❡ ❧❡❛)' ♣%♦✜'❛❜❧❡ ❜❡❢♦%❡ ❝❛❧❝✉❧❛'✐♥❣ '❤❡ ♣%✐❝❡)✱ ❡❛❝❤ ♠❡'❤♦❞

❤❛) '♦ ❜❡ '❡)'❡❞✱ '❤❡ ❧❡❛)' ♣%♦✜'❛❜❧❡ ❜❡✐♥❣ '❤❡ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇) '♦ ❞❡❞✉❝❡ ♦♥❧②

♣♦)✐'✐✈❡ %❡♥')✳ ❙%❛✛❛ '❛❦❡) '❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦%♥ ♣%♦❞✉❝'✐♦♥ ✭❝♦❡✣❝✐❡♥' k✮ ✇✐'❤
n ❧❛♥❞ ♦❢ ❞✐✛❡%❡♥' 9✉❛❧✐'✐❡) ✭❙%❛✛❛✱ ✶✾✻✵✱ ➓ ✽✻✮✳ ❚❤❡ n ❞✐✛❡%❡♥' ♠❡'❤♦❞) ♦❢

♣%♦❞✉❝'✐♦♥ ❛%❡ ♣%❡)❡♥'❡❞ ✐♥ '❤✐) ✇❛②✿

(ak1,1p1 + ak1,2p2 + . . .+ ak1,kpk + . . .+ ak1,mpm) (1 + π) + lk1
w + Λ1ρ1 = bk1

pk
(ak2,1p1 + ak2,2p2 + . . .+ ak2,kpk + . . .+ ak2,mpm) (1 + π) + lk2

w + Λ2ρ2 = bk2
pk

✳

✳

✳

(akn,1p1 + akn,2p2 + . . .+ akn,kpk + . . .+ akn,mpm) (1 + π) + lkn
w + Λnρn = bkn

pk
✭✹✳✶✮

✺

❙❡❡ "❡❝$✐♦♥ ✹✳✷✳✺ ❢♦- ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❡①♣❧♦-✐♥❣ ❜♦$❤ ♣♦""✐❜✐❧✐$✐❡"✳

✻

❆♥❞✱ ❧✐❦❡ ✇✐$❤ ♥♦♥✲❜❛"✐❝ ❣♦♦❞"✱ $❛①❛$✐♦♥ ♦♥ -❡♥$" ✇✐❧❧ ♥♦$ ✐♥✢✉❡♥❝❡ $❤❡ ♣-✐❝❡" ♦❢ ❜❛"✐❝

❣♦♦❞" ❛♥❞ $❤❡ -❛$❡ ♦❢ ♣-♦✜$✿ ✐$ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ $❤❡ -❡✈❡♥✉❡ ♦❢ $❤❡ -❡♥$✐❡-✳
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❊◆❱■❘❖◆▼❊◆❚ ✼✷

❲✐$❤ Λi $❤❡ ❣✐✈❡♥ *✉❛♥$✐$② ♦❢ ❧❛♥❞ ♦❢ *✉❛❧✐$② i✱ ρi $❤❡ 3❡♥$ ♦♥ $❤✐4 ❧❛♥❞ ❛♥❞

❦♥♦✇✐♥❣ $❤❛$

n
∏

i=1

ρi = 0✱ ❜❡❝❛✉4❡ $❤❡ ❧❡❛4$ ♣3♦✜$❛❜❧❡ ❧❛♥❞ ♣❛②4 ♥♦ 3❡♥$✳

■❢ $❤❡ ❧❛♥❞ ✐4 ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉4✱ ✐♥$❡♥4✐✈❡ 3❡♥$ ✇✐❧❧ ❛3✐4❡✳ ❙3❛✛❛ 4❛②4 $❤❛$ $❤✐4

3❡♥$ ✐4 ✉♥✐❢♦3♠ ❛♥❞ ✐4 ♣3♦♣♦3$✐♦♥❛❧ $♦ $❤❡ ❛♠♦✉♥$ ♦❢ ♥❛$✉3❛❧ 3❡4♦✉3❝❡ ✉4❡❞ ✐♥

♣3♦❞✉❝$✐♦♥✳

✼

❚❤❡ $✇♦ ❞✐✛❡3❡♥$ $❡❝❤♥✐*✉❡4 ❝❛♥ ❜❡ 3❡♣3❡4❡♥$❡❞ ✐♥ $❤✐4 ✇❛②✱ ✇✐$❤

r $❤❡ ✉♥✐❢♦3♠ ✐♥$❡♥4✐✈❡ 3❡♥$ ✭$❤✐4 3❡♣3❡4❡♥$❛$✐♦♥ ✐4 ❢3♦♠ ❑✉3③✱ ✶✾✼✽ ✲ ❙3❛✛❛

❞✐❞ ♥♦$ ♣3♦♣♦4❡ ❛♥② ❛❧❣❡❜3❛✐❝ ❢♦3♠✉❧❛$✐♦♥ ❢♦3 $❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ✐♥$❡♥4✐✈❡

3❡♥$✮✿

a1p (1 + π) + l1w + Λ1r = b1p

a2p (1 + π) + l2w + Λ2r = b
2
p

✭✹✳✷✮

❚❤❡ 4$❛♥❞❛3❞ 4②4$❡♠ ✐4 ❜✉✐❧$ 4♦ $❤❛$ $❤❡ 3❛$✐♦ ❜❡$✇❡❡♥ ✐♥♣✉$ ❛♥❞ 4✉3♣❧✉4

♦❢ $❤❡ 4$❛♥❞❛3❞ 4②4$❡♠ ❢♦3 ❡❛❝❤ ❝♦♠♠♦❞✐$② ✐4 ✉♥✐❢♦3♠✳ ❲✐$❤ qi $❤❡ ♠✉❧$✐♣❧✐❡3

♦❢ ♣3♦❝❡44 i ✐♥ $❤❡ 4$❛♥❞❛3❞ 4②4$❡♠✱ ✇❡ ♠✉4$ ❤❛✈❡✿

(q1a1 + q2a2) (1 +R) = q1 + q2
q1Λ1 + q2Λ2 = 0

✭✹✳✸✮

❇♦$❤ ♠✉❧$✐♣❧✐❡34 ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ♦♣♣♦4✐$❡ 4✐❣♥4✱ 4♦ $❤❡ ♥❛$✉3❛❧ 3❡4♦✉3❝❡ ❝❛♥ ❜❡

❡❧✐♠✐♥❛$❡❞✳

✽

❲❡ ❝❛♥ $❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛$❡ $❤❡ 3❡♥$✱ ✇❤❡♥ $❤❡ ♣3✐❝❡4 ♦❢ ❜❛4✐❝ ❣♦♦❞4

❛3❡ ❦♥♦✇♥✿

r =
b1p

Λ1
(1−

k1
b1p

) =
b2p

Λ2
(1−

k2
b1p

) ✭✹✳✹✮

❲✐$❤ ki (w) = aip (1 + π) + liw $❤❡ ❝♦4$ ♦❢ ✐♥♣✉$4 ♦❢ ♠❡$❤♦❞ i✳ ❚❤✉4 $❤❡

♠❡$❤♦❞ ♣3♦❞✉❝✐♥❣ ♠♦3❡ ♦✉$♣✉$4 ♣❡3 ✉♥✐$ ♦❢ ♥❛$✉3❛❧ 3❡4♦✉3❝❡ ♠✉4$ ❤❛✈❡ ❛ ❜✐❣❣❡3

❝♦4$ ♦❢ ✐♥♣✉$4 ♣❡3 ✉♥✐$ ♦❢ ♦✉$♣✉$ $❤❛♥ $❤❡ 4❡❝♦♥❞ ♠❡$❤♦❞✱ ♦$❤❡3✇✐4❡ $❤❡ 3❡♥$

✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❣❛$✐✈❡✿ ✐❢

b2

Λ2
> b1

Λ1
✱ $❤❡♥ ✐$ ♠✉4$ ❜❡ $❤❛$

k2

b2
> k1

b1
✭❙3❛✛❛✱ ✶✾✻✵✱ ➓

✽✼✱ ❑✉3③✱ ✶✾✼✽✮✳

❚❤❡ ✜34$ ♠❡$❤♦❞ ❜❡✐♥❣ $❤❡ ♠♦3❡ ♣3♦✜$❛❜❧❡✱ ✐❢ $❤❡3❡ ✇❡3❡ ♥♦ 3❡♥$✱ ✐$ ✇♦✉❧❞

❜❡ $❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡ $♦ ❜❡ ✉4❡❞✳ ❆4 ❞❡♠❛♥❞ ✐4 ♠♦3❡ ✐♠♣♦3$❛♥$ $❤❛♥ ✇❤❛$ ♠❡$❤♦❞ 1
❝❛♥ ♣3♦❞✉❝❡✱ $❡❝❤♥✐*✉❡ 2 ✐4 ❛❧4♦ ✉4❡❞✿ ✐$ ✐4 ♠♦3❡ ♣3♦❞✉❝$✐✈❡ ✭♦$❤❡3✇✐4❡ ❞❡♠❛♥❞

❝♦✉❧❞ ♥♦$ ❜❡ 4❛$✐4✜❡❞✮ ❜✉$ ❧❡44 ♣3♦✜$❛❜❧❡ ✭♦$❤❡3✇✐4❡ ✐$ ✇♦✉❧❞ 3❡♣❧❛❝❡ ❡♥$✐3❡❧②

♠❡$❤♦❞ 1✮✳ ■♥ ♦3❞❡3 $♦ ❝❛❧❝✉❧❛$❡ $❤❡ ♣3✐❝❡4✱ ❛ 3❡♥$ ❤❛4 $❤❡♥ $♦ ❜❡ ✐♥$3♦❞✉❝❡❞✿

❛4 ✐$ ✐4 ♣❛✐❞ ♣❡3 ✉♥✐$ ♦❢ ♥❛$✉3❛❧ 3❡4♦✉3❝❡ ✉4❡❞✱ ✐$ ✐♠♣❛❝$4 ❜♦$❤ ♠❡$❤♦❞4 ✐♥ $❤❡

4❛♠❡ ✇❛② ✭$❤❡② ❜❡❝♦♠❡ ❡*✉❛❧❧② ♣3♦✜$❛❜❧❡✮✳

✼

❇✐❞❛$❞ ✭✷✵✶✸✮ ✉♥❞❡$❧✐♥❡/ 0❤❛0✱ ✐♥ ❘✐❝❛$❞♦✱ 0❤❡ ✐♥0❡♥/✐✈❡ $❡♥0 ✐/ ♥♦0 ✉♥✐❢♦$♠✿ 0❤❡ ❧❡❛/0

♣$♦✜0❛❜❧❡ ♠❡0❤♦❞ ❛❧/♦ ♣❛②/ ♥♦ $❡♥0✱ ❥✉/0 ❛/ 0❤❡ ❡①0❡♥/✐✈❡ $❡♥0✳ ❘✐❝❛$❞♦✬/ ❧♦❣✐❝ ✐/ 0❤❛0 0❤❡

✐♥0❡♥/✐✈❡ $❡♥0 ❛$✐/❡/ ❜❡❝❛✉/❡ 0❤❡ ♣$♦❝❡// ✐/ ✐♥0❡♥/✐✜❡❞ ♦♥ ❛❧❧ 0❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉/ ❧❛♥❞✿ 0❤❡♥✱

❝♦♥/✐❞❡$✐♥❣ 0❤❡ ✈❛$✐♦✉/ C✉❛❧✐0✐❡/ ♦❢ 0❤❡ ❧❛♥❞✱ ❛♥ ❡①0❡♥/✐✈❡ $❡♥0 ❛♥❞ ❛♥ ✐♥0❡♥/✐✈❡ $❡♥0 ✇✐❧❧

❛$✐/❡✳ ❚❤✐/ ✐/ ♥♦0 0❤❡ /❛♠❡ ❧♦❣✐❝ ❛/ ✐♥ ❙$❛✛❛✱ ❛/ 0❤❡ 0✇♦ ♠❡0❤♦❞/ ♦♣❡$❛0❡ ♦♥ ❞✐✛❡$❡♥0 ♣❛$0/

♦❢ 0❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉/ ❧❛♥❞✳

✽

■❢ $❡♥0 ✐/ ♣❛✐❞ ❜❡❢♦$❡ ♣$♦❞✉❝0✐♦♥✱ ✇❡ ❣❡0 0❤❡ /❛♠❡ /②/0❡♠✹✳✸✿ 0❤✉/ ■ ❞✐/❛❣$❡❡ ✇✐0❤ ▲✐♣✐❡0③

✭✶✾✼✾✮ ✇❤♦ 0❤✐♥❦/ 0❤❛0 ❜♦0❤ ♣♦//✐❜✐❧✐0✐❡/ ❧❡❛❞ 0♦ ❞✐✛❡$❡♥0 $❡/✉❧0/✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦$0❛♥0 0❤✐♥❣ ✐/ 0❤❛0

0❤❡ ♥❛0✉$❛❧ $❡/♦✉$❝❡ ✐/ ❡❧✐♠✐♥❛0❡❞ ❞✉$✐♥❣ 0❤❡ ❝♦♥/0$✉❝0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ /0❛♥❞❛$❞ /②/0❡♠ ✲ ♥♦ ♠❛00❡$

✐❢ $❡♥0 ✐/ ❛ ❞✐/0$✐❜✉0✐♦♥ ✈❛$✐❛❜❧❡ ♦$ ❛ ❢❛❝0♦$ ♦❢ ♣$♦❞✉❝0✐♦♥✿ ❛/ 0❤❡ /0❛♥❞❛$❞ /②/0❡♠ ❝♦♥/✐❞❡$/

♦♥❧② ❜❛/✐❝ ❣♦♦❞/✱ 0❤❡ ♥❛0✉$❛❧ $❡/♦✉$❝❡ ♠✉/0 ❞✐/❛♣♣❡❛$✱ ❛/ ✇❡❧❧ ❛/ ❧❛❜♦$ ❛♥❞ ♥♦♥✲❜❛/✐❝ ❣♦♦❞/✳
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❇♦$❤ &❡♥$✱ ✐♥$❡♥+✐✈❡ ❛♥❞ ❡①$❡♥+✐✈❡✱ ❝❛♥ ❝♦❡①✐+$ ❛$ $❤❡ +❛♠❡ $✐♠❡ ❢♦& ❛ ❣✐✈❡♥

♥❛$✉&❛❧ &❡+♦✉&❝❡ ❛♥❞ +❡✈❡&❛❧ ❝♦♠♠♦❞✐$✐❡+ ❝❛♥ ✉+❡ $❤❡ +❛♠❡ +❝❛&❝❡ ♥❛$✉&❛❧ &❡✲

+♦✉&❝❡ ❢♦& $❤❡✐& ♣&♦❞✉❝$✐♦♥✱ ❧❡❛❞✐♥❣ $♦ +❡✈❡&❛❧ ❞✐✛❡&❡♥$ &❡♥$+ ✭❙&❛✛❛✱ ✶✾✻✵✱ ➓

✽✾✮✳

✹✳✷✳✹ ❙$❛✣❛♥ $❡♥) ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝/

✹✳✷✳✹✳✶ ❉②♥❛♠✐❝+ ❛♥❞ ❝❛✉+❛❧ /❡❧❛1✐♦♥+

■♥$❡♥+✐✈❡ &❡♥$ ✐+ +❡❡♥ ❛+ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❢♦& ❙&❛✛❛✳ ❍❡ $❤✐♥❦+ $❤❛$

+②+$❡♠ ✹✳✷ ❛❧❧♦✇+ ❛ ❝♦♥$✐♥✉♦✉+ ✐♥❝&❡❛+❡ ✐♥ $❤❡ ♣&♦❞✉❝$✐♦♥ ♦❢ ♦✉$♣✉$✿ ✐❢ $❤❡

❞❡♠❛♥❞ ✐+ ✐♥❝&❡❛+✐♥❣✱ ♠❡$❤♦❞ 2 ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦&❡ ❛♥❞ ♠♦&❡ ✉+❡❞ ❛♥❞ $❤✉+ &❡♥$

✇✐❧❧ ✐♥❝&❡❛+❡✱ ✉♥$✐❧ ♠❡$❤♦❞ 1 ✐+ ❛❜❛♥❞♦♥❡❞✳ ❆$ $❤✐+ ♠♦♠❡♥$✱ $❤❡&❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛

♣♦++✐❜✐❧✐$② $❤❛$ ❛ ♥❡✇ $❡❝❤♥✐M✉❡ ♠♦&❡ ♣&♦❞✉❝$✐✈❡ ❜✉$ ❧❡++ ♣&♦✜$❛❜❧❡ ❛♣♣❡❛&+✱

❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛❣❛✐♥ ❢♦& ❛ ❝♦♥$✐♥✉♦✉+ ✐♥❝&❡❛+❡ ♦❢ ♣&♦❞✉❝$✐♦♥ ✭❙&❛✛❛✱ ✶✾✻✵✱ ➓ ✽✽✮✳ ❲❡

♠✉+$ ♥♦$❡ $❤❛$ ❡✈❡♥ ✐❢ $❤❡ ✐♥❝&❡❛+❡ ♦❢ ♣&♦❞✉❝$✐♦♥ ✐+ ❝♦♥$✐♥✉♦✉+✱ $❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢

$❤❡ &❡♥$ ✐+ ❞✐+❝♦♥$✐♥✉♦✉+✿ ❡❛❝❤ $✐♠❡ ❛ ♥❡✇ $❡❝❤♥✐M✉❡ ❛♣♣❡❛&+✱ $❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ $❤❡

&❡♥$ ♠❛② ✐♥❝&❡❛+❡ ♦& ❞❡❝&❡❛+❡ +✉❞❞❡♥❧②✳ ■♥ ❛❧❧ $❤❡ ➓ ✽✽ ♣❛&❛❣&❛♣❤✱ ❙&❛✛❛ ❤❛+ ❛

❞②♥❛♠✐❝ &❡❛+♦♥✐♥❣✿ ❤❡ ❡①♣❧❛✐♥+ ✇❤②✱ ✐♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ✇❛②✱ ✐♥$❡♥+✐✈❡ &❡♥$ ❛♣♣❡❛&+

❛♥❞ ❤♦✇ $❤❡ +②+$❡♠ ❝❛♥ ❡✈♦❧✈❡ $♦ ❛♥+✇❡& $♦ +❝❛&❝✐$②✳

❙✐♥❤❛ ✭✷✵✵✾✮ ✇&✐$❡+ ❛❜♦✉$ $❤❡ &❡❧✉❝$❛♥❝❡ ♦❢ ❙&❛✛❛ $♦ $❛❦❡ ✐♥$♦ ❝♦♥+✐❞❡&❛$✐♦♥

❝❛✉+❛❧ &❡❧❛$✐♦♥+✱ ♦& ❞②♥❛♠✐❝+✱ ✐♥$♦ ❤✐+ $❤❡♦&②✿

✏✐♥ ❛ ♥♦$❡ ♦❢ ✶✾✷✽ ❬❙&❛✛❛❪ ❝❤❛&❛❝$❡&✐③❡❞ $❤❡ $❤❡♦&② ♦❢ ✈❛❧✉❡ ❛+

❛ ✬❣❡♦♠❡$&✐❝❛❧ $❤❡♦&②✬ ❛♥❞ ✐$+ ✬♦❜❥❡❝$✬ ❛+ ✬❛ ♣❤♦$♦❣&❛♣❤ ♦❢ ❛ ♠❛&✲

❦❡$ ♣❧❛❝❡✬ ✇❤❡&❡ ✬♥♦ ✈✐+✐❜❧❡ ♠♦✈❡♠❡♥$ $❛❦❡+ ♣❧❛❝❡✬ ✭V❙V ❉✸✴✶✷✴✼✱

✶✾✷✽✮✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ $❤❛$ ❤✐+ ♣&♦♣♦+✐$✐♦♥+ ❞♦ ♥♦$ &❡+$ ♦♥ ❝❛✉+❛❧ &❡❧❛✲

$✐♦♥+✱ ❛+ ❝❛✉+❛❧ &❡❧❛$✐♦♥+ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡&&❡❞ ♦♥❧② ✇❤❡♥ ♦♥❡ $❛❦❡+ ✐♥$♦

❛❝❝♦✉♥$ $✐♠❡ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤❡ $❤❡♠❡ ❛❣❛✐♥ ❝&♦♣+ ✉♣ ✐♥ ❛♥♦$❤❡&

♥♦$❡ ♦❢ ✶✾✷✾ ✇❤❡&❡ ❤❡ $&✐❡+ $♦ ❞✐+$✐♥❣✉✐+❤ ❜❡$✇❡❡♥ ❡①$❡♥+✐✈❡ ❛♥❞

✐♥$❡♥+✐✈❡ &❡♥$+ ♦♥ $❤❡ ❜❛+✐+ ♦❢ $❤❡ ❢♦&♠❡& ❜❡✐♥❣ ❛ ✬❣❡♦♠❡$&✐❝❛❧✬ ♦&

✬$✐♠❡❧❡++✬ &❡♣&❡+❡♥$❛$✐♦♥ ✇❤❡&❡❛+ $❤❡ ❧❛$$❡& &❡M✉✐&✐♥❣ ✬❝❤❛♥❣❡✱ ♦&
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♦❢ $❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ,❛$❡ ♦❢ ♣,♦✜$ ♠✉/$ ❜❡ ♣,❡❞♦♠✐♥❛♥$✿ ♣,♦✜$❛❜✐❧✐$② ✐/ ♠♦,❡

✐♠♣♦,$❛♥$ $❤❛♥ ♣,♦❞✉❝$✐✈✐$②✱ ✐❢ $❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ✐/ /❛$✐/✜❡❞✳

❑✉,③ ✭✶✾✼✽✮ ❢✉,$❤❡,♠♦,❡ /❤♦✇/ $❤❛$ $❤❡ ,❛♥❦✐♥❣ ♦❢ $❤❡ ❧❛♥❞/ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

♦♥ $❤❡✐, ♣,♦✜$❛❜✐❧✐$② ❞♦❡/ ♥♦$ ❣✐✈❡ $❤❡ /❛♠❡ ,❡/✉❧$ ❛/ $❤❡✐, ,❛♥❦✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

♦♥ $❤❡ ,❡♥$ ♣❡, ❛❝,❡/✳ ❚❤✉/ ❛ ❝♦♥✢✐❝$ ❝❛♥ ❛,✐/❡ ❜❡$✇❡❡♥ ❧❛♥❞♦✇♥❡,/✱ /❡❡❦✐♥❣

❢♦, $❤❡ ✉/❡ ♦❢ ♠❡$❤♦❞/ ❧❡❛❞✐♥❣ $♦ ❤✐❣❤ ,❡♥$/✱ ❛♥❞ ♦$❤❡, ❝❧❛//❡/ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥

✭✇♦,❦❡,/ ❛♥❞ ❝❛♣✐$❛❧✐/$/✮✿ $❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ $❡❝❤♥✐F✉❡/ ✐/ ❛❝$✉❛❧❧② ❛ ♣♦❧✐$✐❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡✳

✹✳✷✳✺ ❙%❛✣❛♥ %❡♥* ❛♥❞ ✐♥-*✐*✉*✐♦♥-

❙,❛✛❛ ❡①♣❧❛✐♥/ $❤❡ ❛♣♣❛,✐$✐♦♥ ♦❢ ❜♦$❤ ,❡♥$/ ✭✐♥$❡♥/✐✈❡ ❛♥❞ ❡①$❡♥/✐✈❡✮ ❜❡❝❛✉/❡

♦❢ /❝❛,❝✐$②✿

✏◆❛$✉,❛❧ ,❡/♦✉,❝❡/ ✇❤✐❝❤ ❛,❡ ✉/❡❞ ✐♥ ♣,♦❞✉❝$✐♦♥✱ /✉❝❤ ❛/ ❧❛♥❞

❛♥❞ ♠✐♥❡,❛❧ ❞❡♣♦/✐$/✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❜❡✐♥❣ ✐♥ /❤♦,$ /✉♣♣❧② ❡♥❛❜❧❡ $❤❡✐,

♦✇♥❡,/ $♦ ♦❜$❛✐♥ ❛ ,❡♥$✱ ✳✳✳ ✐❢ $❤❡,❡ ✇❡,❡ ♥♦ /❝❛,❝✐$②✱ ♦♥❧② ♦♥❡

♠❡$❤♦❞✱ $❤❡ ❝❤❡❛♣❡/$✱ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉/❡❞ ♦♥ $❤❡ ❧❛♥❞ ❛♥❞ $❤❡,❡ ❝♦✉❧❞

❜❡ ♥♦ ,❡♥$✑ ✭❙,❛✛❛✱ ✶✾✻✵✱ ➓ ✽✺ ❛♥❞ ➓ ✽✽✮✳

❆❝❝♦,❞✐♥❣ $♦ ❤✐♠✱ ✐❢ $❤❡,❡ ✇❡,❡ ♥♦ /❝❛,❝✐$②✱ ♦♥❧② $❤❡ ♠♦/$ ♣,♦✜$❛❜❧❡ $❡❝❤♥✐F✉❡

✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉/❡❞ ♦♥ $❤❡ ♠♦/$ ♣,♦✜$❛❜❧❡ ❧❛♥❞✳ ❇✉$ ❛❝$✉❛❧❧② ♦$❤❡, ❝❛✉/❛❧ ,❡❧❛✲

$✐♦♥/ $❤❛♥ /❝❛,❝✐$② ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ $❤❡ ❢❛❝$ $❤❛$ ❞✐✛❡,❡♥$ ♠❡$❤♦❞/ ♣,♦❞✉❝❡ $❤❡

/❛♠❡ ❣♦♦❞ ✇✐$❤ ❞✐✛❡,❡♥$ ♣,♦✜$❛❜✐❧✐$✐❡/✿ ❞♦♠✐♥❛♥$ ♣♦/✐$✐♦♥✱ /❧♦✇ ♣,♦♣❛❣❛$✐♦♥

♦❢ ❛ ♥❡✇ $❡❝❤♥✐F✉❡✱ /❧♦✇ ❡①♣❧♦✐$❛$✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇❧② ❞✐/❝♦✈❡,❡❞ ♥❛$✉,❛❧ ,❡/♦✉,❝❡✱

❣♦✈❡,♥♠❡♥$❛❧ ♣,♦$❡❝$✐♦♥✱ ❡$❝✳

❋✉,$❤❡,♠♦,❡✱ ▲✐♣✐❡$③ ✭✶✾✼✾✮ ✇❛,♥/ $❤❛$ ✐❢ /❝❛,❝✐$② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ,❡❛/♦♥ ❢♦, ❛

,❡♥$ ♦♥ ♥❛$✉,❛❧ ,❡/♦✉,❝❡/✱ ✐$ ✐/ ♥❡✐$❤❡, ❛ /✉✣❝✐❡♥$ ,❡❛/♦♥✱ ♥♦, ❛ ♥❡❝❡//❛,② ♦♥❡✳

❋✐,/$✱ ✐❢ ❛ ,❡/♦✉,❝❡ ✐/ ♥♦$ /❝❛,❝❡✱ ❜✉$ ❡♥$✐,❡❧② ❛♣♣,♦♣,✐❛$❡❞ ❜② ❛♥ ❛❣❡♥$✱ $❤✐/

❛❣❡♥$ ❝♦✉❧❞ ❡/$❛❜❧✐/❤ ❛ ❢❛❧/❡ /❝❛,❝✐$②✱ ❜② ✐♠♣♦/✐♥❣ ,❛$✐♦♥✐♥❣ ♦♥ $❤❡ ✉/❡ ♦❢ $❤❡

,❡/♦✉,❝❡ ♦, ❜② ❛/❦✐♥❣ ❢♦, ❛ ,❡♥$✳ ❚❤✐/ ❦✐♥❞ ♦❢ ,❡♥$ ✐/ ♥♦$ ✐♥$,♦❞✉❝❡❞ ❜② ❙,❛✛❛✱

❜✉$ ✐/ ✐♥$,♦❞✉❝❡❞ ❜② ▼❛,①✱ ✇❤♦ ❝❛❧❧❡❞ ✐$ ✏❛❜/♦❧✉$❡ ,❡♥$✑✳
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❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ $❤✐/

❛❜/♦❧✉$❡ ,❡♥$ ✐/ ♥♦$ ❞❡♣❡♥❞❡♥$ ♦♥ $❤❡ ❡①✐/$❡♥❝❡ ♦❢ $✇♦ ❞✐✛❡,❡♥$ ♠❡$❤♦❞/ ❢♦, $❤❡

❡①♣❧♦✐$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♥❛$✉,❛❧ ,❡/♦✉,❝❡/✱ ❜✉$ ♦♥❧② ♦♥ ♣♦✇❡, ,❡❧❛$✐♦♥/❤✐♣/ ✭❜❡$✇❡❡♥

$❤❡ ♦✇♥❡, ❛♥❞ $❤❡ ✇♦,❦❡,/ ♦❢ ❛ ❢❛,♠✱ ❢♦, ✐♥/$❛♥❝❡✮✳
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❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✐❢ ❛ ♥❛-✉/❛❧ /❡0♦✉/❝❡ ✐0 0❝❛/❝❡✱ -❤❡ ❡①♣❧♦✐-❛-✐♦♥ ♦❢ -❤✐0 /❡0♦✉/❝❡

❝♦✉❧❞ 0-✐❧❧ ❜❡ ❢/❡❡✳ ■- ✐0 ♦♥❧② ✐❢ -❤❡ /❡0♦✉/❝❡ ✐0 ♣/✐✈❛-❡❧② ❛♣♣/♦♣/✐❛-❡❞ -❤❛- ❛

/❡♥- ❝❛♥ ❜❡ ❛0❦❡❞ ♦♥ -❤❡ ❡①♣❧♦✐-❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ /❡0♦✉/❝❡✳ ■❢ -✇♦ ♠❡-❤♦❞0 ❝♦❡①✐0-

✉0✐♥❣ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉0 ♥❛-✉/❛❧ /❡0♦✉/❝❡ ❛♥❞ ✐❢ ♦♥❡ ♠❡-❤♦❞ ✐0 ♠♦/❡ ♣/♦✜-❛❜❧❡

❛♥❞ ♠♦/❡ ♣/♦❞✉❝-✐✈❡ -❤❛♥ -❤❡ ♦-❤❡/ ♦♥❡✱

✶✹

-❤❡ /❡♥- -❤❛- ✇✐❧❧ ❛/✐0❡ ❝❛♥♥♦- ❜❡

♣❛✐❞ -♦ -❤❡ ♦✇♥❡/ ♦❢ -❤❡ ♥❛-✉/❛❧ /❡0♦✉/❝❡✱ ❛0 ✐- ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❣❛-✐✈❡✳ ■- ✇♦✉❧❞

❜❡ 0❡✐③❡❞ ❜② -❤❡ ♠♦0- ♣/♦✜-❛❜❧❡ ♣/♦❝❡00 ✲ -❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ -❤❡ /❡♥- ✐0 ❝❛❧❝✉❧❛-❡❞ ✐♥

-❤❡ 0❛♠❡ ✇❛② ❛0 ❢♦/ -❤❡ ❡①-❡♥0✐✈❡ /❡♥-✿ -❤❡ ♠❛/❣✐♥❛❧ ♠❡-❤♦❞ ♣❛②0 ♥♦ /❡♥-✳ ■❢

-❤❡ ♠❡-❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ✐0 ♠♦/❡ ♣/♦❞✉❝-✐✈❡ ✐0 ❧❡00 ♣/♦✜-❛❜❧❡✱ ❙/❛✛❛ ❛00✉♠❡0 -❤❛- -❤❡

/❡♥- ✐0 ❛❧✇❛②0 0❡✐③❡❞ ❜② -❤❡ ♦✇♥❡/ ♦❢ -❤❡ ♥❛-✉/❛❧ /❡0♦✉/❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡/✱ ✐❢ -❤❡/❡

✐0 ♥♦ 0✉❝❤ ♦✇♥❡/ ✭♦/ ✐❢ -❤❡ ♦✇♥❡/ ❞♦❡0 ♥♦- ❛0❦ ❢♦/ -❤❡ /❡♥-✮✱ -❤❡ /❡♥- ✐0 ❛❧0♦

0❡✐③❡❞ ❜② -❤❡ ♠♦0- ♣/♦✜-❛❜❧❡ ♣/♦❝❡00✳

❆0 ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ -❤✐0 ❧❛0- ❝❛0❡✱ ❧❡- ✉0 ❧♦♦❦ ❛- ❛ ✏❝♦/♥ ❡❝♦♥♦♠②✑✳ ❚✇♦

❞✐✛❡/❡♥- ♠❡-❤♦❞0 ❛/❡ ✉0❡❞ -♦ ♣/♦❞✉❝❡ -❤❡ ❝♦/♥✱ ❛♥❞ -❤❡② ❜♦-❤ ✉0❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉0

❧❛♥❞✳ ▼❡-❤♦❞ 1 ✐0 ♠♦/❡ ♣/♦✜-❛❜❧❡✱ ❜✉- ❧❡00 ♣/♦❞✉❝-✐✈❡✱ -❤❛♥ ♠❡-❤♦❞ 2✿

Labor Corn input (ton) Land (acre) Corn output (ton)
Method 1 1

2 2 2 4
Method 2 1

2 2 1 7
2

✭✹✳✺✮

▲❛❜♦/ ✐0 ♥♦/♠❛❧✐0❡❞ ✐♥ 0✉❝❤ ❛ ✇❛② -❤❛- -♦-❛❧ ❧❛❜♦/ ✐0 ❡L✉❛❧ -♦ ♦♥❡✱ 0♦ -❤❡

✇❛❣❡ ❜❡❝♦♠❡0 ❡L✉❛❧ -♦ -❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ -❤❡ 0❤❛/❡ ♦❢ -❤❡ 0✉/♣❧✉0 ❣✐✈❡♥ -♦ -❤❡ ✇♦/❦❡/0✳

❚❤❡/❡ ❛/❡ ♥♦✇ -✇♦ ♣♦00✐❜✐❧✐-✐❡0 ❢♦/ -❤❡ ✈❛❧✉❡ 0②0-❡♠✿ ❡✐-❤❡/ -❤❡ /❡♥- ✐0 0❡✐③❡❞

❜② -❤❡ ♦✇♥❡/ ♦❢ -❤❡ ❧❛♥❞✱ ♦/ ✐- ✐0 0❡✐③❡❞ ❜② -❤❡ ♦✇♥❡/ ♦❢ -❤❡ ♠♦0- ♣/♦✜-❛❜❧❡

♣/♦❝❡00✳

■♥ -❤❡ ✜/0- ❝❛0❡✱ -❤❡ ✈❛❧✉❡ 0②0-❡♠ ✐0 /❡♣/❡0❡♥-❡❞ ✐♥ -❤✐0 ✇❛②✿

(1 + π) 2pc +
1
2w + 2ρ = 4pc

(1 + π) 2pc +
1
2w + ρ = 7

2pc
✭✹✳✻✮

❲✐-❤ π -❤❡ /❛-❡ ♦❢ ♣/♦✜-✱ w -❤❡ ✇❛❣❡ ✱ ρ -❤❡ /❡♥- ❛♥❞ pc -❤❡ ❝♦/♥ ♣/✐❝❡✳ ■♥

♦/❞❡/ -♦ ❝♦♥0-/✉❝- -❤❡ 0-❛♥❞❛/❞ 0②0-❡♠✱ ❜♦-❤ ♠❡-❤♦❞0 ❤❛0 -♦ ❜❡ ♠✉❧-✐♣❧✐❡❞ 0♦

-❤❛- -❤❡ ❧❛♥❞ ❞✐0❛♣♣❡❛/0 ❛♥❞ -♦-❛❧ ❧❛❜♦/ /❡♠❛✐♥0 ❡L✉❛❧ -♦ ♦♥❡✿

2y1 + y2 = 0
1
2y1 +

1
2y2 = 1

✭✹✳✼✮

❲✐-❤ y1 -❤❡ ♠✉❧-✐♣❧✐❡/ ♦❢ ♠❡-❤♦❞ 1 ❛♥❞ y2 -❤❡ ♠✉❧-✐♣❧✐❡/ ♦❢ ♠❡-❤♦❞ ✷✳ ❲❡

✜♥❞ -❤❛- y1 = −2 ❛♥❞ y2 = 4✳ ❚❤✉0 -❤❡ 0-❛♥❞❛/❞ 0②0-❡♠ ✐0 -❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

(1 + π) 4pc + w = 6pc ✭✹✳✽✮

❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ /❛-❡ ♦❢ ♣/♦✜-✱ ✇❤❡♥ -❤❡ ✇❛❣❡ ✐0 ❡L✉❛❧ -♦ 0✱ ✐0 -❤✉0 R = 1
2 ✳

■❢ -❤❡ ♥✉♠❡/❛✐/❡ ✐0 -❤❡ 0-❛♥❞❛/❞ ❝♦♠♠♦❞✐-②✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

✶✹

❚❤❡✐$ ❡①✐&'❡♥❝❡ &✐❞❡ ❜② &✐❞❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡ '❤❡ ❝♦✉$&❡ ♦❢ '❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥' ♦❢ '❤❡

♠♦$❡ ♣$♦✜'❛❜❧❡ '❡❝❤♥✐6✉❡✿ ✐' ♠❛② ✐♥ ❢✉'✉$❡ $❡♣❧❛❝❡ '❤❡ ❧❡&& ♣$♦✜'❛❜❧❡ ♠❡'❤♦❞✱ ❜✉' '❤✐& ❤❛&

♥♦' ❤❛♣♣❡♥❡❞ ②❡' ✭♦'❤❡$ $❡❛&♦♥& ♠❛② ❜❡ ❝♦♥❥✉$❡❞ ✉♣✮✳
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2pc = 1
π = R(1− w)

✭✹✳✾✮

❚❤✉* pc = 1
2 ❛♥❞ π = 1

2 (1 − w)✳ ❍❡♥❝❡ 1❤❡ 2❡❛❧ ✈❛❧✉❡ *②*1❡♠ ✐* ♥♦✇

2❡♣2❡*❡♥1❡❞ ❧✐❦❡ 1❤✐*✿

(

1 + 1
2 (1− w)

)

+ 1
2w + 2ρ = 2

(

1 + 1
2 (1− w)

)

+ 1
2w + ρ = 7

4

✭✹✳✶✵✮

❲❡ ✜♥❞ 1❤❛1 1❤❡ 2❡♥1 ♣❡2 ❛❝2❡ ✐* ❡A✉❛❧ 1♦

1
4 ✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥* ✐♥ ♣❤②*✐❝❛❧ 1❡2♠*

1
2 1♦♥ ♦❢ ❝♦2♥ ♣❡2 ❛❝2❡❀ 1♦1❛❧ 2❡♥1 ✐* ❡A✉❛❧ 1♦

3
4 ✱ ✐♥ ♣❤②*✐❝❛❧ 1❡2♠*

3
2 1♦♥*✳

✶✺

■♥ 1❤❡ *❡❝♦♥❞ ❝❛*❡✱ 1❤❡ 2❡♥1 ✐* ♣❛✐❞ 1♦ 1❤❡ ♦✇♥❡2 ♦❢ 1❤❡ ♠♦*1 ♣2♦✜1❛❜❧❡

♣2♦❝❡**✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ *②*1❡♠ ✐* 1❤❡♥✿

✶✻

(1 + π) 2pc +
1
2w + ρ = 4pc

(1 + π) 2pc +
1
2w = 7

2pc
✭✹✳✶✶✮

■♥ ♦2❞❡2 1♦ ❝♦♥*12✉❝1 1❤❡ *1❛♥❞❛2❞ *②*1❡♠✱ ❜♦1❤ ♠❡1❤♦❞* ❤❛✈❡ 1♦ ❜❡ ♠✉❧1✐✲

♣❧✐❡❞ *♦ 1❤❛1 1❤❡ 2❡♥1 ❞✐*❛♣♣❡❛2* ❛♥❞ 1❤❛1 1♦1❛❧ ❧❛❜♦2 2❡♠❛✐♥* ❡A✉❛❧ 1♦ ♦♥❡✿

y1 = 0
1
2y2 = 1

✭✹✳✶✷✮

❲❡ ✜♥❞ 1❤❛1 y1 = 0 ❛♥❞ y2 = 2✳ ❍❡♥❝❡ 1❤❡ *1❛♥❞❛2❞ *②*1❡♠ ✐* 1❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

(1 + π) 4pc + w = 7pc ✭✹✳✶✸✮

❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ 2❛1❡ ♦❢ ♣2♦✜1 ✐* 1❤✉* R = 3
4 ✳ ■❢ 1❤❡ ♥✉♠❡2❛✐2❡ ✐* 1❤❡ *1❛♥❞❛2❞

❝♦♠♠♦❞✐1②✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

3pc = 1
π = R(1− w)

✭✹✳✶✹✮

❍❡♥❝❡ pc = 1
3 ❛♥❞ π = 3

4 (1 − w)✳ ❚❤✉* 1❤❡ 2❡❛❧ ✈❛❧✉❡ *②*1❡♠ ✐* ♥♦✇

2❡♣2❡*❡♥1❡❞ ❧✐❦❡ 1❤✐*✿

(

1 + 3
4 (1− w)

)

2
3 + 1

2w + ρ = 4
3

(

1 + 3
4 (1− w)

)

2
3 + 1

2w = 7
6

✭✹✳✶✺✮

❲❡ ✜♥❞ 1❤❛1 1❤❡ ✭1♦1❛❧✮ 2❡♥1 ✐* ❡A✉❛❧ 1♦

1
6 ✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥* ✐♥ ♣❤②*✐❝❛❧ 1❡2♠*

1
2 1♦♥✳

❲❡ 1❤✉* ✜♥❞ 1❤❛1 ❜♦1❤ ❝❛*❡* ❢♦2 1❤❡ ❞✐*12✐❜✉1✐♦♥ ♦❢ 1❤❡ 2❡♥1 ❧❡❛❞ 1♦ 1✇♦

❞✐✛❡2❡♥1 *②*1❡♠* ♦❢ ✈❛❧✉❡✱ ✇✐1❤ 1✇♦ ❞✐✛❡2❡♥1 *1❛♥❞❛2❞ *②*1❡♠*✱ ♠❛①✐♠✉♠ 2❛1❡

✶✺

❯!✐♥❣ %❤❡ !%❛♥❞❛*❞ ❝♦♠♠♦❞✐%② ❛! %❤❡ ♥✉♠❡*❛✐*❡✱ %❤❡ *❡♥% ✐! ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥% ❢*♦♠ ❞✐!%*✐✲

❜✉%✐♦♥❀ ❜✉% %❤✐! ❝❡❛!❡! %♦ ❜❡ %❤❡ ❝❛!❡ ❛! !♦♦♥ ❛! ❛♥ ♦%❤❡* ♥✉♠❡*❛✐*❡ ✭❢♦* ✐♥!%❛♥❝❡ w = 1✮ ✐!
❝❤♦!❡♥✳

✶✻

■♥ !✉❝❤ ❛ !✐♠♣❧❡ !②!%❡♠✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧*❡❛❞② ❦♥♦✇ %❤❛% %❤❡ ✜*!% ♠❡%❤♦❞ ✐! %❤❡ ♠♦!% ♣*♦✜%❛❜❧❡✱

❛♥❞ %❤✉! %❤❛% ✐% ✇✐❧❧ !❡✐③❡ %❤❡ *❡♥%✳ ■♥ ♠♦*❡ ❝♦♠♣❧❡① !②!%❡♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✜*!% %♦ ❝❛❧❝✉❧❛%❡ %❤❡

♣*✐❝❡! ♦❢ ♣*♦❞✉❝%✐♦♥ ❢♦* ❡❛❝❤ ♣♦!!✐❜❧❡ ❝❛!❡✿ %❤❡ ♠♦!% ♣*♦✜%❛❜❧❡ ♣*♦❝❡!! ✐! %❤❡♥ %❤❡ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤✱

✇❤❡♥ ✐% ✐! ♥♦% ✐♥!❡*%❡❞ ✐♥%♦ %❤❡ !%❛♥❞❛*❞ !②!%❡♠✱ ❡❛*♥! ❛ ♣♦!✐%✐✈❡ *❡♥%✳
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❊◆❱■❘❖◆▼❊◆❚ ✼✾

♦❢ ♣%♦✜'✱ ❛♥❞ ♣❤②.✐❝❛❧ '♦'❛❧ %❡♥'.✳ ❚❤❡ ♣%♦❜❧❡♠ '❤❡♥ ✐. '❤❛' ✇❤❡♥ ✇❡ '❛❦❡

❛ ✏♣❤♦'♦❣%❛♣❤✑ ♦❢ '❤❡ ♠❛%❦❡' ♣❧❛❝❡✱ ✐' ✐. ♥♦' ♣♦..✐❜❧❡ '♦ ❦♥♦✇ ❤♦✇ '❤❡ %❡♥'

✐. ❞✐.'%✐❜✉'❡❞✳ ■♥ ♦%❞❡% '♦ ❦♥♦✇ '❤❛'✱ ♦♥❡ ❤❛. '♦ ✐♥✈❡.'✐❣❛'❡ '❤❡ ✐♥.'✐'✉'✐♦♥.

❣♦✈❡%♥✐♥❣ '❤❡ .②.'❡♠✳
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❊◆❱■❘❖◆▼❊◆❚ ✽✵

✹✳✸ ❊①❤❛✉()✐❜❧❡ .❡(♦✉.❝❡(

❆# ✐# ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✱ ❙-❛✛❛✬# 1❤❡♦-② ✭❙-❛✛❛✱ ✶✾✻✵✮ ♦❢ ♣-✐❝❡# ❞❡❛❧# ♦♥❧② ✇✐1❤ ♣-♦✲

❞✉❝❡❞ ❝♦♠♠♦❞✐1✐❡#✳ ■♥ 1❤❡ ❝❛#❡ ♦❢ ♥♦♥✲❡①❤❛✉#1✐❜❧❡ ♥❛1✉-❛❧ -❡#♦✉-❝❡# #✉❝❤ ❛#

❧❛♥❞✱ ❙-❛✛❛ ❤❛# ❤♦✇❡✈❡- #❤♦✇♥ 1❤❛1 -❡♥1 ♦❢ ❧❛♥❞ ❝❛♥ ❛❧#♦ ❜❡ ❝♦♥#✐#1❡♥1❧② ❡①✲

♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❤✐# 1❤❡♦-② ✖ 1❤❡ ❡①✐#1❡♥❝❡ ♦❢ -❡♥1 ✐♠♣❧✐❡# 1❤❡ ❡①✐#1❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦-❡

1❤❛♥ ♦♥❡ 1❡❝❤♥✐F✉❡ ✐♥ ✉#❡ 1♦ ♣-♦❞✉❝❡ ❛ ❝♦♠♠♦❞✐1② ❛1 ❛ ♠♦♠❡♥1 ✭#❡❡ ❙-❛✛❛✱

✶✾✻✵✱ ❈❤✳ ✶✶✮✳ ■♥ 1❤❡ ❝❛#❡ ♦❢ ❡①❤❛✉#1✐❜❧❡ ♥❛1✉-❛❧ -❡#♦✉-❝❡# #✉❝❤ ❛# ♦✐❧ ✐♥ 1❤❡

❣-♦✉♥❞✱ ❙-❛✛❛ ✭✶✾✻✵✮✱ ❤♦✇❡✈❡-✱ -❡♠❛✐♥# #✐❧❡♥1✳ ❚❤❡ #✐❧❡♥❝❡ ♦❢ ❙-❛✛❛ ♦♥ 1❤❡

F✉❡#1✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ 1♦ ❡①♣❧❛✐♥ 1❤❡ ♣♦#✐1✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡①❤❛✉#1✐❜❧❡ ♥❛1✉-❛❧ -❡#♦✉-❝❡#

❤❛# ❧❡❞ ♠❛♥② ♥❡♦✲❘✐❝❛-❞✐❛♥ #❝❤♦❧❛-# 1♦ ✐♥1-♦❞✉❝❡ ❍♦1❡❧❧✐♥❣✬# -✉❧❡ ✐♥1♦ ❙-❛✛❛✬#

1❤❡♦-② 1♦ ✜❧❧ 1❤✐# ❣❛♣ ✐♥ ❤✐# 1❤❡♦-②✳

✶✼

■♥ 1❤✐# #❡❝1✐♦♥ ■ ❛-❣✉❡ 1❤❛1 ❛❧❧ #✉❝❤

❛11❡♠♣1# ❝♦♥1-❛❞✐❝1 ❙-❛✛❛✬# ❢✉♥❞❛♠❡♥1❛❧ 1❤❡♦-❡1✐❝❛❧ ♣♦#✐1✐♦♥✳ ❚❤✐# #❤♦✉❧❞ ❜❡

❡①♣❡❝1❡❞ #✐♥❝❡ ❍♦1❡❧❧✐♥❣✬# -✉❧❡ ✐# ❜✉✐❧1 ♦♥ ♥❡♦❝❧❛##✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛1✐♦♥#✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡#

♥♦1 ✜1 ✇✐1❤ ❙-❛✛❛✬# 1❤❡♦-❡1✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛1✐♦♥#✳ ■ ❢✉-1❤❡- ❣♦ ♦♥ 1♦ ♣-♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛❧✲

1❡-♥❛1✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛1✐♦♥ ♦❢ 1❤❡ ❝❤❛♥❣❡# ✐♥ 1❤❡ ❝♦♥❞✐1✐♦♥# ♦❢ ♣-♦❞✉❝1✐♦♥ 1❤❛1 ✇✐❧❧

♦❝❝✉- ✇❤❡♥ ❛ ♥❛1✉-❛❧ -❡#♦✉-❝❡ ✐# ❡①❤❛✉#1❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ■ ❝♦♥1❡♥❞ ✐# ❝♦♥#✐#1❡♥1 ✇✐1❤

❙-❛✛❛✬# 1❤❡♦-❡1✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛1✐♦♥#✳ ■♥ #✉❜#❡❝1✐♦♥ ✹✳✸✳✶✱ ■ ❜-✐❡✢② ❞❡#❝-✐❜❡ 1❤❡ ❧✐1✲

❡-❛1✉-❡ 1❤❛1 ❤❛# ❛11❡♠♣1❡❞ 1♦ ✐♥1-♦❞✉❝❡ ❍♦1❡❧❧✐♥❣✬# -✉❧❡ ✐♥1♦ ❙-❛✛❛✬# 1❤❡♦-②❀

✐♥ #✉❜#❡❝1✐♦♥ ✹✳✸✳✷✱ ■ #❤♦✇ 1❤❛1 ✐♥1-♦❞✉❝1✐♦♥ ♦❢ ❍♦1❡❧❧✐♥❣✬# -✉❧❡ ❝❤❛♥❣❡# 1❤❡

#②#1❡♠ ♦❢ ♣-✐❝❡# ✐♥ ❙-❛✛❛✬# 1❤❡♦-②❀ ✐♥ #✉❜#❡❝1✐♦♥ ✹✳✸✳✸✱ ■ #❤♦✇ ✇❤② 1❤❡#❡ ❛1✲

1❡♠♣1# ❛-❡ ✐♥ ❝♦♥1-❛❞✐❝1✐♦♥ ✇✐1❤ ❙-❛✛❛✬# 1❤❡♦-❡1✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛1✐♦♥#❀ ✐♥ #✉❜#❡❝1✐♦♥

✹✳✸✳✹✱ ■ ✐♥1-♦❞✉❝❡ ♠② ❛❧1❡-♥❛1✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛1✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤✱ ■ 1❤✐♥❦✱ ✜1# ✇✐1❤ ❙-❛✛❛✬#

✶✼

■♥ "❤❡ ♠❛'❣✐♥❛❧✐+" ♣❛'❛❞✐❣♠✱ "❤❡ ❝♦♥❝❡♣" ♦❢ ♥❛"✉'❛❧ '❡+♦✉'❝❡+ ✐+ ♥♦" +❡♣❛'❛"❡❞ ❢'♦♠

"❤❡ ❝♦♥❝❡♣" ♦❢ ❢❛❝"♦' ♦❢ ♣'♦❞✉❝"✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉+❡ ❛❧❧ ❢❛❝"♦'+ ♦❢ ♣'♦❞✉❝"✐♦♥ ❛'❡ +❝❛'❝❡ ✭❛♥❞ +✉❜✲

+"✐"✉"❛❜❧❡✮ '❡+♦✉'❝❡+✿ "❤✉+ "❤❡'❡ ✐+ ♥♦ +♣❡❝✐✜❝✐"② ♦❢ "❤❡ ❡♥✈✐'♦♥♠❡♥"✳ ◆❛"✉'❛❧ '❡+♦✉'❝❡+ ❛'❡

♥❡✈❡'"❤❡❧❡++ ❝♦♥+✐❞❡'❡❞ ❛+ ❛ ✈❛❧✐❞ +✉❜❥❡❝" ♦❢ '❡+❡❛'❝❤ +✐♥❝❡ "❤❡ ✇♦'❦ ♦❢ ❏❡✈♦♥+ ✭✶✽✻✺✮ ❛♥❞

❍♦"❡❧❧✐♥❣ ✭✶✾✸✶✮✳ ❏❡✈♦♥+ +"✉❞✐❡+ "❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ ✉+❡ ♦❢ ❝♦❛❧✱ ❛ ♥❛"✉'❛❧ ❡①❤❛✉+"✐❜❧❡

'❡+♦✉'❝❡+✱ ❛♥❞ "❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✇❡❛❧"❤ ♦❢ "❤❡ ❯♥✐"❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠✿ ❤✐+ ❝♦♥❝❧✉+✐♦♥+ ✇❡'❡ ♦✈❡'✲

♣❡++✐♠✐+"✐❝ ❛+ ❤❡ ✉♥❞❡'❡+"✐♠❛"❡❞ ✐♠♣♦'"❛♥❝❡ ♦❢ "❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣'♦❣'❡++ ✭+❡❡ ◗✉❛❞'✐♦ ❈✉'③✐♦

❛♥❞ K❡❧❧✐③③❛'✐✱ ✶✾✾✾ ♦♥ "❤✐+ ♣♦✐♥"✮✳ ❍♦"❡❧❧✐♥❣ "'✐❡❞ "♦ ✜♥❞ "❤❡ '❛"❡ ♦❢ ❡①♣❧♦✐"❛"✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥

♥❛"✉'❛❧ '❡+♦✉'❝❡ +♦ "❤❛" +♦❝✐❛❧ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ✐+ ♦♣"✐♠✐+❡❞✳ ❆❝❝♦'❞✐♥❣ "♦ ❤✐♠✱ ♣❡'❢❡❝" ❝♦♠♣❡"✐"✐♦♥

✐♥ "❤❡ ♠❛'❦❡" ❝❛♥ ❧❡❛❞ "♦ "❤❡ ❡♠❡'❣❡♥❝❡ ♦❢ "❤✐+ ♦♣"✐♠❛❧ '❛"❡ ♦❢ ❡①♣❧♦✐"❛"✐♦♥ ✭❜✉" ❤❡ ✇❛+ ❝♦♥✲

+❝✐♦✉+ "❤❛" ♣❡'❢❡❝" ❝♦♠♣❡"✐"✐♦♥ ✇❛+ ✐♠♣♦++✐❜❧❡ ✐♥ "❤❡ ❝❛+❡ ♦❢ "❤❡ ❡①♣❧♦✐"❛"✐♦♥ ♦❢ '❡❛❧ ♥❛"✉'❛❧

'❡+♦✉'❝❡+✮✳ ◆✉♠❡'♦✉+ ❝♦♥"'✐❜✉"✐♦♥+ ❢♦❧❧♦✇❡❞ "❤❡+❡ +❡♠✐♥❛❧ ✇♦'❦+✱ '❡❣❛'❞✐♥❣ "❤❡ ❞✐✛❡'❡♥❝❡+

✐♥ "❤❡ ❡①♣❧♦✐"❛"✐♦♥ ♦❢ '❡♥❡✇❛❜❧❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲'❡♥❡✇❛❜❧❡ '❡+♦✉'❝❡+✱ ✉+✐♥❣ ✉+✉❛❧❧② ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥"'♦❧

❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ♣'♦❣'❛♠♠✐♥❣ ♠❡"❤♦❞+✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣" ♦❢ +♦❝✐❛❧ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ✐+ ❞❡❜❛"❡❞✿ +♦♠❡ ❝♦♥✲

"'✐❜✉"✐♦♥+ ❢♦❝✉+ ✐♥+"❡❛❞ ♦♥ "❤❡ ♠❛①✐♠✐+❛"✐♦♥ ♦❢ ♣'✐✈❛"❡ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣✱ ♦♥ "❤❡ ♠❛①✐♠✐+❛"✐♦♥ ♦❢

"❤❡ ♣'♦✜"+✱ ♦' ♦♥ "❤❡ ♠❛①✐♠✐+❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ '❡♥"+ "❤❛" ❛'❡ +❡✐③❡❞ ❜② "❤❡ ♦✇♥❡' ♦❢ "❤❡ ♥❛"✉'❛❧

'❡+♦✉'❝❡✳ ❘✐❣❤"+ ❛♥❞ ♣'♦♣❡'"② '❡❣✐♠❡+ ♦♥ ♥❛"✉'❛❧ '❡+♦✉'❝❡+ ❛'❡ ❛❧+♦ ❞✐+❝✉++❡❞ ✭❈❧❛'❦✱ ✶✾✼✾❀

❉❛+❣✉♣"❛ ❛♥❞ ❍❡❛❧✱ ✶✾✽✶❀ ❋✐+❤❡'✱ ✶✾✽✶❀ K❡❛'❝❡ ❛♥❞ ❚✉'♥❡'✱ ✶✾✾✵✮✳

❚❤❡ ❣❡♥❡'❛❧ '✉❧❡✱ '❡❣❛'❞✐♥❣ ✇♦'❦+ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❍♦"❡❧❧✐♥❣ '❡+❡❛'❝❤✱ ✐+ "❤❛" ✐♥ ❛ +✐"✉❛"✐♦♥ ♦❢

♣❡'❢❡❝" ❝♦♠♣❡"✐"✐♦♥✱ "❤❡ ♣'✐❝❡ ♦❢ "❤❡ ❡①❤❛✉+"✐❜❧❡ ♥❛"✉'❛❧ '❡+♦✉'❝❡ ✇✐❧❧ '✐+❡ ❜❡❝❛✉+❡ "❤❡ +❡❧❧✐♥❣

♦❢ "❤❡ '❡+♦✉'❝❡ +❤♦✉❧❞ ❣❡♥❡'❛"❡ "❤❡ +❛♠❡ ♣'♦✜" ❛+ ✐"+ ❝♦♥+❡'✈❛"✐♦♥✳ ❆ '❡♥" +❤♦✉❧❞ "❤❡♥ ❜❡

❣✐✈❡♥ "♦ "❤❡ ♦✇♥❡'+ ♦❢ "❤❡ ♥❛"✉'❛❧ '❡+♦✉'❝❡ ✐❢ "❤❡② ❞❡❝✐❞❡ "♦ ❦❡❡♣ ✐"✱ ❛♥❞ "❤✉+ "❤❡ ♣'✐❝❡ ♦❢

"❤❡ '❡+♦✉'❝❡ ✐♥❝'❡❛+❡+✳ ❚❤✐+ ✐♥❝'❡❛+❡ ✐♥ "❤❡ ♣'✐❝❡ pt ✐+ ❡W✉❛❧ "♦ "❤❡ ✉♥✐❢♦'♠ '❛"❡ ♦❢ ♣'♦✜" rt
♦❢ "❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛" "✐♠❡ t ✭❑✉'③✱ ✷✵✵✻✮ ✿

pt+1 = pt (1 + rt) ✭✹✳✶✻✮
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"❤❡♦&❡"✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛"✐♦♥/❀ ✐♥ /✉❜/❡❝"✐♦♥ ✹✳✸✳✺✱ ■ ♣&❡/❡♥" "❤❡ ❝♦♥❝❧✉/✐♦♥ ♦❢ "❤✐/

/❡❝"✐♦♥✳

✹✳✸✳✶ ❆ ❝&✐(✐)✉❡ ♦❢ ♥❡♦✲❘✐❝❛&❞✐❛♥ ❛((❡♠♣(5 (♦ ✐♥(&♦❞✉❝❡

❍♦"❡❧❧✐♥❣✬5 &✉❧❡ ✐♥ ❙)❛❢❢❛✬5 (❤❡♦&②

❇❡❢♦&❡ "❛❦✐♥❣ ✉♣ "❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ♥❡♦✲❘✐❝❛&❞✐❛♥ ❛""❡♠♣"/ "♦ ✐♥❝♦&♣♦&❛"❡ ❍♦"❡❧❧✐♥❣✬/

&✉❧❡ ✐♥ ❙&❛✛❛✬/ "❤❡♦&②✱ ✐" ♠❛② ❜❡ ❤❡❧♣❢✉❧ "♦ "❛❦❡ ♥♦"❡ ♦❢ "❤❡ ❛//✉♠♣"✐♦♥/ ♦♥

✇❤✐❝❤ ❍♦"❡❧❧✐♥❣✬/ &✉❧❡ ✐/ ❜❛/❡❞✳ ❚❤❡/❡ ❛//✉♠♣"✐♦♥/ ❛&❡✿ "❤❡ ❡①❤❛✉/"✐❜❧❡ &❡✲

/♦✉&❝❡ ✐/ ♣&✐✈❛"❡❧② ♦✇♥❡❞❀ "❤❡ ♦✇♥❡& ✇❛♥"/ "♦ ♠❛①✐♠✐③❡ "❤❡ ♣&❡/❡♥" ✈❛❧✉❡ ♦❢

❤✐/ ❢✉"✉&❡ ♣&♦✜"/❀ "❤❡ ♠❛&❦❡" &❛"❡ ♦❢ ✐♥"❡&❡/" γ ❡①♣&❡//❡/ "❤❡ ❛✈❡&❛❣❡ ❞❡❣&❡❡ ♦❢

✐♠♣❛"✐❡♥❝❡ ✐♥ "❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞ ✐" ✐/ ❡K✉❛❧ "♦ "❤❡ /♦❝✐❡"②✬/ &❛"❡ ♦❢ "✐♠❡ ♣&❡❢✲

❡&❡♥❝❡❀ "❤❡&❡ ✐/ ♣❡&❢❡❝" ❝♦♠♣❡"✐"✐♦♥❀

✶✽

"❤❡ K✉❛❧✐"② ♦❢ "❤❡ &❡/♦✉&❝❡ ✐/ ✉♥✐❢♦&♠

❛♥❞ ❝♦♥/"❛♥" ❛" ❛♥② "✐♠❡❀ "❤❡ /"♦❝❦ ♦❢ "❤❡ ✉♥❞❡&❣&♦✉♥❞ ♥❛"✉&❛❧ &❡/♦✉&❝❡ ✐/
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❛♥❞ ❊&&❡②❣❡&/ ✭✷✵✵✶❛❀ ✷✵✵✶❜✮ ❛♥❞ Z❛&&✐♥❡❧❧♦ ✭✶✾✽✸❀ ✷✵✵✶❀ ✷✵✵✹✮✳

✷✵
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❚❤✐# ❛##✉♠♣(✐♦♥ ✐# ❧❛(❡- -❡❧❛①❡❞ ✐♥ ❍♦(❡❧❧✐♥❣✬# ♠♦❞❡❧ ✭❤❡ ✐♥✈❡#(✐❣❛(❡# (❤❡ ❝❛#❡ ♦❢
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♠♦❞❡❧# #✉♣♣♦#✐♥❣ ♣❡-❢❡❝( ❢♦-❡#✐❣❤( ✭♠♦❞❡❧# ♦❢ (❤❡ (②♣❡ ♦❢ ❑✉-③ ❛♥❞ ❙❛❧✈❛❞♦-✐✱ ✷✵✵✵❀ ❇✐❞❛-❞

❛♥❞ ❊--❡②❣❡-#✱ ✷✵✵✶❛❀ ❙❝❤❡❢♦❧❞✱ ✷✵✵✶✮✱ ❛♥❞ ✐♥(❡♥#✐✈❡ -❡♥( ♠♦❞❡❧# ♠❛❦✐♥❣ #(-♦♥❣ ❛##✉♠♣(✐♦♥#

♦♥ (❤❡ ❡①✐#(❡♥❝❡ ♦❢ ❛ #❡❝♦♥❞ ♣-♦❝❡## ❛( ❡❛❝❤ ♣❡-✐♦❞ ♦❢ (✐♠❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ (♦ ❝❛❧❝✉❧❛(❡ (❤❡ -❡♥(

✭♠♦❞❡❧# ♦❢ (❤❡ (②♣❡ ♦❢ P❛--✐♥❡❧❧♦✱ ✷✵✵✶✮✳ ❍❡ #❤♦✇# (❤❛( ✐♥ (❤❡ ❝❛#❡ ♦❢ ♦✐❧ ✐♥❞✉#(-② ✐♥ (❤❡ ❯❙✱

❝♦♥(-❛❝(# ❜❡(✇❡❡♥ ♠❛♥❛❣❡-# ❛♥❞ ♦✇♥❡-# ❞♦ ♥♦( #❤♦✇ (❤❛( -♦②❛❧(✐❡# ❛-❡ ✐♥❝-❡❛#✐♥❣ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

(❤❡ -❛(❡ ♦❢ ♣-♦✜(✿ (❤❡② ❛-❡ ❛❝(✉❛❧❧② ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥( ♦♥ ♥♦-♠#✱ ♣-❡✈✐♦✉#❧② ❝-❡❛(❡❞ (❤-♦✉❣❤

❜❛-❣❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦✇❡- -❡❧❛(✐♦♥#❤✐♣#✳ ❚❤❡#❡ ♥♦-♠# ❝❛♥ ❜❡ ❜-♦❦❡♥ ✇❤❡♥ ♣♦✇❡- -❡❧❛(✐♦♥#❤✐♣#

❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞✱ ✐♥ ❝❛#❡ ♦❢ ❙(❛(❡ ♦✇♥❡-#❤✐♣#✱ (❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ -♦②❛❧(✐❡# ❞❡♣❡♥❞# ♦♥ ♣✉❜❧✐❝ ♣♦❧✐❝② ❛♥❞

✐♥(❡-♥❛(✐♦♥❛❧ -❡❧❛(✐♦♥#❤✐♣#✳ ❍❡ (❤❡-❡❢♦-❡ ❛-❣✉❡# (❤❛( -♦②❛❧(✐❡# #❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥#✐❞❡-❡❞ ❛# ❛♥
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"♦ ✐♥✈❡(" "❤❡ ♣+♦❝❡❡❞( ✐♥ ❛♥ ✐♥❞✉("+② ✇❤❡+❡ "❤❡ ♥♦+♠❛❧ +❛"❡ ♦❢ ♣+♦✜" ❝❛♥ ❜❡
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✹✳✸✳✸✱ ❜❡❢♦1❡ ♣1❡$❡♥(✐♥❣ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡1$✐♦♥ ♦❢ E❛11✐♥❡❧❧♦✬$ ♠♦❞❡❧ ✐♥ $✉❜$❡❝(✐♦♥

✹✳✸✳✹✳

✹✳✸✳✷ ■♥&'♦❞✉❝✐♥❣ ❍♦"❡❧❧✐♥❣✬/ '✉❧❡ ✐♥/✐❞❡ ❙)❛❢❢❛ ❝❤❛♥❣❡/

&❤❡ ♣'✐❝❡ /②/&❡♠

▲❡( ✉$ $(❛1( ✇✐(❤ ❑✉1③ ❛♥❞ ❙❛❧✈❛❞♦1✐✬$ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡$ ♥♦( ✐♥❝❧✉❞❡ 1❡♥(

✭❑✉1③ ❛♥❞ ❙❛❧✈❛❞♦1✐✱ ✷✵✵✵✮✳

❚❤❡1❡ ❛1❡ n ❝♦♠♠♦❞✐(✐❡$✱ ❛♥❞ m > n ♣1♦❝❡$$❡$ ♦♣❡1❛(✐♥❣ ✇✐(❤ ❝♦♥$(❛♥(

1❡(✉1♥$ (♦ $❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ♣1✐❝❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝(♦1 ❞✉1✐♥❣ (❤❡ ♣❡1✐♦❞ ♦❢ ♣1♦❞✉❝(✐♦♥ t
✐$ ✇1✐((❡♥ pt ❛♥❞ (❤❡ ❧✐♥❡ ❛❝(✐✈✐(② ✈❡❝(♦1 ✭❞❡$❝1✐❜✐♥❣ (❤❡ $❝❛❧❡ ♦❢ ♦♣❡1❛(✐♦♥ ❢♦1

❡❛❝❤ ♣1♦❝❡$$✮ ✐$ ✇1✐((❡♥ xt✳ ❚❤❡ J✉❛♥(✐(② ♦❢ ♥❛(✉1❛❧ 1❡$♦✉1❝❡$ ✐♥ (❤❡ ❣1♦✉♥❞

❛( t ✐$ 1❡♣1❡$❡♥(❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡ ✈❡❝(♦1 zt✳ ❚❤❡ ♣❡1✐♦❞ ♦❢ ♣1♦❞✉❝(✐♦♥ ✐$ ✉♥✐❢♦1♠ ❢♦1

❛❧❧ ♣1♦❝❡$$❡$✳ ❆ ♣1♦❝❡$$ j ✐$ ❞❡✜♥❡❞ ❜② J✉❛❞1✉♣❧❡( ✭aj , bj , cj , lj✮✱ ✇✐(❤ aj (❤❡

❧✐♥❡ ✈❡❝(♦1 ♦❢ ✐♥♣✉($✱ bj (❤❡ ❧✐♥❡ ✈❡❝(♦1 ♦❢ ♦✉(♣✉($✱ cj (❤❡ ❧✐♥❡ ✈❡❝(♦1 ♦❢ ♥❛(✉1❛❧

♥♦♥✲1❡♥❡✇❛❜❧❡ 1❡$♦✉1❝❡$ ✭❜❡❢♦1❡ ❡①(1❛❝(✐♦♥✮ ✉$❡❞ ❛♥❞ lj (❤❡ ❧❛❜♦1 ❝♦❡✣❝✐❡♥(✳

❚❤❡ ✇❛❣❡ 1❛(❡ w ✐$ ❣✐✈❡♥ ✐♥ 1❡❛❧ (❡1♠$ ✭❛ ❧✐♥❡ ✈❡❝(♦1 ♦❢ ❣✐✈❡♥ ❝♦♠♠♦❞✐(✐❡$✮✳

❆$$✉♠✐♥❣ (❤❛( (❤❡1❡ ✐$ ♣❡1❢❡❝( ❝♦♠♣❡(✐(✐♦♥✱ (❤❡ 1❛(❡ ♦❢ ♣1♦✜( r ✐$ ✉♥✐❢♦1♠ ❢♦1

❛❧❧ ♣1♦❝❡$$❡$✳ ❑✉1③ ❛♥❞ ❙❛❧✈❛❞♦1✐ (❤❡♥ ✇1✐(❡ ❞♦✇♥ (❤❡✐1 $②$(❡♠ ♦❢ ❡J✉❛(✐♦♥$✱

✇✐(❤ yt (❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝(♦1 ♦❢ 1♦②❛❧(✐❡$ ♦♥ ♥❛(✉1❛❧ 1❡$♦✉1❝❡$ ❛♥❞ γd (❤❡ $❤❛1❡
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♦❢ $❤❡ '✉)♣❧✉' ❣♦✐♥❣ $♦ ♣)♦✜$ ❛♥❞ )♦②❛❧$✐❡' ✭❣✐✈❡♥ ✐♥ ♣)♦♣♦)$✐♦♥ $♦ ❛ ❝♦♥'$❛♥$

❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝$♦) ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐$✐❡' d✮✿

✏❢♦) ❡❛❝❤ $✐♠❡ t ∈ N0✱ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✳ ✳ ✳ ❪ ❡?✉❛$✐♦♥' ❛)❡ $♦ ❜❡

'❛$✐'✜❡❞✿

xt+1Bpt+1 = xt+1 [(1 + rt) (Apt +Cyt) + lwpt+1] ✭✹✳✶✼✮

Bpt+1 ≦ (1 + rt) (Apt +Cyt) + lwpt+1 ✭✹✳✶✽✮

zt+1yt+1 = (1 + rt) zt+1yt ✭✹✳✶✾✮

yt+1 ≦ (1 + rt)yt ✭✹✳✷✵✮

xt (B− lw)pt = (xt+1A+ γd)pt ✭✹✳✷✶✮

xt (B− lw) ≧ xt+1A+ γd ✭✹✳✷✷✮

ztyt = (xt+1C+ zt+1)yt ✭✹✳✷✸✮

zt ≧ xt+1C+ zt+1 ✭✹✳✷✹✮

γ > 0, pt ≧ 0, yt ≧ 0, zt ≧ 0, xt+1 ≧ 0 ✭✹✳✷✺✮

✑ ✭❑✉)③ ❛♥❞ ❙❛❧✈❛❞♦)✐✱ ✷✵✵✵✮✳

❊?✳ ✹✳✶✼ ♠❡❛♥' $❤❛$ $❤❡)❡ ✐' ♣)♦❞✉❝$✐♦♥ ♦♥❧② ✐❢ $❤❡ ❡?✉✐❧✐❜)✐✉♠ )❛$❡ ♦❢ ♣)♦✜$

✐' ♦❜$❛✐♥❡❞✳ ❊?✳ ✹✳✶✽ ♠❡❛♥' $❤❛$ ✐$ ✐' ♥♦$ ♣♦''✐❜❧❡ $♦ ♦❜$❛✐♥ ♠♦)❡ $❤❛♥ $❤❡

❡?✉✐❧✐❜)✐✉♠ )❛$❡ ♦❢ ♣)♦✜$ ❜② ♣)♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦❞✐$②✳ ❊①$)❛❝$✐♥❣ ❛ ♥❛$✉)❛❧

)❡'♦✉)❝❡ ✐' ❤❡)❡ ❡?✉✐✈❛❧❡♥$ $♦ $❤❡ ♣)♦❞✉❝$✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠♦❞✐$②✱ '♦ ❡①$)❛❝$✐♦♥

❝♦'$' ❛)❡ ♣♦''✐❜❧❡✱ ❛♥❞ $❤❡)❡ ✐' ❡①$)❛❝$✐♦♥ ♦♥❧② ✐❢ $❤❡ ❡?✉✐❧✐❜)✐✉♠ )❛$❡ ♦❢ ♣)♦✜$

✐' ❡❛)♥❡❞ ❢)♦♠ $❤✐' ❛❝$✐✈✐$②✳

❊?✳ ✹✳✶✾ ♠❡❛♥' $❤❛$ $❤❡)❡ ✐' '$♦)❛❣❡ ♦❢ ♥❛$✉)❛❧ )❡'♦✉)❝❡' ♦♥❧② ✐❢ $❤❡ ❡?✉✐✲

❧✐❜)✐✉♠ )❛$❡ ♦❢ ♣)♦✜$ ✐' ❡❛)♥❡❞ ❢)♦♠ ✐$✳ ❊?✳ ✹✳✷✵ ♠❡❛♥' $❤❛$ ✐$ ✐' ♥♦$ ♣♦''✐❜❧❡

$♦ ❡❛)♥ ♠♦)❡ $❤❛♥ $❤❡ ❡?✉✐❧✐❜)✐✉♠ )❛$❡ ♦❢ ♣)♦✜$ ❜② '$♦)✐♥❣ ♥❛$✉)❛❧ )❡'♦✉)❝❡'✳

❊?✳ ✹✳✷✶ ❛♥❞ ❊?✳ ✹✳✷✷ ♠❡❛♥ $❤❛$ ✐❢ ❛ ❝♦♠♠♦❞✐$② ✐' ♣)♦❞✉❝❡❞ ✇✐$❤♦✉$ ❜❡✐♥❣

✉'❡❞ ✐♥ ♣)♦❞✉❝$✐♦♥ ♦) ❝♦♥'✉♠❡❞ ✐♥ $❤❡ ♥❡①$ ♣❡)✐♦❞✱ ✐$' ♣)✐❝❡ ❢❛❧❧' $♦ ③❡)♦✳ ❊?✳

✹✳✷✸ ❛♥❞ ✹✳✷✹ ♠❡❛♥ $❤❛$ ✐❢ ❛ ♥❛$✉)❛❧ )❡'♦✉)❝❡ ✐' '$♦)❡❞ ✇✐$❤♦✉$ ❜❡✐♥❣ ✉'❡❞ ✐♥

♣)♦❞✉❝$✐♦♥ ♦) '$♦)❡❞ ❛❣❛✐♥ ✐♥ $❤❡ ♥❡①$ ♣❡)✐♦❞✱ ✐$' )♦②❛❧$② ❢❛❧❧' $♦ ③❡)♦✳

❋✉)$❤❡)♠♦)❡ ❑✉)③ ❛♥❞ ❙❛❧✈❛❞♦)✐ ❛''✉♠❡ ❣✐✈❡♥ ❛♠♦✉♥)* ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐)✐❡* ❛♥❞

❡①❤❛✉'$✐❜❧❡ )❡'♦✉)❝❡' ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛$ $✐♠❡ 0✳ ❚❤❡✐) ♠♦❞❡❧ ✐' $❤❡)❡❢♦)❡ '✐♠✐❧❛) $♦

❛ ♥❡♦❝❧❛''✐❝❛❧ '②'$❡♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛) ♣)♦❣)❛♠♠✐♥❣✱ ✇✐$❤ ❛♥ ♦♣$✐♠✐③❛$✐♦♥ ♣)♦❣)❛♠ ✐♥
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♦#❞❡# &♦ ❝❤♦♦)❡ &❤❡ ♠♦)& ❡✣❝✐❡♥& &❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛&❤✇❛② ✭✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛ )✐♠✐❧❛#

♠♦❞❡❧ ✐♥ 6❛)✐♥❡&&✐✱ ✶✾✼✺✱ ❆♣♣❡♥❞✐① &♦ ❝❤❛♣&❡# ✻✮✳ ❲✐&❤ ❑✉#③ ❛♥❞ ❙❛❧✈❛❞♦#✐✬)

♠♦❞❡❧✱ ♣#✐❝❡) ❛#❡ ♥♦& &❤❡♥ ❙#❛✣❛♥ ♣#♦❞✉❝&✐♦♥ ♣#✐❝❡)✱ ❜✉& ♠♦#❡ ❝♦##❡❝&❧② ❛❧❧♦✲

❝❛&❡❞ ♣#✐❝❡)✿ ✐♥✐&✐❛❧ #❡)♦✉#❝❡) ❛#❡ ❣✐✈❡♥ ❛♥❞ ♣#✐❝❡) #❡✢❡❝& &❤❡ ❡✣❝✐❡♥& ❛❧❧♦❝❛&✐♦♥

♦❢ )❝❛#❝❡ ❣♦♦❞)✳ ●✐✈❡♥ &❤❡ ✐♥✐&✐❛❧ )❡& ♦❢ ♥❛&✉#❛❧ #❡)♦✉#❝❡) ❛♥❞ ❝♦♠♠♦❞✐&✐❡)✱

&❤❡✐# ♣#♦❜❧❡♠ ✐) &♦ ❝❤♦♦)❡ &❤❡ &❡❝❤♥♦❧♦❣② )♦ &❤❛& &❤❡② ♦❜&❛✐♥ ❛ ✉♥✐❢♦#♠ #❛&❡

♦❢ ♣#♦✜&✱ ③❡#♦ ♣#✐❝❡ ❢♦# ❡①❝❡)) )✉♣♣❧②✱ ❛♥❞ )♦ &❤❛& ❡✛❡❝&✐✈❡ ❞❡♠❛♥❞ ✐) )❛&✐)✜❡❞

✭#❡♣#❡)❡♥&❡❞ ❜② &❤❡ ✇❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐) ❣✐✈❡♥ ✐♥ #❡❛❧ &❡#♠) ❛♥❞ ❝♦♥)&❛♥& ♦✈❡# &✐♠❡✱

❛♥❞ ❜② ♣#♦✜&) ❛♥❞ #♦②❛❧&✐❡)✱ &❤❛& ❛#❡ ❛❧)♦ ❣✐✈❡♥ ✐♥ #❡❛❧ &❡#♠) ❛♥❞ ❝♦♥)&❛♥& ♦✈❡#

&✐♠❡✮✳ 6#✐❝❡) ❛♥❞ #♦②❛❧&② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ &❤❡ ❛❧❧♦❝❛&✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ )❡& ♦❢ #❡)♦✉#❝❡)

❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ )❡❡♥ ❛) ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ )❝❛#❝✐&② ✐♥❞❡① ✭♣#✐❝❡ ✐) ❡O✉❛❧ &♦ ③❡#♦ ✐❢ &❤❡#❡ ✐) ♦✈❡#✲

♣#♦❞✉❝&✐♦♥ ❛♥❞ #♦②❛❧&② ✐) ❡O✉❛❧ &♦ ③❡#♦ ✐❢ &❤❡#❡ ✐) ♦✈❡#✲❝♦♥)❡#✈❛&✐♦♥✮✳ ❲❤❡#❡❛)

✐♥ ❙#❛✛❛✱ ♣#✐❝❡) ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ &❤❡ ♣#♦❞✉❝&✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ♦♥ &❤❡ ❞✐)&#✐❜✉&✐♦♥ ♦❢

&❤❡ )✉#♣❧✉) ✭❜❡&✇❡❡♥ ✇❛❣❡ ❛♥❞ ♣#♦✜&✮ ❛& &❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣❡#✐♦❞ ❛♥❞ &❤❡#❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛

)&#✐❝&❧② ♣♦)✐&✐✈❡ ♣#✐❝❡ ❡✈❡♥ ✐❢ &❤❡#❡ ✐) ♦✈❡#♣#♦❞✉❝&✐♦♥ ✭6❛)✐♥❡&&✐✱ ✶✾✼✺✱ ❆♣♣❡♥❞✐①

&♦ ❝❤❛♣&❡# ✻✮✳

◆♦✇ ❢#♦♠ ❡O✉❛&✐♦♥ ❊O✳ ✹✳✶✾ ❛♥❞ ❡O✉❛&✐♦♥ ❊O✳ ✹✳✷✸ ✇❡ ❣❡&✿

zt+1yt+1 = (1 + rt) (zt − xt+1C)yt ✭✹✳✷✻✮

❲❡ ❝❛♥ &❤❡♥ ❛❞❞ ❡O✉❛&✐♦♥ ❊O✳ ✹✳✶✾ ❛♥❞ ❡O✉❛&✐♦♥ ❊O✳ ✹✳✷✻✱ ❛♥❞ ✇❡ ❣❡&✱

&❤#♦✉❣❤ )✐♠♣❧✐✜❝❛&✐♦♥)✿

xt+1Bpt+1 + zt+1yt+1 = (1 + rt) (xt+1Apt + ztyt) + xt+1lwpt+1 ✭✹✳✷✼✮

◆♦✇ ❢#♦♠ ❡O✉❛&✐♦♥) ❊O✳ ✹✳✶✼ ❛♥❞ ❊O✳ ✹✳✷✶ ✇❡ ❣❡&✿

xt+1Apt = xt (B− lw)pt − γdpt ✭✹✳✷✽✮

❲❡ ❝❛♥ &❤❡♥ ❛❞❞ ❡O✉❛&✐♦♥) ❊O✳ ✹✳✷✼ ❛♥❞ ❊O✳ ✹✳✷✽✱ ❛♥❞ ✇❡ ❣❡&✿

xt+1Bpt+1 + zt+1yt+1 = (1 + rt) [xt (B− lw)pt − γdpt + ztyt] +xt+1lwpt+1

✭✹✳✷✾✮

❚❤✐) ❡O✉❛&✐♦♥ ❊O✳ ✹✳✷✾ )❤♦✇) &❤❡ #❡❧❛&✐♦♥ ❜❡&✇❡❡♥ &❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐♥♣✉&) ❛♥❞

&❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦✉&♣✉&) ♦❢ &❤❡ )②)&❡♠✳ ❚❤✐) #❡❧❛&✐♦♥ ✐) ❝❧♦)❡ &♦ &❤❡ ♦♥❡ )✉❣❣❡)&❡❞

❜② ❙❝❤❡❢♦❧❞ ✭✷✵✵✶✮✱ ✐&)❡❧❢ ❛ ❣❡♥❡#❛❧✐③❛&✐♦♥ ♦❢ ❇✐❞❛#❞ ❛♥❞ ❊##❡②❣❡#) ♣#♦♣♦)✐&✐♦♥

✭❇✐❞❛#❞ ❛♥❞ ❊##❡②❣❡#)✱ ✷✵✵✶❛✮✳ ❲✐&❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ♥❛&✉#❛❧ #❡)♦✉#❝❡ ❡♥&❡#✐♥❣ ✐♥&♦

&❤❡ ♣#♦❞✉❝&✐♦♥ ♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♠♠♦❞✐&② i✱ ❊O✳ ✹✳✷✾ ✐) ✇#✐&&❡♥ ✐♥ ❙❝❤❡❢♦❧❞✬)

)②)&❡♠ ❛)✿

pi,t + zt+1yt+1 = (1 + r) [aipt + ztyt] + wtli ✭✹✳✸✵✮

❇✉& ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❑✉#③ ❛♥❞ ❙❛❧✈❛❞♦#✐ ♠♦❞❡❧ &❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ &❤❡ #♦②❛❧&② ❞❡♣❡♥❞)

♦♥ ✐♥✐&✐❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥&)✱ ✐♥ ❙❝❤❡❢♦❧❞ ♠♦❞❡❧ &❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ &❤❡ #♦②❛❧&② ❞❡♣❡♥❞) ♦♥

❛ ❜❛❝❦)&♦♣ &❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭&❤❡ &❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ #❡♣❧❛❝❡ &❤❡ &❡❝❤♥♦❧♦❣② ✉)✲

✐♥❣ &❤❡ ❡①❤❛✉)&✐❜❧❡ #❡)♦✉#❝❡✮ ❛♥❞ &❤❡ ❡①♣❡❝&❡❞ ❧✐❢❡ ♦❢ &❤❡ ♠✐♥❡✳ ❚❤❡ #♦②❛❧&②
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❛-❡ ❜❛❝❦✲#(♦♣ (❡❝❤♥♦❧♦❣② ♠♦❞❡❧#✿ ❤♦✇❡✈❡- ✐♥ (❤❡ ✜-#( ♦♥❡ (❤❡ ❡①✐#(❡♥❝❡ ♦❢ ❛

❜❛❝❦#(♦♣ (❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐# ❥✉#( ❛♥ ❤②♣♦(❤❡#✐# ✐♥ ♦-❞❡- (♦ #❛✈❡ (❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❢-♦♠

❞❡#(-✉❝(✐♦♥ ✇❤❡-❡❛# ✐♥ (❤❡ #❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡❧✱ ❛ ❜❛❝❦#(♦♣ (❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐# ♠❛♥❞❛(♦-②

✐♥ ♦-❞❡- (♦ #♦❧✈❡ (❤❡ #②#(❡♠✳

❍♦✇❡✈❡-✱ (❤❡ ❢❛❝( (❤❛( ❛ ❢✉(✉-❡ (❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐# ♥❡❡❞❡❞ (♦ #♦❧✈❡ (❤❡ ✈❛❧✉❡

♣-♦❜❧❡♠ ✐♥ (❤❡ ♣-❡#❡♥( ♣❡-✐♦❞ ✐# ❝❧❡❛-❧② ✐♥ ❝♦♥(-❛❞✐❝(✐♦♥ ✇✐(❤ (❤❡ ✇❛② ❙-❛✛❛

❝♦♥#(-✉❝(❡❞ ❤✐# ♠♦❞❡❧✱ ♣-✐❝❡# ❜❡✐♥❣ ❡♥(✐-❡❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥( ♦♥ ♣-❡#❡♥( (❡❝❤♥♦❧♦❣②

❛♥❞ ♣-❡#❡♥( ❞✐#(-✐❜✉(✐♦♥✳ D❛--✐♥❡❧❧♦ ✭✷✵✵✹✮ -✐❣❤(❧② ♦❜#❡-✈❡# (❤❛( ✐♥ ❑✉-③ ❛♥❞

❙❛❧✈❛❞♦-✐ ❛♥❞ ❙❝❤❡❢♦❧❞ ♠♦❞❡❧#✱ ✏(❤❡ ❞❡(❡-♠✐♥❛(✐♦♥ ♦❢ ❡M✉✐❧✐❜-✐✉♠ ♣-✐❝❡# ✐# ♥♦(

#❡❧❢✲❝♦♥(❛✐♥❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❡-✐♦❞ ❜❡❝❛✉#❡ ♦❢ #♣❡❝✐❛❧ ✐♥(❡-(❡♠♣♦-❛❧ ❧✐♥❦✑✳ ■♥ ❑✉-③

❛♥❞ ❙❛❧✈❛❞♦-✐✱ ✈❛❧✉❡ ✐# -❡❧❛(❡❞ (♦ (❤❡ ✐♥✐(✐❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥(# ✭(❤✐# ✐# ✇❤② ✇❡ ❝❛♥ (❛❧❦

❛❜♦✉( ❛❧❧♦❝❛(❡❞ ♣-✐❝❡#✱ ❛♥❞ ♥♦( ❛❜♦✉( ♣-✐❝❡# ♦❢ ♣-♦❞✉❝(✐♦♥✮ ❛♥❞ ✐♥ ❙❝❤❡❢♦❧❞✱

✈❛❧✉❡ ✐# -❡❧❛(❡❞ (♦ (❤❡ ❢✉(✉-❡ ❜❛❝❦✲#(♦♣ (❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ (❤✐# (❡❝❤♥♦❧♦❣②

❝❛✉#❡# ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ (❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ (❤❡ -♦②❛❧(② ✐♥ (❤❡ ♣-❡#❡♥(✮✳

❲❡ ❝❛♥ (❤❡-❡❢♦-❡ #❡❡ (❤❛(✿

✶✳ ❑✉-③ ❛♥❞ ❙❛❧✈❛❞♦-✐✱ ❛# ✇❡❧❧ ❛# ❙❝❤❡❢♦❧❞ ❛♥❞ ❇✐❞❛-❞ ❛♥❞ ❊--❡②❣❡-#✱ #(❛-(

❢-♦♠ (❤❡ ❢❛❝( (❤❛( -♦②❛❧(✐❡# ❡①✐#(✱ ❜✉( (❤❡② ❞♦ ♥♦( ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② ✐( ✐# #♦✱

❛♥❞ (❤❡✐- ♠♦❞❡❧# ❞♦ ♥♦( #❤♦✇ ✐( ❡✐(❤❡-✳
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#❡❧❧ ❡✈❡-②(❤✐♥❣ ❛( (❤❡ ✜-#( ♣❡-✐♦❞✳
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✹✳ ❋✐♥❛❧❧② (❤✐# ❤❛# ❛♥ ✐♠♣❛❝( ♦♥ -❡❧❛(✐✈❡ ♣-✐❝❡#✱ ❡#♣❡❝✐❛❧❧② ✐❢ ♦♥❡ ♥❛(✉-❛❧
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✜( ✐♥ (❤❡ ❙-❛✣❛♥ ❢-❛♠❡✇♦-❦✳

✹✳✸✳✸ ■$ ✐♥'(♦❞✉❝✐♥❣ ❍♦"❡❧❧✐♥❣✬$ (✉❧❡ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ '❤❡

❙(❛✣❛♥ ❞✐(❡❝'✐♦♥❄

✹✳✸✳✸✳✶ ❚❤❡♦(② ♦❢ ✈❛❧✉❡
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❚❤✐* ✐* ❜❡*& ✐❧❧✉*&,❛&❡❞ ❜② &❤✐* ❞,❛❢& ✬S,❡❢❛❝❡✬ ♦❢ ❙,❛✛❛✬* ❜♦♦❦✱ S,♦❞✉❝&✐♦♥

♦❢ ❈♦♠♠♦❞✐&✐❡* ❜② ▼❡❛♥* ♦❢ ❈♦♠♠♦❞✐&✐❡*✿

✏❚❤✐* ✐* ♥♦& ♣,♦♣♦*❡❞ ❛* ❛ ❝♦♠♣❧❡&❡ *②*&❡♠ ♦❢ ❡;✉✐❧✐❜,✐✉♠✳ ❚❤❡

❞❛&❛ ❛**✉♠❡❞ ❛,❡ ♥♦& *✉✣❝✐❡♥& &♦ ❞❡&❡,♠✐♥❡ ❡✐&❤❡, ❞✐*&,✐❜✉&✐♦♥ ♦,

✈❛❧✉❡*✳ ❖♥❧② &❤❡ ❡✛❡❝&* ♦❢ ❤②♣♦&❤❡&✐❝❛❧✱ ❛,❜✐&,❛,✐❧② ❛**✉♠❡❞ ❡①&,❛

❞❛&❛ ✭*✉❝❤ ❛* ✇❛❣❡*✱ ♦, &❤❡ ,❛&❡ ♦❢ ♣,♦✜&*✮ ❛,❡ ❞✐*❝✉**❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ■&

✐* ♦✛❡,❡❞ ❛* ❛ ♣,❡❧✐♠✐♥❛,② ❛♥❞ &❤❡,❡ ✐* ♥♦ ❛ ♣,✐♦,✐ ,❡❛*♦♥ ✇❤②✱

♦♥ &❤❡ ❜❛*✐* ♦❢ ✐&✱ ❛♥ ❡;✉✐❧✐❜,✐✉♠ *②*&❡♠ *❤♦✉❧❞ ❜❡ ❜✉✐❧&✿ &❤❡,❡ ✐*

*♦♠❡ ,♦♦♠ ❧❡❢& ❢♦, ✐&✱ ❛* &❤✐* ✐* ❝♦♥❢❡**❡❞❧② ✐♥❞❡&❡,♠✐♥❛&❡❀ ❜✉& &❤❡

;✉❡*&✐♦♥ ✐* ✇❤❡&❤❡, &❤❡,❡ ✐* ,♦♦♠ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦, &❤❡ ♠❛,❣✐♥❛❧ *②*&❡♠✳✑

✭❉✸✴✶✷✴✹✻✿✷✵✱ ❞❛&❡❞ ✷ ❆♣,✐❧ ✶✾✺✼❀ ;✉♦&❡❞ ✐♥ ❙✐♥❤❛✱ ✷✵✶✸✮

■♥ ❛ ❙,❛✣❛♥ ❢,❛♠❡✇♦,❦ ♣,✐❝❡* *❤♦✉❧❞ ♥♦& &❤❡,❡❢♦,❡ ❜❡ ✐♥❢❡,,❡❞ ❢,♦♠ *✉❜❥❡❝&✐✈❡

❛♣♣,❡❝✐❛&✐♦♥✱ ❜✉& ♦♥❧② ❢,♦♠ ♦❜*❡,✈❛❜❧❡ ❞❛&❛ ✭;✉❛♥&✐&✐❡* ❡①❝❤❛♥❣❡❞✮✳ ❙,❛✛❛

✇❛* *♦ ❞❡&❡,♠✐♥❡❞ ✐♥ &❤✐* ❞✐,❡❝&✐♦♥ &❤❛& ❤❡ ✇❛* ❡✈❡♥ ,❡❧✉❝&❛♥& &♦ ✉*❡ &❤❡

❛♠♦,&✐*❛&✐♦♥ &❡❝❤♥✐;✉❡ ♦♥ ✜①❡❞ ❝❛♣✐&❛❧ ✭❑✉,③ ❛♥❞ ❙❛❧✈❛❞♦,✐✱ ✷✵✵✺✮✳ ❍♦✇❡✈❡,✱

❍♦&❡❧❧✐♥❣✬* ,✉❧❡ yt+1 = (1 + r)yt ✐* ♥♦& ❛♥ ♦❜*❡,✈❛❜❧❡ ❞❛&❛✳ ❚❤✐* ,✉❧❡ ♠❛②

❜❡ ✐♥❢❡,,❡❞ ❢,♦♠ ♦❜*❡,✈❛❜❧❡ ❞❛&❛✿ &❤✐* ✐* ♣,❡❝✐*❡❧② ✇❤❛& S❛,,✐♥❡❧❧♦ ✭✷✵✵✹✮ &,✐❡*

&♦ ❞♦✱ ✐♥❝♦,♣♦,❛&✐♥❣ ,♦②❛❧&② ❛* ❛♥ ✐♥&❡♥*✐✈❡ ,❡♥&✱ ❛♥❞ &❤❡♥ *❤♦✇✐♥❣ &❤❛& ❛

❣✐✈❡♥ &❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛&❤ ❝♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ &❤❡ ,❡♥& &♦ ❡✈♦❧✈❡ ✐♥ ❛ ✇❛② ❝♦♥*✐*&❡♥& ✇✐&❤

❍♦&❡❧❧✐♥❣✬* ,✉❧❡✳ ❇✉& ❍♦&❡❧❧✐♥❣✬* ,✉❧❡ ❝❛♥♥♦& ❜❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ &❤❡ ♣,❡♠✐*❡* ✇✐&❤♦✉&

❜,❡❛❦✐♥❣ ❙,❛✛❛✬* ♣♦*✐&✐♦♥ ♦♥ &❤❡ &❤❡♦,② ♦❢ ✈❛❧✉❡✳

✷✹

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛'❣✉♠❡♥* ❢♦' *❤❡ *❤❡♦'② ♦❢ ❡.✉✐❧✐❜'✐✉♠ ✐♥ ❙'❛✛❛✬4 ✇♦'❦ ✐4 *❤❛* ❤❡ ✇❛4 '❡❛4♦♥✐♥❣

✇✐*❤ ❛ ✉♥✐❢♦'♠ '❛*❡ ♦❢ ♣'♦✜*✳ ❇✉* ❛❝*✉❛❧❧② *❤✐4 ✉♥✐❢♦'♠ '❛*❡ ♦❢ ♣'♦✜* ✐♥ ❙'❛✛❛✬4 ❡.✉❛*✐♦♥4 ✐4

♥♦* *❤❡ '❡4✉❧* ♦❢ ❛ ❣'❛✈✐*❛*✐♦♥ ♣'♦❝❡44✱ ✐✳❡✳ ✐* ✐4 ♥♦* ❛♥ ❡.✉✐❧✐❜'✐✉♠ '❛*❡ ♦❢ ♣'♦✜*✱ ❜✉* '❛*❤❡'

❛♥ ❡①✲♣♦4* ❛❝❝♦✉♥*✐♥❣ '❛*❡ ♦❢ ♣'♦✜* ♦❢ *❤❡ '❡❛❧ ❡❝♦♥♦♠② ✉♥❞❡' 4*✉❞② ❞✉'✐♥❣ ♦♥❡ ♣❡'✐♦❞ ♦❢

♣'♦❞✉❝*✐♦♥ ✲ ✐✳❡✳ ❛ ❝♦♥✈❡♥*✐♦♥❛❧ '❛*❡ ♦❢ ♣'♦✜*✱ *❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ✐* ❜❡✐♥❣ *❤❛* ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥4*'✉❝*

*❤❡ 4*❛♥❞❛'❞ 4②4*❡♠ ♦♥❧② ✇✐*❤ ❛ ✉♥✐❢♦'♠ '❛*❡ ♦❢ ♣'♦✜*4 ✭❙✐♥❤❛✱ ✷✵✶✷✮✳



❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ◆❊❖✲❘■❈❆❘❉■❆◆ ❊❈❖◆❖▼■❈❙ ❆◆❉ ❚❍❊

❊◆❱■❘❖◆▼❊◆❚ ✽✾

✹✳✸✳✹ ❲❤❛& ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❙/❛✣❛♥ ♣/♦♣♦3✐&✐♦♥ ♦♥ ❡①❤❛✉3&✐❜❧❡

♥❛&✉/❛❧ /❡3♦✉/❝❡3

■ ✇✐❧❧ ❛'❣✉❡ ❤❡'❡ ,❤❛, ❙'❛✛❛✬0 0②0,❡♠✱ ✇✐,❤♦✉, ✐♥,'♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥② 0✉❜❥❡❝,✐✈❡ ♥♦,✐♦♥

❛♥❞ ❛00✉♠♣,✐♦♥ ♦♥ ❡<✉✐❧✐❜'✐✉♠✱ ✐0 ❛❜❧❡ ,♦ ,❛❦❡ ✐♥,♦ ❛❝❝♦✉♥, ,❤❡ ❝❤❛♥❣❡0 ✐♥ ,❤❡

❝♦♥❞✐,✐♦♥0 ♦❢ ♣'♦❞✉❝,✐♦♥ ,❤❛, ✇✐❧❧ ♦❝❝✉' ✇❤❡♥ ❛ ♥❛,✉'❛❧ '❡0♦✉'❝❡ ✐0 ❡①❤❛✉0,❡❞✳

✹✳✸✳✹✳✶ ❚❤❡ '✉❡)*✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥)*❛♥* 1❡*✉1♥ *♦ )❝❛❧❡

❖♥❡ ✭✐''❡❧❡✈❛♥,✮ ❝'✐,✐❝✐0♠ ❛❣❛✐♥0, ❙'❛✛❛✬0 0②0,❡♠ ✐0 ✐,0 ✉0❡ ♦❢ ,❤❡ ❛00✉♠♣,✐♦♥

♦❢ ❝♦♥0,❛♥, '❡,✉'♥0 ,♦ 0❝❛❧❡ ✭❡✳❣✳ 0❡❡ ❙♦❧♦✇✱ ✷✵✶✹✮✳ ■♥ ,❤✐0 '❡❣❛'❞✱ ❛♥ ❡❛0②

❝'✐,✐❝✐0♠ ✇❛0 ♣✉, ❢♦'✇❛'❞ ❜② ▼❡♥❣❡' ✭✶✽✼✶✮✿ ✐❢ ❝♦♥0,❛♥, '❡,✉'♥0 ,♦ 0❝❛❧❡ ✐0

❛00✉♠❡❞ ,❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ❡①❤❛✉0,✐❜❧❡ ♥❛,✉'❛❧ '❡0♦✉'❝❡ ♦❢ ✉♥✐❢♦'♠ <✉❛❧✐,② ❛♥❞

✉♥✐❢♦'♠ ❧♦❝❛,✐♦♥✱ ,❤❡ '❡0♦✉'❝❡ ♣'✐❝❡ ❛❢,❡' ❡①,'❛❝,✐♦♥ ✇✐❧❧ '❡♠❛✐♥ ,❤❡ 0❛♠❡ ❡✈❡♥

✐❢ ✐, ❜❡❝♦♠❡0 ❡①❤❛✉0,❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡'✱ ❙'❛✛❛✬0 ♠♦❞❡❧ 0❤♦✉❧❞ ♥♦, ❜❡ ❝♦♥❢✉0❡❞ ✇✐,❤

▲❡♦♥,✐❡❢ ♦♥❡✱ ♦' ✇✐,❤ ,❤❡ ,❤❡♦'② ♦❢ ❘✐❝❛'❞♦✿ ❙'❛✛❛ ✇❛'♥❡❞ ❡①♣❧✐❝✐,❧② ,❤❛, ♥♦

❛00✉♠♣,✐♦♥ '❡❣❛'❞✐♥❣ ❝♦♥0,❛♥, '❡,✉'♥0 ,♦ 0❝❛❧❡ ✐0 ♠❛❞❡ ✐♥ ❤✐0 ✇♦'❦ ✭0❡❡ ❙'❛✛❛✱

✶✾✻✵✱ ♣✳ ✈✮✳

❙❤♦✉❧❞ ✇❡ ❛00✉♠❡ ❝♦♥0,❛♥, '❡,✉'♥0 ,♦ 0❝❛❧❡ ✐♥ ,❤❡ ❝❛0❡ ♦❢ ❡①,'❛❝,✐♦♥ ♦❢

❡①❤❛✉0,✐❜❧❡ '❡0♦✉'❝❡0❄

✷✺

❋✐'0,❧②✱ ❝♦♥0,❛♥, '❡,✉'♥0 ❛'❡ ❡①,'❡♠❡❧② '❛'❡✱ ✐❢ ♥♦,

♥♦♥✲❡①✐0,❡♥,✱ ✐♥ ,❤❡ ❝❛0❡ ♦❢ ♥❛,✉'❛❧ '❡0♦✉'❝❡ ❡①,'❛❝,✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡'❛❧ ❧❛✇ ✐0

,❤❛, ,❤❡ ♠♦'❡ ❛ '❡0♦✉'❝❡ ❜❡❝♦♠❡0 0❝❛'❝❡✱ ,❤❡ ♠♦'❡ ❞✐✣❝✉❧, ✐0 ✐,0 ❡①,'❛❝,✐♦♥

✭,❤✐0 ✐0 ,'✉❡ ❢♦' ❛❧❧ ❡①,'❛❝,✐✈❡ ✐♥❞✉0,'✐❡0✱ ❜✉, ❛❧0♦ ❢♦'❡0,'②✱ ✜0❤❡'②✱ ❡,❝✳✮✳

✷✻

❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❤❡'❡ ✐0 ✇❤❛, ❤❛♣♣❡♥0 ✇❤❡♥ ,❤❡ ♥❛,✉'❛❧ '❡0♦✉'❝❡ ❜❡❝♦♠❡0 0❝❛'❝❡✿

❡✐,❤❡' ❞❡♠❛♥❞ '❡♠❛✐♥0 ❛, ,❤❡ 0❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦' ,❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❞❡❝'❡❛0❡0 ✭,❤❡ ❝♦♠✲

♠♦❞✐,② ✐0 0✉❜0,✐,✉,❡❞ ✇✐,❤ ❛♥♦,❤❡' ❣♦♦❞✮✳ ■❢ ,❤❡ ❞❡♠❛♥❞ '❡♠❛✐♥0 ❤✐❣❤✱ ❡✐,❤❡'

❛ ♥❡✇ ,❡❝❤♥✐<✉❡ ♦❢ ♣'♦❞✉❝,✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥,'♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♦'❞❡' ,♦ 0❛,✐0❢② ,❤❡ ❞❡✲

♠❛♥❞✱ ❣✐✈✐♥❣ '✐0❡ ,♦ ❛ '❡♥, ♦♥ ,❤❡ ♠♦'❡ ♣'♦✜,❛❜❧❡ ,❡❝❤♥✐<✉❡✱ ♦' ,❤❡ 0②0,❡♠ ✇✐❧❧

❜'❡❛❦ ❞♦✇♥✳ ▼❡♥❣❡'✬0 ❝'✐,✐❝✐0♠ ✐0 ♥♦, ,❤❡'❡❢♦'❡ ✈❛❧✐❞ ❜❡❝❛✉0❡✱ ❢♦' ❛♥② ❣✐✈❡♥

❡①❤❛✉0,✐❜❧❡ '❡0♦✉'❝❡✱ ✐, ✐0 '❡❛❧❧② ✉♥❧✐❦❡❧② ,❤❛, ✇❡ ♦❜0❡'✈❡ ❝♦♥0,❛♥, '❡,✉'♥0 ,♦

0❝❛❧❡ ❢♦' ✐,0 ❡①,'❛❝,✐♦♥ ❛♥❞✱ ❛, ,❤❡ 0❛♠❡ ,✐♠❡✱ ,❤❛, ♥♦ 0❡❝♦♥❞ ,❡❝❤♥✐<✉❡ ❢♦' ,❤❡

❡①,'❛❝,✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❛♣♣❡❛' ,♦ ❛♥0✇❡' ,❤❡ ❞❡♠❛♥❞✳

■ ♣'❡0❡♥, ❜❡❧♦✇ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛♥ ❡①❤❛✉0,✐❜❧❡ '❡0♦✉'❝❡✱ ❡✳❣✳ ❝♦❛❧✳ ❆ ❝♦♠♠♦❞✐,②

✐0 ♣'♦❞✉❝❡❞✱ 0♦ ❛ ♥❛,✉'❛❧ '❡0♦✉'❝❡ ❜❡❝♦♠❡0 ❛ ❝♦♠♠♦❞✐,② ♦♥❧② ❛❢,❡' ❡①,'❛❝,✐♦♥✿

✐♥ ♦✉' ❝❛0❡ ■ ♠❛❦❡ ,❤❡ ❞✐0,✐♥❝,✐♦♥ ❜❡,✇❡❡♥ ,❤❡ ♥❛,✉'❛❧ '❡0♦✉'❝❡ ❝♦♥0❡'✈❡❞ ✐♥

,❤❡ ❣'♦✉♥❞ ✏❈♦❛❧✑✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❛'0 ♥♦ ♣'✐❝❡✱ ❛♥❞ ,❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐,② ✏❊①,'❛❝,❡❞ ❈♦❛❧✑✳

✹✳✸✳✹✳✷ ❚✇♦ ♣1♦❝❡))❡)✱ ❝♦♥)*❛♥* 1❡*✉1♥) *♦ )❝❛❧❡

▲❡, ✉0 ✜'0, ❤❛✈❡ ♦♥❡ ♠✐♥❡ ♦❢ ❈♦❛❧✱ ♣'✐✈❛,❡❧② ♦✇♥❡❞✳ ▲❡, ✉0 0❛② ,❤❛, ❊①,'❛❝,❡❞

❈♦❛❧ ✐0 ❛ ❜❛0✐❝ ❝♦♠♠♦❞✐,②✱ ❡♥,❡'✐♥❣ ✐♥ ,❤❡ ♣'♦❞✉❝,✐♦♥ ♦❢ ✐,0 ♦✇♥ ♣'♦❝❡00 ♦❢

♣'♦❞✉❝,✐♦♥ ❛0 ✇❡❧❧ ❛0 ✐♥ ,❤❡ ♣'♦❝❡00 ♦❢ ♣'♦❞✉❝,✐♦♥ ♦❢ ✇❤❡❛,❀ ❛♥❞ ❧❡, ✉0 ✜'0,

✷✺

❚❤❡ ❛$$✉♠♣(✐♦♥ ♦❢ ③❡.♦ ❝♦$( ♦❢ ❡①(.❛❝(✐♦♥ ✐$ ❥✉$( ♦♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ (❤❡ ❛$$✉♠♣(✐♦♥ ♦❢

❝♦♥$(❛♥( .❡(✉.♥$ (♦ $❝❛❧❡ ✐♥ (❤✐$ ❝❛$❡✳

✷✻

❖♥❡ ❡①❝❡♣(✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ (❤❡ ❝❛$❡ ✇❤❡.❡ ❛❧❧ ❧❛♥❞$ ❛.❡ ❝✉❧(✐✈❛(❡❞ ❛♥❞ $♦♠❡ ❞✐$❛♣♣❡❛.

❜❡❝❛✉$❡ ♦❢ ✉.❜❛♥ ❡①♣❛♥$✐♦♥✳
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❊◆❱■❘❖◆▼❊◆❚ ✾✵

❛##✉♠❡ '❤❛' '❤❡)❡ ❛)❡ ❝♦♥#'❛♥' )❡'✉)♥# '♦ #❝❛❧❡ ♦♣❡)❛'✐♥❣ ✐♥ ❜♦'❤ ✐♥❞✉#')✐❡#✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✷ #❤♦✇# '❤❡ #②#'❡♠ ♦❢ ♣)♦❞✉❝'✐♦♥✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ #②#'❡♠ ♦❢ ♣)♦❞✉❝'✐♦♥ ♦❢ ✇❤❡❛' ❛♥❞ ❊①')❛❝'❡❞ ❈♦❛❧✱ ❝♦♥#'❛♥' )❡'✉)♥#

'♦ #❝❛❧❡✳

■♥♣✉' ❖✉'♣✉'#

❲❤❡❛' ❊①')❛❝'❡❞ ❈♦❛❧ ▲❛❜♦) ❲❤❡❛' ❊①')❛❝'❡❞ ❈♦❛❧

a11 a12 l1 b11 0
a21 a22 l2 0 b22

❚❤❡ ♣)♦❞✉❝'✐✈✐'② ♦❢ '❤❡ ❡①')❛❝'✐♦♥ ♦❢ ❈♦❛❧ ❞❡♣❡♥❞# ♦♥ '❤❡ ✐♥✐'✐❛❧ ❛♠♦✉♥'

♦❢ ❈♦❛❧ ✐♥ '❤❡ ♠✐♥❡✱ C (0)✳ ■' ✐# ❛##✉♠❡❞ '❤❛' ✇❡ ❤❛✈❡ '❤❡ ❡①')❛❝'✐♦♥ ❢✉♥❝'✐♦♥

❊D✳ ✹✳✸✶✿

b22 = αC (0) ✭✹✳✸✶✮

❲✐'❤ α ❛ ❝♦♥#'❛♥' ❛♥❞ 0 < α < 1✳
❚❤❡ #②#'❡♠ ♦❢ ♣)✐❝❡ ✐# '❤❡♥✿

b11p1 = (1 + r) (a11p1 + a12p2) + l1w ✭✹✳✸✷✮

αC (0) p2 = (1 + r) (a21p1 + a22p2) + l2w ✭✹✳✸✸✮

❲✐'❤ r '❤❡ ✉♥✐❢♦)♠ )❛'❡ ♦❢ ♣)♦✜'✱ ❛♥❞ w '❤❡ ✇❛❣❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ '❤❡♥ ❛♥

❡①♣)❡##✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♣)✐❝❡# ♦❢ ❡①')❛❝'❡❞ ❝♦❛❧ ❛♥❞ ✇❤❡❛' ✇❤✐❝❤ ❛)❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥'

❜♦'❤ ❢)♦♠ '✐♠❡ ❛♥❞✱ ♠♦)❡ ✐♠♣♦)'❛♥'❧②✱ ❢)♦♠ '❤❡ D✉❛♥'✐'② ♦❢ )❡#♦✉)❝❡ ❧❡❢' ✐♥

'❤❡ ❣)♦✉♥❞✿

p1 =
(1 + r) a12p2 + l1w

b11 − (1 + r) a11
✭✹✳✸✹✮

p2 =

[

(1 + r) a21l1w

b11 − (1 + r) a11
+ l2w

]

/

[

αC (0)− (1 + r) a22 −
(1 + r)

2
a12a21

b11 − (1 + r) a11

]

✭✹✳✸✺✮

❆# ■ #❛✐❞ ❡❛)❧✐❡)✱ '❤✐# ♠♦❞❡❧ ✐# ❤✐❣❤❧② ✐♠♣❧❛✉#✐❜❧❡✳ ■♥ )❡❛❧ #②#'❡♠#✱ ❝♦#'

♦❢ ❡①')❛❝'✐♦♥ #❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦))❡❧❛'❡❞ ✇✐'❤ '❤❡ D✉❛♥'✐'② ♦❢ ♥❛'✉)❛❧ )❡#♦✉)❝❡ ❧❡❢'✳

❆♥❞ ❛# ❙)❛✛❛ #')❡##❡#✱ '❤❡ ✐♥❞✐❝❛'✐♦♥ ♦❢ #❝❛)❝✐'② ♦❢ '❤❡ ♥❛'✉)❛❧ )❡#♦✉)❝❡ ❝❛♥ ❜❡

)❡✢❡❝'❡❞ ✐♥ '❤❡ ♣)❡#❡♥❝❡ ♦❢ '✇♦ ♣)♦❝❡##❡# ♣)♦❞✉❝✐♥❣ ♦♥❡ ❝♦♠♠♦❞✐'② ✇❤✐❧❡ ❛'

❧❡❛#' ♦♥❡ ♣)♦❝❡## ✐# ✉#✐♥❣ '❤❡ ♥❛'✉)❛❧ )❡#♦✉)❝❡ ❛# ❛♥ ✐♥♣✉'✳ ▲❡' ✉# ✐♥')♦❞✉❝❡

'❤❡#❡ '✇♦ ✐♠♣♦)'❛♥' ♠♦❞✐✜❝❛'✐♦♥#✱ ✜)#' #❡♣❛)❛'❡❧② ❛♥❞ '❤❡♥ '♦❣❡'❤❡)✳
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❊◆❱■❘❖◆▼❊◆❚ ✾✶

✹✳✸✳✹✳✸ ❚✇♦ ♣'♦❝❡**❡*✱ ♥♦♥ ❝♦♥*-❛♥- '❡-✉'♥* -♦ *❝❛❧❡

❋✐$%& ✐❢ ✇❡ ✇❛♥& &♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠♦$❡ $❡❛❧✐%&✐❝ ❢✉♥❝&✐♦♥ ♦❢ ❡①&$❛❝&✐♦♥✱ ✐& %❤♦✉❧❞ ❛&

❧❡❛%& ❜❡ ✐♥ &❤❡ ❢♦$♠✿

✷✼

b22 (t) = αC (t) ✭✹✳✸✻✮

❚❤❛& ✐%✱ &❤❡ ❡①&$❛❝&✐♦♥ ❝♦%& ✐% ♣♦%✐&✐✈❡❧② $❡❧❛&❡❞ ✇✐&❤ &❤❡ %&♦❝❦ ♦❢ ❝♦❛❧ ❧❡❢&

✐♥ &❤❡ ❣$♦✉♥❞✳

❚❤❡ ♣$✐❝❡ ♦❢ ❡①&$❛❝&❡❞ ❝♦❛❧ ✐% &❤❡♥ &✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥&✿

p2 (t) =

[

(1 + r) a21l1w

b11 − (1 + r) a11
+ l2w

]

/

[

αC (t)− (1 + r) a22 −
(1 + r)

2
a12a21

b11 − (1 + r) a11

]

✭✹✳✸✼✮

❇✉& ✇❡ ❝❛♥♥♦& %❛② &❤❛&✱ ✐❢ ❞✐%&$✐❜✉&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ %✉$♣❧✉% ❜❡&✇❡❡♥ ♣$♦✜&% ❛♥❞

✇❛❣❡% ✐% ❝♦♥%&❛♥&✱ &❤❡ ♣$✐❝❡ ♦❢ ❊①&$❛❝&❡❞ ❈♦❛❧ ✇✐❧❧ ✐♥❝$❡❛%❡ ❛% &❤❡ I✉❛♥&✐&② ♦❢

❈♦❛❧ C (t) ❞❡❝$❡❛%❡%✳ ❚❤✐% ✐% ❜❡❝❛✉%❡ ❊①&$❛❝&❡❞ ❈♦❛❧ ✐% ❛ ❜❛%✐❝ ❝♦♠♠♦❞✐&②✿

&❤✉% ✐❢ &❤❡ ❝♦♥❞✐&✐♦♥% ♦❢ ♣$♦❞✉❝&✐♦♥ ♦❢ ❊①&$❛❝&❡❞ ❈♦❛❧ ❝❤❛♥❣❡✱ &❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢

&❤❡ ♥✉♠❡$❛✐$❡ ✇✐❧❧ ❛❧%♦ ❝❤❛♥❣❡✱ ❛♥❞ ♥♦ ✐♥&❡$✲&❡♠♣♦$❛❧ ❝♦♠♣❛$✐%♦♥ ❜❛%❡❞ ♦♥

♣$✐❝❡% ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡✳

✷✽

❚❤❡ ♦♥❧② ♣♦%%✐❜❧❡ ✐♥&❡$✲&❡♠♣♦$❛❧ ❝♦♠♣❛$✐%♦♥ ✐% &♦ ❧♦♦❦

❛& &❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ $❛&❡ ♦❢ ♣$♦✜&% ♦❢ &❤❡ %&❛♥❞❛$❞ %②%&❡♠ ✭✇❤✐❝❤ ❞♦❡% ♥♦& ❞❡♣❡♥❞

♦♥ ♣$✐❝❡%✮✳ ■♥ ♦$❞❡$ &♦ ❣❡& &❤❡ %&❛♥❞❛$❞ %②%&❡♠✱ ✇❡ ♠✉%& ♠✉❧&✐♣❧② ❊I✳ ✹✳✸✷

❜② ❝♦❡✣❝✐❡♥& q1 %♦ &❤❛& ♣$♦♣♦$&✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐&✐❡% ✐♥ &❤❡ ✐♥♣✉&% ❛$❡ ❡I✉❛❧ &♦

♣$♦♣♦$&✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐&✐❡% ✐♥ &❤❡ %✉$♣❧✉%✿

q1b11
αC (t)

=
q1a11 + a21
q1a12 + a22

✭✹✳✸✽✮

❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✭♦$ ♣❤②%✐❝❛❧✮ $❛&❡ ♦❢ ♣$♦✜& ♦❢ &❤❡ %&❛♥❞❛$❞ %②%&❡♠ ✐% &❤❡♥✿

R (t) =
q1b11 − q1a11 − a21

q1a11 + a21
=

αC (t)− q1a12 − a22
q1a12 + a22

✭✹✳✸✾✮

■❢ αC (t+ 1) 6= αC (t)✱ ✐♥ ♦$❞❡$ &♦ ✜♥❞ &❤❡ ♣$♦♣♦$&✐♦♥% ♦❢ &❤❡ ♥❡✇ %&❛♥❞❛$❞

%②%&❡♠✱ ✇❡ &❤❡♥ ♥❡❡❞ &♦ ♠✉❧&✐♣❧② ❊I✳ ✹✳✸✸ ❜② ❝♦❡✣❝✐❡♥&

αC(t)
αC(t+1) ✱ %♦ ✇❡ ❣❡&✿

q1b11
αC (t)

=
q1a11 +

αC(t)
αC(t+1)a21

q1a12 +
αC(t)

αC(t+1)a22
✭✹✳✹✵✮

❚❤❡ ♥❡✇ ♠❛①✐♠✉♠ $❛&❡ ♦❢ ♣$♦✜&% ✇✐❧❧ &❤❡♥ ❜❡✿

✷✼

❚❤✐# ✐❞❡❛ ❝♦♠❡# ❢+♦♠ ,❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝# ♦❢ +❡♥❡✇❛❜❧❡ +❡#♦✉+❝❡# ✭●♦+❞♦♥✱ ✶✾✺✹❀ ❙❝❤❛❡✛❡+✱

✶✾✺✹✮✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♣+❡#❡♥,❛,✐♦♥ ❢+♦♠ ❊++❡②❣❡+# ✭✷✵✶✹✮ ♦♥ ,❤✐# #✉❜❥❡❝,✳

✷✽

■❢ ❊①,+❛❝,❡❞ ❈♦❛❧ ✇❛# ❛ ♥♦♥✲❜❛#✐❝ ❝♦♠♠♦❞✐,②✱ ✐, ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦##✐❜❧❡ ,♦ ❛##❡## ,❤❡ ❡✈♦❧✉,✐♦♥

♦❢ ✐,# ♣+✐❝❡ ✐♥ ,✐♠❡ ✭#❡❡ ❊++❡②❣❡+#✱ ✷✵✶✹✮✳
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R (t+ 1) =
q1b11 − q1a11 −

αC(t)
αC(t+1)a21

q1a11 +
αC(t)

αC(t+1)a21
=

αC (t)− q1a12 −
αC(t)

αC(t+1)a22

q1a12 −
αC(t)

αC(t+1)a22
✭✹✳✹✶✮

❍❡♥❝❡ ✇❡ ,❡❡ -❤❛- ✐❢ -❤❡ ❡①-3❛❝-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❝♦❛❧ ❣❡-, ❤❛3❞❡3 ❛, ,♦♦♥ ❛, C (t)
❞❡❝3❡❛,❡,✱ -❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♣❤②,✐❝❛❧ 3❛-❡ ♦❢ ♣3♦✜-, ✇✐❧❧ ❞❡❝3❡❛,❡✳

✹✳✸✳✹✳✹ ❚❤%❡❡ ♣%♦❝❡**❡*✱ ❝♦♥*-❛♥- %❡-✉%♥* -♦ *❝❛❧❡

❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❧❡- ✉, ❣♦ ❜❛❝❦ -♦ -❤❡ ✜3,- ❝❛,❡ ✇❤❡3❡ -❤❡ ❡①-3❛❝-✐♦♥ ❢✉♥❝-✐♦♥ ✐, 3❡♣✲

3❡,❡♥-❡❞ ❜② ❊C✳ ✹✳✸✶✳ ■❢ -❤❡ ❡①-3❛❝-✐♦♥ ♦❢ ❝♦❛❧ ❝❛♥♥♦- ,❛-✐,❢② -❤❡ ❞❡♠❛♥❞✱ ✐-

❛❧❧♦✇, ❢♦3 ❛ ♥❡✇ -❡❝❤♥✐C✉❡ -♦ ❝♦♠❡ ✐♥-♦ ♣❧❛②✱ ❡✳❣✳ ♣3♦❞✉❝-✐♦♥ ♦❢ ❙②♥-❤❡-✐❝ ❈♦❛❧✱

❛, ✐♥ -❛❜❧❡ ✹✳✸✿

❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ ,②,-❡♠ ♦❢ ♣3♦❞✉❝-✐♦♥ ♦❢ ✇❤❡❛-✱ ❊①-3❛❝-❡❞ ❈♦❛❧ ❛♥❞ ❙②♥-❤❡-✐❝ ❈♦❛❧✱

✇✐-❤ ❝♦♥,-❛♥- 3❡-✉3♥, -♦ ,❝❛❧❡✳

■♥♣✉-, ❖✉-♣✉-,

❲❤❡❛- ❈♦❛❧ ▲❛❜♦3 ❲❤❡❛- ❈♦❛❧

a11 a12 l1 b11 0
a21 a22 l2 0 b22
a31 a32 l3 0 b32

◆♦✇✱ ❛, ❙②♥-❤❡-✐❝ ❈♦❛❧ ❛♥❞ ❊①-3❛❝-❡❞ ❈♦❛❧ ❤❛✈❡ -❤❡ ,❛♠❡ ♣3✐❝❡✱ ✐♥ ♦3❞❡3 -♦

,♦❧✈❡ -❤❡ ♣3✐❝❡ ,②,-❡♠ ❛ 3❡♥- ❤❛, -♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞✳ ❚❤❡3❡ ❛3❡ ✈❛3✐♦✉, ✇❛②, -♦ ❞♦ ✐-✱

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ✐❢ -❤❡ ♥❡✇ -❡❝❤♥✐C✉❡ ✐, ♠♦3❡ ♣3♦✜-❛❜❧❡ ✭-❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠♣3♦✈❡♠❡♥-✮✱

❧❡,, ♣3♦✜-❛❜❧❡ ✭❡①♣3❡,,✐♦♥ ♦❢ ❛ 3❡❛❧ ,❝❛3❝✐-②✮ ♦3 ✐❢ -❤❡ 3❡♥- ✐, ❝❛♣-✉3❡❞ ❜② -❤❡

♦✇♥❡3 ♦❢ -❤❡ ♠✐♥❡ ♦3 ❜② -❤❡ ✇♦3❦❡3,✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛,,✉♠❡ -❤❛- -❤❡ ♥❡✇ -❡❝❤♥✐C✉❡

✐, ❧❡,, ♣3♦✜-❛❜❧❡ ❛♥❞ -❤❛- 3❡♥- ρ ❣♦❡, ✐♥ -❤❡ ♣♦❝❦❡- ♦❢ -❤❡ ♠✐♥❡ ♦✇♥❡3✿

b11p1 = (1 + r) (a11p1 + a12p2) + l1w ✭✹✳✹✷✮

αC (0) p2 = (1 + r) (a21p1 + a22p2) + l2w + ρ ✭✹✳✹✸✮

b32p2 = (1 + r) (a31p1 + a32p2) + l3w ✭✹✳✹✹✮

❚❤❡ ♣3✐❝❡ ♦❢ -❤❡ ❊①-3❛❝-❡❞ ❈♦❛❧✴❙②♥-❤❡-✐❝ ❈♦❛❧ ❛♥❞ -❤❡ 3❡♥- ❛3❡ -❤❡♥✿

p2 =

[

(1 + r) a31l1w

b11 − (1 + r) a11
+ l3w

]

/

[

b32 − (1 + r) a32 −
(1 + r)

2
a12a31

b11 − (1 + r) a11

]

✭✹✳✹✺✮
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ρ =

[

αC (0)− (1 + r) a22 −
(1 + r)

2
a12a21

b11 − (1 + r) a11

]

p2 −

[

(1 + r) a21l1
b11 − (1 + r) a11

+ l2

]

w

✭✹✳✹✻✮

❚❤✐* +❡♥. ✐* ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ♥♦. .✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥.✳

✹✳✸✳✹✳✺ ❚❤&❡❡ ♣&♦❝❡++❡+✱ ♥♦♥ ❝♦♥+.❛♥. &❡.✉&♥+ .♦ +❝❛❧❡

❍♦✇❡✈❡+✱ ♥♦✇ ✐❢ ✇❡ ✇❛♥. .♦ ❛❞❞ ❜♦.❤ ♠♦❞✐✜❝❛.✐♦♥*✱ ✇❤❡♥ .❤❡ ❡①.+❛❝.✐♦♥ ❢✉♥❝✲

.✐♦♥ ✐* +❡♣+❡*❡♥.❡❞ ❜② ❊B✳ ✹✳✸✻✱ .❤❡ *②*.❡♠ ♦❢ ♣+✐❝❡ ❜❡❝♦♠❡*✿

b11p1 (t) = (1 + r) [a11p1 (t) + a12p2 (t)] + l1w ✭✹✳✹✼✮

αC (t) p2 (t) = (1 + r) [a21p1 (t) + a22p2 (t)] + l2w + ρ (t) ✭✹✳✹✽✮

b32p2 (t) = (1 + r) [a31p1 (t) + a32p2 (t)] + l3w ✭✹✳✹✾✮

❆♥❞ .❤❡♥ ♣+✐❝❡ ♦❢ .❤❡ ❊①.+❛❝.❡❞ ❈♦❛❧✴❙②♥.❤❡.✐❝ ❈♦❛❧ ❛♥❞ +❡♥. ❜❡❝♦♠❡✿

p2 =

[

(1 + r) a31l1w

b11 − (1 + r) a11
+ l3w

]

/

[

b32 − (1 + r) a32 −
(1 + r)

2
a12a31

b11 − (1 + r) a11

]

✭✹✳✺✵✮

ρ (t) =

[

αC (t)− (1 + r) a22 −
(1 + r)

2
a12a21

b11 − (1 + r) a11

]

p2−

[

(1 + r) a21l1
b11 − (1 + r) a11

+ l2

]

w

✭✹✳✺✶✮

◆♦✇ ❛♥ ✐♥.❡+❡*.✐♥❣ ❢❡❛.✉+❡ ♦❢ ✐. ✐* .❤❛. .❤❡ ♣+✐❝❡ ♦❢ ❊①.+❛❝.❡❞ ❈♦❛❧ ❛♥❞ ❙②♥✲

.❤❡.✐❝ ❈♦❛❧ ✐* ♥♦. .✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥.✱ ❛* .❤✐* ♣+✐❝❡ ❞❡♣❡♥❞* ♦♥ .❤❡ .❤✐+❞ .❡❝❤♥✐B✉❡

✭.❤❡ ❧❡❛*. ♣+♦✜.❛❜❧❡ ♦♥❡ ✲ ❙②♥.❤❡.✐❝ ❈♦❛❧ ♣+♦❞✉❝.✐♦♥✮✳ ❚❤✉* .❤❡ *.❛♥❞❛+❞ *②*✲

.❡♠ ✐* ♦♥❧② ❝♦♠♣♦*❡❞ ❜② .❤❡ ❙②♥.❤❡.✐❝ ❈♦❛❧ ❛♥❞ .❤❡ ❲❤❡❛. ♣+♦❝❡**❡*✱ ❛♥❞ .❤❡

*.❛♥❞❛+❞ *✉+♣❧✉* ❞♦❡* ♥♦. ❝❤❛♥❣❡ ♦✈❡+ .✐♠❡✳ ❖♥❧② .❤❡ +❡♥. ✐* .✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥.✱

❛♥❞ .❤❡ +❡♥. ❞❡❝+❡❛*❡* ❛* .❤❡ ❡①.+❛❝.✐♦♥ ❝♦*. ✐♥❝+❡❛*❡*✳ ■❢ .❤❡ ❡①.+❛❝.✐♦♥ ❝♦*.

❣❡.* .♦♦ ❤✐❣❤✱ .❤❡ ❙②♥.❤❡.✐❝ ❈♦❛❧ ♣+♦❝❡** ❝♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦+❡ ♣+♦✜.❛❜❧❡ .❤❛♥

❡①.+❛❝.✐♥❣ ❝♦❛❧ ❢+♦♠ .❤❡ ❣+♦✉♥❞✿ ❛. .❤❛. ♣♦✐♥.✱ .❤❡ +❡♥. ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ♥❡❣❛.✐✈❡✱

♠❡❛♥✐♥❣ .❤❛. ✐. ✇✐❧❧ ❜❡ ❡❛+♥❡❞ ❜② .❤❡ ♦✇♥❡+ ♦❢ .❤❡ ❙②♥.❤❡.✐❝ ❈♦❛❧ ♣+♦❝❡**✳

✹✳✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦♠♠❡♥/0

❚❤❡ ♣+✐❝❡ ♦❢ .❤❡ ❈♦❛❧ ♠✐♥❡ ❝♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ .❤❡ +❡♥. .❤❛. .❤❡ ❜✉②❡+ ❡①♣❡❝.*

.♦ ❣❡. ✭✉*✐♥❣ .❤❡ +❛.❡ ♦❢ ♣+♦✜. ❛* ❛ ❞❡♣+❡❝✐❛.✐♦♥ +❛.❡ ❢♦+ ❢✉.✉+❡ ♣+♦✜.✮✳ ❚❤❡

❝✉++❡♥. +❡♥. ❛♥❞ ♣+♦✜. +❛.❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛.❡❞ ❜② ❙+❛✛❛✬* ♠❡.❤♦❞✳ ■♥ ❝❛*❡ ♦❢

❛♥ ❛+❜✐.+❛❣❡ ❜❡.✇❡❡♥ .✇♦ ❝♦♠♣❡.✐.✐✈❡ ✐♥✈❡*.♠❡♥.*✱ ❛ ❝❛❧❝✉❧❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ✈❛❧✉❡

♦❢ .❤❡ ❈♦❛❧ ♠✐♥❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡✿
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pmine =

∞̂

0

[r (t)αC (t) p2 (t) + ρ (t)]x2 (t) e
−r(t)tdt ✭✹✳✺✷✮

❲✐)❤ x2(t) )❤❡ ✐♥)❡♥-✐)② ♦❢ )❤❡ ❡①)2❛❝)✐♦♥ ♣2♦❝❡--✳ ❆♥❞ ❢2♦♠ )❤❛) ♦♥❡ ❝♦✉❧❞

❛2❣✉❡ )❤❛) )❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❈♦❛❧ ✐♥ )❤❡ ❣2♦✉♥❞ ✐- vCoal = pmine/C(t)✳ ❇✉) )❤✐-

❝❛❧❝✉❧❛)✐♦♥ ❝❛♥♥♦) ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐)❤♦✉) -♦♠❡ ❡①♣❡❝)❛)✐♦♥- ♦♥ ❢✉)✉2❡ 2❛)❡ ♦❢ ♣2♦✜)✱

❢✉)✉2❡ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ❢✉)✉2❡ ♣2✐❝❡-✳ ❖♥ )❤❛) -✉❜❥❡❝) ❙2❛✛❛ ❝❛♥♥♦) ❤❡❧♣✱ -♦ )❤❡

♣2✐❝❡ ♦❢ )❤❡ ♠✐♥❡✱ ❛- ✇❡❧❧ ❛- ♣2✐❝❡ ♦❢ ❈♦❛❧ ❛- ❛ ♥❛)✉2❛❧ 2❡-♦✉2❝❡ ♥♦) ❡①)2❛❝)❡❞

②❡) ✭♦2 ♣2✐❝❡ ♦❢ ❛ ❧❛♥❞ ♥♦) ❝✉❧)✐✈❛)❡❞ ②❡)✮ -❤♦✉❧❞ 2❡♠❛✐♥ ✐♥❞❡)❡2♠✐♥❛)❡ ✇✐)❤✐♥

)❤❡ ❜❛2❡ ❙2❛✣❛♥ ❢2❛♠❡✇♦2❦✳

❆♥ ❛--✉♠♣)✐♦♥ ❛❜♦✉) ✇❤❛) ❢✉)✉2❡ 2❛)❡- -❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛② ❜❡ ❝♦♥✲

✈❡♥)✐♦♥❛❧❧② ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡-❡ 2❛)❡- ❞♦ ♥♦) ❤❛✈❡ )♦ ❜❡ )❤❡ -❛♠❡ ❛- )❤❡ 2❛)❡- )❤❛)

❛❝)✉❛❧✐③❡ ✐♥ )❤❡ ❢✉)✉2❡❀ ❢♦2 ❡①❛♠♣❧❡✱ ✷✵ ②❡❛2- ♦❢ ❝✉22❡♥) ♣2❡✈❛✐❧✐♥❣ 2❡♥) ✉-❡❞ )♦

❜❡ )❤❡ ❝♦♥✈❡♥)✐♦♥ )♦ ❞❡)❡2♠✐♥❡ )❤❡ ♣2✐❝❡ ♦❢ ❧❛♥❞ ❛) )❤❡ ♣2❡-❡♥)✳ ❙)❛2)✐♥❣ ❢2♦♠
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✹✳✹✳✶✳✶ ▲❛❣❡$

▲❛❣❡$ ✭✷✵✵✶✮ ❞❡❛❧, ✇✐/❤ /❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❥♦✐♥/ ♣$♦❞✉❝/✐♦♥ ♣$♦❜❧❡♠✿ ✐❢ /✇♦ ❝♦♠✲

♠♦❞✐/✐❡, ❛$❡ ❥♦✐♥/❧② ♣$♦❞✉❝❡❞ ❜② /✇♦ ❞✐✛❡$❡♥/ ♣$♦❝❡,,❡,✱ ✐/ ✐, ♣♦,,✐❜❧❡ /❤❛/ /❤❡✐$

♣$♦❞✉❝/✐♦♥ ❡①❝❡❡❞, /❤❡ $❡@✉✐$❡♠❡♥/ ❢♦$ ✉,❡ ✭♦$ /❤❡ ❡✛❡❝/✐✈❡ ❞❡♠❛♥❞ ✐❢ /❤❡② ❛$❡

♦♥❧② ❝♦♥,✉♠♣/✐♦♥ ❣♦♦❞,✮✳ ❲❤❛/ ✇♦✉❧❞ /❤❡♥ ❜❡ /❤❡✐$ ♣$✐❝❡,❄ ■, /❤❡$❡ ❢$❡❡ ♦$

❝♦,/❧② ❞✐,♣♦,❛❧❄

❆❝❝♦$❞✐♥❣ /♦ ▲❛❣❡$ /❤❡ ,♦❧✉/✐♦♥ ✐, /♦ ❛❞❞ ❛ /❤✐$❞ ♣$♦❝❡,, ✉,✐♥❣ /❤❡ ❝♦♠✲

♠♦❞✐/② ✐♥ ❡①❝❡,, ♣$♦❞✉❝/✐♦♥ ✭❢♦$ ✐♥,/❛♥❝❡ ♣$♦❞✉❝/ 1✮ ✐♥ ♦$❞❡$ /♦ ♣$♦❞✉❝❡ /❤❡
,❡❝♦♥❞ ❝♦♠♠♦❞✐/② ✭❢♦$ ✐♥,/❛♥❝❡ ♣$♦❞✉❝/ 2✮✳ ❍❡ ,❛②, /❤❛/ /❤✐, ♣$♦❝❡,, ❝♦✉❧❞
❜❡ ❝♦♥,✐❞❡$❡❞ ❛, ✏❛ ❝♦,/❧② ❞✐,♣♦,❛❧ ♣$♦❝❡,, ✇❤✐❝❤ ❛❜,♦$❜, ,♦♠❡ @✉❛♥/✐/✐❡, ♦❢

/❤❡ ✉♥✇❛♥/❡❞ ♣$♦❞✉❝/ 1 ❛♥❞ ♣$♦❞✉❝❡, ,♦♠❡ @✉❛♥/✐/✐❡, ♦❢ ♣$♦❞✉❝/ 2 ❜② ♠❡❛♥,
♦❢ ❧❛❜♦$✑✳ ❍❡♥❝❡ ♣$♦❞✉❝/ 1 ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❣❛/✐✈❡ ♣$✐❝❡✿ ✏/❤❡ ♣$♦❞✉❝❡$, ♦❢ ❜❛❞,
❤❛✈❡ /♦ ♣❛② ❢♦$ ❞❡❧✐✈❡$② ❛♥❞ /❤❡ ✉,❡$, ♦❢ /❤❡ ❜❛❞ ♦❜/❛✐♥ $❡✈❡♥✉❡, ❢♦$ /❛❦✐♥❣

/❤❡ ✉♥✇❛♥/❡❞ ♣$♦❞✉❝/✱ ✐✳❡✳ /❤❡ ♣$✐❝❡ ♦❢ /❤❡ ❜❛❞ ✐, ♥❡❣❛/✐✈❡✑✳ ▲❛❣❡$ ❛❧,♦ ♠❛❦❡,

$❡❢❡$❡♥❝❡ /♦ ♣❤②,✐❝❛❧ ❧❛✇, ♦❢ ♥❛/✉$❡✱ ,✉❝❤ ❛, ✏/❤❡ ♣$✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❝♦♥,❡$✈❛/✐♦♥ ♦❢

♠❛,,✲❡♥❡$❣②✑ /♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② /❤❡ $✉❧❡ ♦❢ ❢$❡❡ ❣♦♦❞,✱ ♦$ ♦❢ ❢$❡❡ ❞✐,♣♦,❛❧✱ ,❤♦✉❧❞ ❜❡

❞✐,❝❛$❞❡❞✱ ❛♥❞ ✇❤② ✇❛,/❡, ✭♦$ ✏❜❛❞,✑✮ ,❤♦✉❧❞ ❡①♣❧✐❝✐/❧② ❛♣♣❡❛$ ✐♥ /❤❡ ❡@✉❛/✐♦♥,

♦❢ ♣$♦❞✉❝/✐♦♥✳

❍❡ /❤❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣, ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡$❡ /❤❡$❡ ❛$❡ /❤$❡❡ ♣♦,,✐❜✐❧✐/✐❡, ❢♦$ ❛ ✇❛,/❡

♣$♦❞✉❝❡$✿

✏,♦♠❡♦♥❡ ✇❤♦ ♣$♦❞✉❝❡, ♣♦/❡♥/✐❛❧ ❜❛❞, ❤❛, ,❡✈❡$❛❧ ♦♣/✐♦♥,✿ ✭✐✮

❤❡ ♠❛② ✜♥❞ ,♦♠❡❜♦❞② ✇❤♦ /❛❦❡, /❤❡ ♣$♦❞✉❝/✱ ✭✐✐✮ ❤❡ ♠❛② ❜✉② ❝♦,/❧②

♣❡$♠✐/, ❛♥❞ ✉,❡ /❤❡ $✐❣❤/ /♦ ❞✐,♣♦,❡ ♦❢ ❡①❝❡,, ♣$♦❞✉❝/✐♦♥✱ ♦$✱ ✐❢ /❤❛/

✐, /❡❝❤♥✐❝❛❧❧② ❢❡❛,✐❜❧❡✱ ❤❡ ♠❛② ✭✐✐✐✮ ✉,❡ ❛♥ ❛❧/❡$♥❛/✐✈❡ ♠❡/❤♦❞ ✇❤✐❝❤

✐, ♠♦$❡ ❡①♣❡♥,✐✈❡ ❜✉/ ❜② ✇❤✐❝❤ ❡①❝❡,, ♣$♦❞✉❝/✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞

♦$✱ ❛/ ❧❡❛,/✱ $❡❞✉❝❡❞✑ ✭▲❛❣❡$✱ ✷✵✵✶✮✳

■❢ /❤❡ ❞✐,♣♦,❛❧ ❞♦❡, ♥♦/ ❡①❝❡❡❞ /♦❧❡$❛/❡❞ ❧❡✈❡❧, ❢♦$ ❡♥✈✐$♦♥♠❡♥/❛❧ ♣$♦/❡❝/✐♦♥✱

♣❡$♠✐/, ♦❢ ❞✐,♣♦,❛❧ ❛$❡ ❢$❡❡✳ ❖/❤❡$✇✐,❡✱ /❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ,✉♣♣❧② ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞ ,❡/ ❛

♣♦,✐/✐✈❡ ♣$✐❝❡ ❢♦$ ♣❡$♠✐/,✳ ❚❤❡ ❢$❡❡ ❝♦♠♣❡/✐/✐♦♥ ✐, ❛❧,♦ ❛,,✉♠❡❞ ✐♥ /❤❡ ♠❛$❦❡/

✭✇❤❡$❡❛, ✐♥ /❤❡ ♥❡✇ ✐♥/❡$♣$❡/❛/✐♦♥ ✲ ♦$ ✐♥ /❤❡ ✇♦$❦ ♦❢ N❛,✐♥❡//✐ ✲ ✐/ ✐, ♥♦/
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❢♦' ❞✐%♣♦%❛❧❀ ✐❢ +❤❡② ❞♦ ♥♦+ ♥❡❡❞ %✉❝❤ %❡'✈✐❝❡✱ ✐✳❡✳ ✐❢ ❞✐%♣♦%❛❧ ✐% ♥♦+ ❝♦%+❧②✱ +❤❡
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'❡♣'❡%❡♥+❛+✐♦♥ ♦❢ +❤✐% ♣♦✐♥+ ❛♥❞ %✉❜%❡❝+✐♦♥ ✹✳✹✳✶✳✹ ❢♦' ❛ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥+✮✳ ❚❤❡ ❧❛✇%

♦❢ ♥❛+✉'❡ %✉❝❤ ❛% +❤❡'♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❧❛✇% ❛❝+✉❛❧❧② '❡♣'❡%❡♥+ %+'♦♥❣ ❝♦♥%+'❛✐♥+% ❢♦'
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✐% ✐♥+❡'❡%+❡❞ ✐♥ +❤❡ ❞②♥❛♠✐❝% ♦❢ ❛ %②%+❡♠ ♦❢ ♣'♦❞✉❝+✐♦♥❀ ❜✉+ ✐+ ✐% ✐♠♣♦'+❛♥+ +♦
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+❤❡♠✳ ❆% ❙'❛✛❛✬% %②%+❡♠ ✐% ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♦♥❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛+ ❝♦♠♠♦❞✐+✐❡% ✭❣♦♦❞%

❛♥❞ %❡'✈✐❝❡%✮ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛ ♠❛'❦❡+✱ +❤❡'❡ ✐% ♥♦ ♥❡❡❞ +♦ ❝♦♥%✐❞❡' ✇❤❛+ ✐% ♥♦+

❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ +❤❡ ♠❛'❦❡+ ❢♦' +❤❡ ♣'✐❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛+✐♦♥✳
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❍❡ ❞❡✈❡❧♦♣% ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥ +❤❡ %♣✐'✐+ ♦❢ +❤❡ ❝♦'♥✲❣✉❛♥♦ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜②

❇✐❞❛'❞ ❛♥❞ ❊''❡②❣❡'% ✭✷✵✵✶❛✮ ✇❤❡'❡ ✇❛%+❡✱ ♣'♦❞✉❝❡❞ ❜② ♣'♦❝❡%% 1✱ ♠✉%+ ❜❡

❞✐%♣♦%❡❞ ♦❢ ✐♥ ❛ ❧❛♥❞✜❧❧ ✭♣'♦❝❡%% 2✮ ♦' '❡❝②❝❧❡❞ ✭♣'♦❝❡%% 3)✳ ▲❛♥❞✜❧❧ ✐% ❝♦♥%✐❞❡'❡❞
❛% ❛♥ ❡①❤❛✉%+✐❜❧❡ '❡%♦✉'❝❡✱ %♦ ❛+ ♦♥❡ ♠♦♠❡♥+ ✐♥ +✐♠❡ '❡❝②❝❧✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡ +❤❡ ♦♥❧②

♦♣+✐♦♥ ❧❡❢+ ✲ '❡❝②❝❧✐♥❣ ✐% +❤❡ ❜❛❝❦✲%+♦♣ +❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❆% '❡❝②❝❧✐♥❣ ✐% ❛%%✉♠❡❞ ❧❡%%

♣'♦❞✉❝+✐✈❡ +❤❛♥ ❧❛♥❞✜❧❧✐♥❣✱ '❡❝②❝❧✐♥❣ ✐% ♥♦+ ❛❝+✐✈❛+❡❞ ✉♥+✐❧ ❧❛♥❞✜❧❧✐♥❣ ✐% ♥♦+

♣♦%%✐❜❧❡ ❛♥②♠♦'❡✳ ❍♦%♦❞❛ ❛❞❞% +❤❛+ ✏'❡%✐❞✉❛❧% ♠✉%+ ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❣❛+✐✈❡ ♣'✐❝❡✑✳

U'♦❝❡%% 1 ❛+ +❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❜✉②% +❤❡ %❡'✈✐❝❡ ♦❢ ❧❛♥❞✜❧❧✐♥❣✳ ❆% ❧❛♥❞✜❧❧ ✐%

❡①❤❛✉%+❡❞✱ +❤❡ ♣'✐❝❡ ♦❢ ❧❛♥❞✜❧❧✐♥❣ +❤❡♥ ✐♥❝'❡❛%❡%✿ ❤❡'❡ ❍♦%♦❞❛ ♠❛❦❡% '❡❢❡'❡♥❝❡

+♦ +❤❡ ❍♦+❡❧❧✐♥❣✬% '✉❧❡ +♦ ❥✉%+✐❢② +❤✐% ✐♥❝'❡❛%❡✳ ❆+ +❤❡ ❡♥❞ ♦❢ +❤❡ ❧❛♥❞✜❧❧✱ +❤❡

'❡❝②❝❧✐♥❣ ♣'♦❝❡%% ❜❡❝♦♠❡% ❡E✉❛❧❧② ♣'♦✜+❛❜❧❡ ❛♥❞ ✇✐❧❧ '❡♣❧❛❝❡ ❧❛♥❞✜❧❧✐♥❣✳

❖♥ +❤❡ ✏♥❡❣❛+✐✈❡ ♣'✐❝❡✑ %♦❧✉+✐♦♥ ❢♦' +❤❡ ❜❛❞%✱ ❛❣❛✐♥ %❡❡ %✉❜%❡❝+✐♦♥ ✹✳✹✳✶✳✸

❢♦' ❛ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥+ ♦❢ ♠② ♣♦%✐+✐♦♥ ♦♥ +❤✐% ♣♦✐♥+✳ ❆% '❡❣❛'❞% +❤❡ '❡❢❡'❡♥❝❡ +♦

+❤❡ ❍♦+❡❧❧✐♥❣✬% '✉❧❡✱ %❡❡ %❡❝+✐♦♥ ✹✳✸ ❢♦' ❛ ❝'✐+✐E✉❡ ♦❢ %✉❝❤ ✉%❡ ✐♥ +❤❡ ❙'❛✣❛♥

❢'❛♠❡✇♦'❦✳ ■ +❤✐♥❦ ✐+ ✐% ♣♦%%✐❜❧❡ +♦ ❝♦♠❡ ✉♣ ✇✐+❤ +❤❡ %❛♠❡ '❡%✉❧+ ❜② ❞✐%❝❛'❞✐♥❣

+❤❡ ❍♦+❡❧❧✐♥❣✬% '✉❧❡ ❛♥❞ ❜② ❛%%✉♠✐♥❣ ✐♥%+❡❛❞ ♥♦♥ ❝♦♥%+❛♥+ '❡+✉'♥% +♦ %❝❛❧❡ ♦♥

+❤❡ ❧❛♥❞✜❧❧ ♣'♦❝❡%%✳

✹✳✹✳✶✳✸ ❑✉'③

❑✉'③ ✭✷✵✵✻✮ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡% +❤❛+ +❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ %②%+❡♠ ✐% ❝♦♥%+'❛✐♥+ ❜② +❤❡ ❛✈❛✐❧✲

❛❜✐❧✐+② ♦❢ ♥❛+✉'❛❧ '❡%♦✉'❝❡% ❛♥❞ ❜② +❤❡ ♣❤②%✐❝❛❧ ❧❛✇% ❣♦✈❡'♥✐♥❣ +'❛♥%❢♦'♠❛+✐♦♥%

❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡%❀ ❢✉'+❤❡'♠♦'❡✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❏❡✈♦♥% ✭✶✽✼✶✮✱ ❤❡ ♥♦+❡% +❤❛+ ❥♦✐♥+ ♣'♦✲
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❞✉❝%✐♦♥ ✐) ❛ ✇✐❞❡)♣.❡❛❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✿ ✏♠✉❧%✐♣❧❡✲♣.♦❞✉❝%) ♣.♦❝❡))❡) ❛.❡ ✉❜✐6✲

✉✐%♦✉)✱ ❛♥❞ ❥♦✐♥% ♣.♦❞✉❝%✐♦♥ ✐) %❤❡ .✉❧❡✑ ✭❑✉.③✱ ✷✵✵✻✮✳ ❲✐%❤ ❥♦✐♥%✲♣.♦❞✉❝%✐♦♥✱

♣.♦❝❡))❡) ♥♦% ♦♥❧② ♣.♦❞✉❝❡ ❣♦♦❞)✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛) ✏♣.♦❞✉❝%) ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ )❛%✐)❢②✐♥❣

❤✉♠❛♥ ♥❡❡❞) ❛♥❞ ✇❛♥%)✑✱ ❜✉% ❛❧)♦ ❜❛❞)✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛) ✏♣.♦❞✉❝%) ♥♦❜♦❞② ✇❛♥%)

❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❡✈❡♥ ❜❡ ❤❛.♠❢✉❧ %♦ ❤✉♠❛♥) ✐❢ ♥♦% ❞✐)♣♦)❡❞ ♦❢ )❛❢❡❧② ❜② ♠❡❛♥)

♦❢ ❞✐)♣♦)❛❧ ♣.♦❝❡))❡)✑✳ ◆❡❣❛%✐✈❡ ♣.✐❝❡) ❛.❡ ❛%%❛❝❤❡❞ %♦ ❜❛❞)✿ ✏✇❤✐❧❡ ✇✐%❤ ❣♦♦❞)✱

♠♦♥❡② ❛♥❞ ♣.♦❞✉❝% ♠♦✈❡ ✐♥ ♦♣♣♦)✐%❡ ❞✐.❡❝%✐♦♥✱ ✇✐%❤ ❜❛❞)✱ %❤❡ ❞✐.❡❝%✐♦♥ ✐) %❤❡

)❛♠❡✑ ✭❑✉.③✱ ✷✵✵✻✮✳

❇❡)✐❞❡)✱ %❤❡ ❞✐)%✐♥❝%✐♦♥ ❜❡%✇❡❡♥ ❣♦♦❞) ❛♥❞ ❜❛❞) ❝❛♥♥♦% ❜❡ ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❛❞✲

✈❛♥❝❡✿ ♦♥❡ ❤❛) %♦ ❧♦♦❦ ❛% %❤❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥) ♦❢ ♣.♦❞✉❝%✐♦♥ ❛♥❞ ❛% %❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡)

♦♥ %❤❡ ♠❛.❦❡% %♦ ❤❛✈❡ %❤❡ ❛♥)✇❡.✳ ❇✉% ✐♥ ♦.❞❡. %♦ ❝❛❧❝✉❧❛%❡ %❤❡ ♣.✐❝❡ ♦❢ ❛

❥♦✐♥%✲♣.♦❞✉❝%✐♦♥ )②)%❡♠✱ ♦♥❡ ❤❛) %♦ ❡♥)✉.❡ %❤❛% %❤❡.❡ ✐) %❤❡ )❛♠❡ ♥✉♠❜❡. ♦❢

♣.♦❝❡))❡) ❛♥❞ ♦❢ .❡)♦✉.❝❡) ✉)❡❞✴♦. ♣.♦❞✉❝❡❞✳

✷✾

❑✉.③ %❤❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣) ❛ )✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐%❤ ❝♦)%❧② ❞✐)♣♦)❛❧✳ ❙%❛.%✐♥❣ ❢.♦♠ ♦♥❡

♣.♦❝❡)) ♣.♦❞✉❝✐♥❣ ♦♥❡ ❣♦♦❞ ❛♥❞ ♦♥❡ ✇❛)%❡✱ ❤❡ ✜.)% ✐♥%.♦❞✉❝❡) ❝♦)%❧② ❞✐)♣♦)❛❧

❜② ❛❞❞✐♥❣ ♦♥❡ ♣.♦❝❡)) ✇❤✐❝❤ ✉)❡) %❤❡ ✇❛)%❡ ❛) ❛♥ ✐♥♣✉% ❜✉% ♣.♦❞✉❝❡) ♥♦%❤✐♥❣✿

Labor Good Waste Good Waste
Method 1 l1 a11 0 → b11 b12
Method 2 l2 a21 b12 → 0 0

✭✹✳✺✾✮

▼❡%❤♦❞ 2 ✐) %❤❡.❡❢♦.❡ %❤❡ %❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇❤✐❝❤ ✐) ❛❜❧❡ %♦ ❞✐)♣♦)❡ ♦❢ %❤❡ ✇❛)%❡✳

❑✉.③ ✜.)% )%❛%❡) %❤❛% %❤✐) %❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐) ✉)❡❞ ❜② ❛ ❞✐✛❡.❡♥% ✐♥❞✉)%.② %❤❛♥ %❤❡

♦♥❡ ✉)✐♥❣ ♠❡%❤♦❞ 1✳ ❚❤❡ )②)%❡♠ ♦❢ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ %❤✉) ❜❡ .❡♣.❡)❡♥%❡❞ ✐♥ %❤✐) ✇❛②✿

(1 + π) a11pg + l1w = b11pg + b12pw
(1 + π) (a21pg + b12pw) + l2w = 0

✭✹✳✻✵✮

❲✐%❤ pg %❤❡ ♣.✐❝❡ ♦❢ %❤❡ ❣♦♦❞ ❛♥❞ pw %❤❡ ♣.✐❝❡ ♦❢ %❤❡ ✇❛)%❡✱ π %❤❡ ♣.♦✜%

.❛%❡ ❛♥❞ w %❤❡ ✇❛❣❡✳ ❍❡.❡ %❤❡ ♣.✐❝❡ ♦❢ %❤❡ ✇❛)%❡ ♠✉)% ❜❡ ♥❡❣❛%✐✈❡✿

b12pw = −a21pg −
l2w

(1 + π)
✭✹✳✻✶✮

❑✉.③ %❤❡♥ )%❛%❡) %❤❛% )②)%❡♠ ✹✳✻✵ ✐) ❡6✉✐✈❛❧❡♥% %♦ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ )②)%❡♠✿

(1 + π) (a11pg + a21pg) + (l1 + l2)w = b11pg ✭✹✳✻✷✮

■♥ %❤✐) ♥❡✇ )②)%❡♠✱ %❤❡ ❞✐)♣♦)❛❧ ♦❢ %❤❡ ✇❛)%❡ ✐) ❞♦♥❡ ❜② %❤❡ )❛♠❡ ✐♥❞✉)%.②

✇❤✐❝❤ ♣.♦❞✉❝❡) ✐%✱ ❛♥❞ %❤❡ ✇❛)%❡ ❞♦❡) ♥♦% ❛♣♣❡❛. ✐♥ %❤❡ ✈❛❧✉❡ )②)%❡♠ ❛♥②♠♦.❡✳

✷✾

▼✐❧❧✱ ❢♦& ✐♥()❛♥❝❡✱ ❞✐(❝❛&❞❡❞ )❤❡ ❝❧❛((✐❝❛❧ )❤❡♦&② ♦❢ ♣&✐❝❡ ♣&❡❝✐(❡❧② ❜❡❝❛✉(❡ ✐♥ )❤❡ ❝❛(❡ ♦❢

❛ ❥♦✐♥) ♣&♦❞✉❝)✐♦♥ (②()❡♠ ❝♦♥(✐()✐♥❣ ♦❢ ❛ (✐♥❣❧❡ ♣&♦❝❡((✱ ✐) ✐( ♥♦) ♣♦((✐❜❧❡ )♦ ❛((❡&) )❤❡ ♣&✐❝❡(✳

■❢ ✇❡ ❛((✉♠❡ )❤❛) ✐) ✐( ❛❧✇❛②( ♣♦((✐❜❧❡ )♦ &❡♣&❡(❡♥) )❤❡ (②()❡♠ ❛( ❛ (9✉❛&❡ ♦♥❡✱ ✐✳❡✳ ❛( ✏❛ (❡)

♦❢ ✐♥❞✉()&✐❡( ✳✳✳ ❡9✉❛❧ ✐♥ ♥✉♠❜❡& ✳✳✳ )♦ )❤❡ ❞✐✛❡&❡♥) )❤✐♥❣( )❤❛) ❛&❡ ♣&♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞✴♦& ✉(❡❞ ❛(

♠❡❛♥( ♦❢ ♣&♦❞✉❝)✐♦♥✑ ✭❙&❛✛❛✱ ✶✾✻✵✱ ➓ ✾✵✮✱ )❤❡♥ ♣&✐❝❡( ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛)❡❞✳ ■♥ ❝❛(❡ ✇❡ &❡❢✉(❡

)❤✐( ❛((✉♠♣)✐♦♥✱ ❉✉♣❡&)✉✐( ❛♥❞ ❙✐♥❤❛ ✭✷✵✵✾✮ (❤♦✇ )❤❛) ✐) ✐( ♥❡✈❡&)❤❡❧❡(( ❛❧✇❛②( ♣♦((✐❜❧❡ )♦

❝♦♥()&✉❝) )❤❡ ❛((♦❝✐❛)❡❞ ()❛♥❞❛&❞ (②()❡♠ ✭❛♥❞ )❤✉( )♦ ✜♥❞ ❢♦& ✐♥()❛♥❝❡ )❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ &❛)❡ ♦❢

♣&♦✜)(✮✳
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❍♦✇❡✈❡&✱ ❛❝*✉❛❧❧②✱ ✐❢ ❜♦*❤ 2②2*❡♠2 ❛&❡ ❡4✉✐✈❛❧❡♥* ♦♥ *❤❡ ♣❤②2✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧✱ *❤❡②

❛&❡ ♥♦* ♦♥ *❤❡ ✈❛❧✉❡ ❧❡✈❡❧✿ ❛2 2♦♦♥ ❛2 *❤❡ &❛*❡ ♦❢ ♣&♦✜* ✐2 ❞✐✛❡&❡♥* ❢&♦♠ ③❡&♦✱

*❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ *❤❡ ♦✉*♣✉* ✐2 ❞✐✛❡&❡♥*✳ ■♥ 2②2*❡♠ ✹✳✻✵✱ *❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ *❤❡ ♦✉*♣✉* ✐2✿

((1 + π) a11 + a21) pg +
(

l1 +
l2

(1+π)

)

w = b11pg ✭✹✳✻✸✮

❲❤✐❝❤ &❡♣&❡2❡♥*❛*✐♦♥ ✐2 *❤❡♥ *❤❡ ❣♦♦❞ ♦♥❡❄ ❚❤❡② ❛❝*✉❛❧❧② &❡♣&❡2❡♥* *✇♦
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(.✐①✮ ❛♥❞ ✇✐(❤ mR (❤❡ )✉❛♥(✐(② ♦❢ (❤❡ ♥❛(✉.❛❧ .❡7♦✉.❝❡ ✉7❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❡.✐♦❞ ♦❢

♣.♦❞✉❝(✐♦♥ ❜② (❤❡ 7②7(❡♠✳

❚❤❡② ❛77✉♠❡ (❤❡♥ (❤❡ ♣♦77✐❜✐❧✐(② ♦❢ ❛ .❡❝②❝❧✐♥❣✱ ♦. ♦❢ ❛ .❡♠❡❞✐❛(✐♦♥✱ ♦❢ (❤❡

♥❛(✉.❛❧ .❡7♦✉.❝❡✱ ✐♥ ♦.❞❡. (♦ ♣❛.(✐❛❧❧② .❡♣❧❡♥✐7❤ (❤❡ ♥❛(✉.❛❧ 7(♦❝❦✳ ❚❤✐7 .❡✲

✸✵

◗✉❛❞$✐♦ ❈✉$③✐♦ ✭◗✉❛❞$✐♦ ❈✉$③✐♦ ❛♥❞ +❡❧❧✐③③❛$✐✱ ✶✾✾✾❀ ◗✉❛❞$✐♦ ❈✉$③✐♦✱ ✷✵✶✶✮✱ ❢$♦♠ ❛

❙$❛✣❛♥ ♣❡$:♣❡❝<✐✈❡✱ ❜✉< ✇✐<❤ ✐♥:♣✐$❛<✐♦♥: ❢$♦♠ ▲❡♦♥<✐❡❢ ❛♥❞ ❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥✱ ❞❡✈❡❧♦♣: ❛

♠✉❧<✐✲:❡❝<♦$❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡$❡ $❡♥<: ❛♥❞ :❝❛$❝❡ $❡:♦✉$❝❡: ❛$❡ ✐♥ <❤❡ ❝❡♥<❡$ ♦❢ <❤❡ ❛♥❛❧②:✐:✳

❍❡ ✜$:< ❞❡❛❧: ✇✐<❤ ❛ :<❛<✐❝ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ❧♦♦❦: ❛< <❤❡ ♦$❞❡$ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ♣$♦✜<❛❜✐❧✐<②

♦❢ <❤❡ ♣$♦❝❡::❡:✳ ❍❡ <❤❡♥ :<✉❞✐❡: <❤❡ ❡✛❡❝< ♦❢ ✈❛$✐❛<✐♦♥ ♦❢ <❤❡ ❞✐:<$✐❜✉<✐♦♥ ❛♥❞ <❤❡ ❛❝<✐✈✐<②

❧❡✈❡❧:✿ ❤❡ :❤♦✇: <❤❡ ✐♠♣♦$<❛♥< $♦❧❡ ♦❢ $❡♥< ✐♥ <❤❡ ❞✐:<$✐❜✉<✐♦♥✱ ❛: ✐< ❝❤❛♥❣❡: <❤❡ $❡❧❛<✐♦♥

❜❡<✇❡❡♥ ✇❛❣❡ ❛♥❞ ♣$♦✜<✳ ❍❡ <❤❡♥ ❝♦♠♣❛$❡: <❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡:✱ ✐✳❡✳ ❛ :❡< ♦❢ <❡❝❤♥✐M✉❡: ✭✇✐<❤ :✐♥❣❧❡

♦$ ❥♦✐♥< ♣$♦❞✉❝<✐♦♥✮✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ :❡✈❡$❛❧ ❝$✐<❡$✐❛✿ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ :<$✉❝<✉$❡✱ :✐③❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ <❤❡

❞❡❝$❡❛:❡ ♦❢ <❤❡ $❡:♦✉$❝❡: ❛♥❞ <❤❡ ✐♥❝$❡❛:❡ ♦❢ ♣$♦❞✉❝<✐♦♥✳ ❍❡ <❤✉: ❞❡✜♥❡:  ❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ *❡♥ 

❛: <❤❡ $❡♥< ✇❤✐❝❤ ✐: ❝♦♥♥❡❝<❡❞ ✇✐<❤ ♦♥❡ ♣❛$<✐❝✉❧❛$ <❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭❛♥❞ ♥♦< ✇✐<❤ ♦♥❡ ♣❛$<✐❝✉❧❛$

<❡❝❤♥✐M✉❡✮✱ ❛♥❞  ❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ +❝❛*❝✐ ② ❛: <❤❡ :❝❛$❝✐<② ✇❤✐❝❤ ❡①✐:<: ❛: :♦♦♥ ❛: ❝♦♥:<$❛✐♥<: ❢$♦♠

:❝❛$❝❡ $❡:♦✉$❝❡: ❛♣♣❡❛$ ❛< <❤❡ :<$✉❝<✉$❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣$♦❞✉❝<✐♦♥✳ ❍❡ ❛❧:♦ ❞❡✜♥❡: <❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧

♣$♦❣$❡:: ❛: <❤❡ ❝❛♣❛❝✐<② ❢♦$ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ :②:<❡♠ <♦ $❡❞✉❝❡ <❤❡:❡ ❝♦♥:<$❛✐♥<:✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ◗✉❛❞$✐♦ ❈✉$③✐♦ :<✉❞✐❡: <❤❡ ♦$❞❡$ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❞✐✛❡$❡♥< ♣$♦❝❡::❡:✱ ✐♥ ❛ :<❛<✐❝ ❛♥❞

❞②♥❛♠✐❝ ✇❛②✱ ❛♥❞ <❤❡ ✇❛② <❤❡ ❝♦♥:<$❛✐♥<: ❧❡❛❞ <♦ <❤❡ ❛❝<✐✈❛<✐♦♥ ♦❢ ❝❡$<❛✐♥ ♣$♦❝❡::❡: ❛♥❞ <♦

<❤❡ $❡❞✉❝<✐♦♥ ♦❢ ♣$♦❞✉❝<✐♦♥ ❣$♦✇<❤✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉<✐♦♥ ♦❢ $❡♥<: ❝❛♥ ❧❡❛❞ <♦ ❝♦♥✢✐❝<✐♥❣ :✐<✉❛<✐♦♥:

❜❡<✇❡❡♥ <❤❡ ❞✐✛❡$❡♥< ❛❣❡♥<: ✇❤❡♥ <❤❡② ❤❛✈❡ <♦ ❝❤♦♦:❡ <❤❡ ♣$♦❝❡::❡: <♦ ❛❝<✐✈❛<❡✱ ❜❡❝❛✉:❡

<❤❡② ❤❛✈❡ ❞✐✛❡$❡♥< ✐♥<❡$❡:<: ✭:❡❡❦✐♥❣ ❢♦$ <❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ $❡♥<: ♦$ ❢♦$ <❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♣$♦✜<: ❢♦$

✐♥:<❛♥❝❡✮✳ ❚❤✐: :✐<✉❛<✐♦♥: ♠❛② ❧❡❛❞ <♦ <❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥< ♦❢ :♦♠❡ ✐♥♥♦✈❛<✐♦♥: <♦ <❤❡ ❞❡<$✐♠❡♥<

♦❢ ♦<❤❡$:✳
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♣❧❡♥✐'❤♠❡♥* ✐' ❝♦♥'✐❞❡.❡❞ *♦ ❜❡ ♥♦♥ ❝♦♠♣❧❡*❡✱ ❛♥❞ ✐*' ❝♦'*✱ ✐♥ *❡.♠' ♦❢ ✐♥♣✉*'

♥❡❡❞❡❞ ❢♦. *❤❡ .❡♣❧❡♥✐'❤♠❡♥* ♣.♦❝❡''✱ ✐' ❛**.✐❜✉*❡❞ *♦ ❡❛❝❤ ♣♦❧❧✉*✐♥❣ ✐♥❞✉'*.②✱

♣.♦♣♦.*✐♦♥❛❧❧② *♦ *❤❡✐. ✉'❡ ♦❢ *❤❡ ♥❛*✉.❛❧ .❡'♦✉.❝❡ ✭❢♦❧❧♦✇✐♥❣ *❤❡ ♣♦❧❧✉*❡.✲♣❛②

♣.✐♥❝✐♣❧❡✱ ❖❊❈❉✱ ✶✾✼✷✮✳ ■♥ ♦.❞❡. *♦ ❞♦ '♦✱ *❤❡② ❞❡✜♥❡ ❛ ❧✐♥❡ ✈❡❝*♦. aR ✇✐*❤

❝♦❡✣❝✐❡♥*' aiR .❡♣.❡'❡♥*✐♥❣ *❤❡ F✉❛♥*✐*② ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐*② i ♥❡❡❞❡❞ ❢♦. *❤❡ ♠❛①✐✲

♠✉♠ ♣♦''✐❜❧❡ .❡♣❧❡♥✐'❤♠❡♥* ♦❢ ♦♥❡ ✉♥✐* ♦❢ *❤❡ ♥❛*✉.❛❧ .❡'♦✉.❝❡✳ ❊❛❝❤ ♣.♦❝❡''

❝♦♥'✉♠✐♥❣ *❤❡ ♥❛*✉.❛❧ .❡'♦✉.❝❡✱ ✐♥ ❛❞❞✐*✐♦♥ ✇✐*❤ *❤❡ ♣.♦❞✉❝*✐♦♥ ♦❢ *❤❡✐. ♦✇♥

❝♦♠♠♦❞✐*②✱ ✇✐❧❧ *❤❡♥ ❤❛✈❡ *♦ ♣.♦❞✉❝❡ *❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐*✐❡' ♥❡❡❞❡❞ *♦ .❡♣❧❡♥✐'❤ *❤❡

♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✇❤❛* *❤❡② ❤❛✈❡ ❝♦♥'✉♠❡❞✱ ✐✳❡✳ *❤❡② ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ *♦ ♣.♦❞✉❝❡ ✈❡❝*♦.

aR ♠✉❧*✐♣❧✐❡❞ ❜② ❝♦❡✣❝✐❡♥* ri✳
❍❡♥❝❡ .❡♠❡❞✐❛*✐♦♥ ✐' *.❡❛*❡❞ ✐♥ *❤❡ '❛♠❡ ✇❛② ❛' ✐♥*❡.♥❛❧ ✇❛'*❡ ❞✐'♣♦'❛❧

✐♥ ❑✉.③ ✭✷✵✵✻✮✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡.❡♥❝❡ ✐' *❤❛* *❤❡ F✉❛♥*✐*② ♦❢ ❧❛❜♦. LR ✇❤✐❝❤ ✐'

♥❡❡❞❡❞ ❞✐.❡❝*❧② ❢♦. *❤❡ .❡♣❧❡♥✐'❤♠❡♥* ♣.♦❝❡'' ✐' ♥♦* ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② *❤❡ ✐♥❞✉'*.✐❡'✿

*❤❡ .❡♣❧❡♥✐'❤♠❡♥* ♣.♦❝❡'' ✐' ♦♣❡.❛*❡❞ ♦✉*'✐❞❡ ♦❢ *❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ '②'*❡♠✱ ❛♥❞ *❤❡

✇❛❣❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦. *❤✐' ♦♣❡.❛*✐♦♥ ✐' ♥♦* ❛❝❝♦✉♥*❡❞ ✇❤❡♥ *❤❡ ♣.♦✜*❛❜✐❧✐*② ❝.✐*❡.✐❛

✐' ✉'❡❞ ❢♦. *❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ *❡❝❤♥✐F✉❡✳

❊❛❝❤ ♣.♦❝❡'' ai ♠✉'* ♣.♦❞✉❝❡ ❝♦♠♠♦❞✐*② i ❛♥❞ *❤❡ ✈❡❝*♦. riaR❀ *❤❡② ❝❛♥

❜❡ .❡♣.❡'❡♥*❡❞ ✐♥ *❤✐' ✇❛②✱ ✇✐*❤ ❛ ♣.✐♠❡ ❢♦. ❛ *.❛♥'♣♦'❡ ✈❡❝*♦.✿

a′i + ria
′

R =
[

a1i + a1Rri a2i + a2Rri . . . ami + amRri
]

✭✹✳✻✻✮

❆♥❞ ❡❛❝❤ ❧❛❜♦. ❝♦❡✣❝✐❡♥* li ❜❡❝♦♠❡'✿

li (1 + a1Rri + a2Rri + . . .+ amRri) ✭✹✳✻✼✮

❲❡ ❝❛♥ *❤❡♥ ❝♦♥'*.✉❝* ❛ ♠❛*.✐① R ❝♦♥*❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ ✐♥♣✉*' ❝♦❡✣❝✐❡♥* ❢♦. *❤❡

.❡❝♦♥'*✐*✉*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ♥❛*✉.❛❧ .❡'♦✉.❝❡✿

R =













a1Rr1 a1Rr2 . . . a1Rrm

a2Rr1 a2Rr2
✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

amRr1 . . . amRrm













✭✹✳✻✽✮

❇② ♣♦'*✲♠✉❧*✐♣❧②✐♥❣ ♠❛*.✐① R ✇✐*❤ *❤❡ ❛❝*✐✈✐*② ✈❡❝*♦. y✱ ✇❡ ❣❡* *❤❡ ❝♦❧✉♠♥

✈❡❝*♦. qR ♦❢ *❤❡ F✉❛♥*✐*✐❡' ♣.♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♦.❞❡. *♦ .❡♣❧❡♥✐'❤ *❤❡ ♥❛*✉.❛❧ .❡'♦✉.❝❡✿

Ry = qR ≤ q ✭✹✳✻✾✮

❘❡❣❛.❞✐♥❣ *❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ *❡❝❤♥✐F✉❡'✱ *✇♦ ❝.✐*❡.✐❛ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥'✐❞❡.❡❞✿ *❤❡

❝.✐*❡.✐❛ ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ♣.♦❞✉❝*✐✈✐*② ✭✇❤✐❝❤ ✐' *❤❡ ❤✐❣❤❡. ✉♥✐❢♦.♠ .❛*❡ ♦❢ '✉.♣❧✉'

s ✲ ✐❢ ❛❧❧ *❤❡ '✉.♣❧✉' ✐' .❡✐♥✈❡'*❡❞✱ *❤✐' .❛*❡ ✐' ❡F✉❛❧ *♦ *❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ .❛*❡ ♦❢

❣.♦✇*❤✮✱ ❛♥❞ *❤❡ ❝.✐*❡.✐❛ ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ♣.♦✜*❛❜✐❧✐*② ✭✇❤✐❝❤ ✐' *❤❡ ❤✐❣❤❡. .❛*❡ ♦❢

♣.♦✜* π✮✳
❆' .❡❣❛.❞' *❤❡ ✜.'* ❝.✐*❡.✐❛✱ *❤❡ ♣❤②'✐❝❛❧ '②'*❡♠ ❜❡❝♦♠❡'✱ ✇❤❡♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

♠❛*.✐① R✿
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[1 + s] [A+R− I]y = 0 ✭✹✳✼✵✮

❍❡♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ ❧♦♦❦✱ ❢♦3 ❞✐✛❡3❡♥7 7❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡: A + R✱ ✇❤✐❝❤ ❛3❡ 7❤❡ ♦♥❡:

♣3♦❞✉❝✐♥❣ 7❤❡ ❤✐❣❤❡:7 ✉♥✐❢♦3♠ 3❛7❡ ♦❢ :✉3♣❧✉:✳ ❍♦✇❡✈❡3✱ 7❤✐: ❝3✐7❡3✐❛ ✐: ♦♥❧②

❡✣❝✐❡♥7 ✐❢ 7❤❡ ♥❛7✉3❛❧ 3❡:♦✉3❝❡ ✐: ❡♥7✐3❡❧② 3❡♣❧❡♥✐:❤❡❞✿ ♦7❤❡3✇✐:❡✱ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ❤❛:

7♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ❜❡7✇❡❡♥ ❜❡77❡3 3❡♣❧❡♥✐:❤♠❡♥7 ♦❢ 7❤❡ ♥❛7✉3❛❧ 3❡:♦✉3❝❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡3

♣3♦❞✉❝7✐♦♥ ♦❢ :✉3♣❧✉:✳ ❚❤✐: ❝❤♦✐❝❡ ✐: ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② :✉❜❥❡❝7✐✈❡ ❝♦♥:✐❞❡3❛7✐♦♥: ♦♥

♣3❡:❡♥7 ❛♥❞ ❢✉7✉3❡ ❡①♣❡❝7❛7✐♦♥:✿ ❢♦3 ✐♥:7❛♥❝❡✱ 7❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛7❡ ✉:❡ ♦❢ 7❤❡ ♥❛7✉3❛❧

3❡:♦✉3❝❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ 3❡G✉✐3❡❞ ❢♦3 ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥73✐❡:✱ ❜✉7 7❤✐: ✇♦✉❧❞ ❧♦✇❡3 7❤❡

♣♦::✐❜✐❧✐7✐❡: ❢♦3 7❤❡ ❢✉7✉3❡ ❣❡♥❡3❛7✐♦♥: 7♦ ✉:❡ ✐7✳ ❋✉37❤❡3♠♦3❡ 7❤❡ ❡✛❡❝7: ♦❢ 7❤❡

3❡❞✉❝7✐♦♥ ♦❢ 7❤❡ ♥❛7✉3❛❧ 3❡:♦✉3❝❡ ♦♥ 7❤❡ ❡♥✈✐3♦♥♠❡♥7 ❛♥❞ ♦♥ ❡❝♦:②:7❡♠: ❛3❡

✉:✉❛❧❧② ✉♥♣3❡❞✐❝7❛❜❧❡✳

❆: 3❡❣❛3❞: 7❤❡ :❡❝♦♥❞ ❝3✐7❡3✐❛✱ ♦♥❡ ♣♦::✐❜✐❧✐7② ✐: 7♦ :❡7 ❛ ♣3✐❝❡ ♦♥ 7❤❡ ♥❛7✉3❛❧

3❡:♦✉3❝❡✱ :♦ 7❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ 3❡❣❛3❞✐♥❣ 7❤❡ 3❡❞✉❝7✐♦♥ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧ ❛:

✇❡❧❧ ❛: ❡♥✈✐3♦♥♠❡♥7❛❧ ❝♦:7:✳ ❚❤✐: ♣3✐❝❡ pR ❝♦✉❧❞ 7❤❡♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥7♦ 7✇♦ ❝♦♠✲

♣♦♥❡♥7:✿ ♦♥❡ ♣❛37 ❝♦✈❡3: 7❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧ ❝♦:7 ♦❢ 3❡♣❧❡♥✐:❤♠❡♥7

✸✶

❛♥❞ 7❤❡ ♦7❤❡3

♣❛37 ✐: ❛♥ ❡:7✐♠❛7✐♦♥ ♦❢ 7❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧ ❝♦:7 ♦❢ 7❤❡ ❧♦:: ♦❢ 7❤❡ ♣❛37 ♦❢ 7❤❡ ♥❛7✉3❛❧

3❡:♦✉3❝❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦7 ❜❡ 3❡❝♦♥:7✐7✉7❡❞✱ 3❡♣3❡:❡♥7❡❞ ❜② 7❤❡ ❡♥✈✐3♦♥♠❡♥7❛❧ 3❡♥7

ρ✿

pR = [1 + π]paR + wlaR + ρ ✭✹✳✼✶✮

❲✐7❤ p 7❤❡ ❧✐♥❡ ✈❡❝7♦3: ♦❢ ♣3✐❝❡✳ ❚❤❡ ♣3✐❝❡ :②:7❡♠ ✐: 7❤❡♥ 3❡♣3❡:❡♥7❡❞ ❛: ❢♦❧❧♦✇:✿

[1 + π]p [A+R] + w [l+ lR] + ρr = p ✭✹✳✼✷✮

❚❤❡ :②:7❡♠ ✐: ✉♥❞❡7❡3♠✐♥❡❞✱ ❜❡❝❛✉:❡ 7❤❡3❡ ❛3❡ m + 3 ✉♥❦♥♦✇♥: ❛♥❞ m
❡G✉❛7✐♦♥:✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ♦♥❡ ❞✐:73✐❜✉7✐♦♥ ✈❛3✐❛❜❧❡ ✐: ❣✐✈❡♥ ❛♥❞ ❛ ♥✉♠❡3❛✐3❡ ✐: ❝❤♦:❡♥✱

7❤❡3❡ ✐: ♦♥❡ ❞❡❣3❡❡ ♦❢ ❧✐❜❡37② ❧❡❢7✳ ❚❤✉: 7❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ 7❤❡ ♣3♦✜7❛❜✐❧✐7② ❝3✐7❡3✐❛

❞❡♣❡♥❞: ♦♥ 7❤❡ 3❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ 7❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛773✐❜✉7❡❞ 7♦ 7❤❡ ❡♥✈✐3♦♥♠❡♥7❛❧ 3❡♥7✳

✸✷

✸✶

❇✉"✱ ❛❣❛✐♥✱ "❤❡ ❝♦," ♦❢ ❧❛❜♦0 LR ♥❡❡❞❡❞ ❢♦0 "❤❡ 0❡♣❧❡♥✐,❤♠❡♥" ♣0♦❝❡,, ✐, ♥♦" "❛❦❡♥ ✐♥"♦

❛❝❝♦✉♥" ✐♥ ◗✉❛❞0✐♦ ❈✉0③✐♦ ❛♥❞ 8❡❧❧✐③③❛0✐ ✭✷✵✵✸✮✳

✸✷

❊♥✈✐0♦♥♠❡♥"❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝, "0✐❡, "♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠❡"❤♦❞, ✐♥ ♦0❞❡0 "♦ ♣0♦♣❡0❧② ❛,,❡,,

"❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ "❤✐, 0❡♥" ✭8❡❛0❝❡ ❛♥❞ ❚✉0♥❡0✱ ✶✾✾✵❀ ❇❛0❞❡ ❛♥❞ 8❡❛0❝❡✱ ✶✾✾✶❀ ❋❛✉❝❤❡✉① ❛♥❞ ◆♦I❧✱

✶✾✾✺✮✳ ❚❤❡,❡ ♠❡"❤♦❞, ❜❡❧♦♥❣ "♦ "❤0❡❡ ❞✐✛❡0❡♥" ❛♣♣0♦❛❝❤❡,✿

✶✳ ❚❤❡ ✉,✉❛❧ ♠❛0❦❡" ❛♣♣0♦❛❝❤ ❛♥❛❧②③❡, "0❛♥,❛❝"✐♦♥, ♦♥ "❤❡ ♠❛0❦❡" ❛♥❞ "0✐❡, "♦ ❝♦♥♥❡❝"

♠❛0❦❡" ♣0✐❝❡, ✇✐"❤ "❤❡ ❡♥✈✐0♦♥♠❡♥"❛❧ 0❡,♦✉0❝❡✬, ❞✐,"✐♥❝"✐✈❡ ❢❡❛"✉0❡,✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝"✐♦♥

♦❢ ♣0♦❞✉❝"✐♦♥ ♠❡"❤♦❞ ❝♦♥,✐❞❡0, "❤❡ ❡♥✈✐0♦♥♠❡♥" ❛, ♦♥❡ ♦❢ "❤❡ ❢❛❝"♦0, ♦❢ ♣0♦❞✉❝"✐♦♥

❛♥❞ ❧♦♦❦, ❛" "❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡, ✐♥ "❤❡ P✉❛❧✐"② ♦❢ "❤❡ ❡♥✈✐0♦♥♠❡♥"❛❧ 0❡,♦✉0❝❡ ♦♥

♣0✐❝❡,❀ "❤❡ ❞♦,❡✲0❡,♣♦♥,❡ ♠❡"❤♦❞ ❡,"❛❜❧✐,❤❡, ❛ 0❡❧❛"✐♦♥ ❜❡"✇❡❡♥ ♣♦❧❧✉"✐♦♥ ❛♥❞ "❤❡ 0❛"❡

♦❢ ❞✐,❡❛,❡ ❛♥❞ ❝❛♥ "❤❡♥ ❡,"❛❜❧✐,❤ "❤❡ ❝♦,", 0❡❧❛"❡❞ "♦ ❛♥ ✐♥❝0❡❛,❡ ✐♥ ♣♦❧❧✉"✐♦♥❀ "❤❡

❡✈❛❧✉❛"✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡♥,✐✈❡ ❡①♣❡♥❞✐"✉0❡, ❧♦♦❦, ❛" "❤❡ ❝♦,", ❣❡♥❡0❛"❡❞ ❜② "❤❡ ♠✐"✐❣❛"✐♦♥ ♦0

"❤❡ ❛❞❛♣"❛"✐♦♥ "♦ "❤❡ ❡♥✈✐0♦♥♠❡♥"❛❧ ❝❤❛♥❣❡✳

✷✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐" ♠❛0❦❡" ❛♣♣0♦❛❝❤ "0✐❡, "♦ ❡,"✐♠❛"❡ ♣0❡❢❡0❡♥❝❡, ❛♥❞ ❡①♣❡♥❞✐"✉0❡, 0❡❧❛"❡❞

"♦ "❤❡,❡ ♣0❡❢❡0❡♥❝❡, ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛" "❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦0, ✐♥ 0❡❧❛"✐♦♥ ✇✐"❤ "❤❡ ❡♥✈✐0♦♥♠❡♥"❛❧

0❡,♦✉0❝❡✳ ❚❤❡ ❤❡❞♦♥✐❝ ♣0✐❝✐♥❣ ♠❡"❤♦❞ ❧♦♦❦, ❛" "❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ "❤❡ ❡♥✈✐0♦♥♠❡♥" ♦♥

"0❛♥,❛❝"✐♦♥, "❤❛" ❛0❡ ♠♦0❡ ♦0 ❧❡,, ❝♦♥❝❡0♥❡❞ ✇✐"❤ ❡♥✈✐0♦♥♠❡♥"❛❧ ❝0✐"❡0✐❛✱ ❢♦0 ✐♥,"❛♥❝❡

"❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❤♦✉,❡ 0❡♥", ♦0 "❤❡ ✇❛❣❡, ♦❢ ♣❡♦♣❧❡ ✇✐❧❧✐♥❣ "♦ ✇♦0❦ ✐♥ "❤❡ ❛0❡❛✳ ❚❤❡ "0❛✈❡❧

❝♦," ♠❡"❤♦❞ ❞❡❞✉❝❡, "❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥ ❡♥✈✐0♦♥♠❡♥"❛❧ ,✐"❡ ❜② "❤❡ "0❛✈❡❧ ❝♦," ♦❢ ♣❡♦♣❧❡
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❚❤✐& ❧❡❛❞& ◗✉❛❞-✐♦ ❈✉-③✐♦ ❛♥❞ 2❡❧❧✐③③❛-✐ 3♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ♦♥ 3❤❡ ✐♠♣♦&&✐❜✐❧✐3② 3♦

✜♥❞ ❛ ✉♥✐:✉❡ ❝-✐3❡-✐❛ ❢♦- 3❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ 3❡❝❤♥✐:✉❡& ❛& &♦♦♥ ❛& ♦♥❡ ♥♦♥ ♣-✐✈❛3❡❧②

♦✇♥❡❞ ♥❛3✉-❛❧ -❡&♦✉-❝❡ ✐& 3❛❦❡♥ ✐♥3♦ ❝♦♥&✐❞❡-❛3✐♦♥ ✐♥ 3❤❡ ♠♦❞❡❧✿ ❛ ♣♦❧✐3✐❝❛❧

❝❤♦✐❝❡ ✐& ♥❡❡❞❡❞✳

✹✳✹✳✸ ❘❡♥❡✇❛❜❧❡ *❡+♦✉*❝❡+

❚❤❡-❡ ❛-❡ ✈❡-② ❢❡✇ ❙-❛✣❛♥ ✇♦-❦& ♦♥ -❡♥❡✇❛❜❧❡ -❡&♦✉-❝❡&✿ ✐♥3❡-❡&3✐♥❣❧②✱ ●✐❜✲

&♦♥ ✭✶✾✽✹✮ &✉❣❣❡&3& 3❤❛3 3❤❡ 3-❡❛3♠❡♥3 ❜❡3✇❡❡♥ ♥♦♥✲-❡♥❡✇❛❜❧❡ ❛♥❞ -❡♥❡✇❛❜❧❡

-❡&♦✉-❝❡& &❤♦✉❧❞ ♥♦3 ❜❡ ❞✐✛❡-❡♥3 ✐♥ ❛ ❙-❛✣❛♥ ❢-❛♠❡✇♦-❦✳ ❍❡ ✐& ✜-&3 ❧♦♦❦✐♥❣ ❛3

♦♥❡ ♥❛3✉-❛❧ ❡①❤❛✉&3✐❜❧❡ -❡&♦✉-❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐& ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥3♦ ♥✉♠❡-♦✉& &3♦❝❦&✳ ❚❤❡

❝♦&3 ♦❢ ❡①♣❧♦-❛3✐♦♥ ✐♥ ♦-❞❡- 3♦ ✜♥❞ ❛ ♥❡✇ &3♦❝❦ ✭❡✳❣✳ ❛ ♥❡✇ ♠✐♥❡✮ ❝❛♥ ❜❡ ❤✐❣❤ ✐♥

❝❛&❡ ♦❢ &❝❛-❝❡ ♥❛3✉-❛❧ -❡&♦✉-❝❡&✳ ❚❤✐& ❝♦&3 &❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛②❡❞ ♦✛✱ ❧✐33❧❡ ❜② ❧✐33❧❡✱

3❤-♦✉❣❤ 3❤❡ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝3❛♥❝② ♦❢ 3❤❡ &3♦❝❦ ✭❤❡ -❡❢❡-& 3♦ 3❤❡ ♣-♦❝❡&& ♦❢ ❛♠♦-3✐&❛3✐♦♥

❛❢3❡- 3❤❡ ♣❛②♠❡♥3 ♦❢ ✜①❡❞ ❝❛♣✐3❛❧✱ ❡✳❣✳ ❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ♦- ❛ ❜✉✐❧❞✐♥❣✱ ❙-❛✛❛✱ ✶✾✻✵✱

❝❤❛♣3❡- ❳✮✳ ■❢ 3❤❡ &3♦❝❦ ❤❛& ❛ ✈❡-② ❧♦♥❣ ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝3❛♥❝②✱ ♦- ❡✈❡♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐3❡ ❧✐❢❡

✭✐✳❡✳ ✐❢ 3❤❡ ♥❛3✉-❛❧ -❡&♦✉-❝❡ ✐& -❡♥❡✇❛❜❧❡✮✱ 3❤❡♥ 3❤❡ ❝♦&3 ♦❢ ❡①♣❧♦-❛3✐♦♥ ✐& ♣❛②❡❞

♦✛ ❞✉-✐♥❣ ❛♥ ❛-❜✐3-❛-② ♣❡-✐♦❞ ♦❢ 3✐♠❡✳ ❚❤❡-❡ ✐& ♥♦ ♣-✐❝❡ ♦♥ 3❤❡ ♥❛3✉-❛❧ -❡&♦✉-❝❡

❛♥❞ ♥♦ ❍♦3❡❧❧✐♥❣✬& -✉❧❡✳ ●✐❜&♦♥✬& ❛♥❛❧②&✐& ✐& ❝❧♦&❡ 3♦ 3❤❡ ❘✐❝❛-❞✐❛♥ ❛♥❛❧②&✐& ♦♥

♠✐♥❡& ❛& ❛ -❡♥❡✇❛❜❧❡ ♥❛3✉-❛❧ -❡&♦✉-❝❡ ❣✐✈❡♥ 3❤❛3 3❤❡ ❝♦&3 ♦❢ 3❤❡ ❡①♣❧♦-❛3✐♦♥ ✐&

♠♦-❡ ♦- ❧❡&& ❝♦♥&3❛♥3 ✭&❡❡ ❑✉-③ ❛♥❞ ❙❛❧✈❛❞♦-✐✱ ✷✵✵✾ ❢♦- ❛ ❞❡3❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②&✐& ♦❢

3❤❡ ❘✐❝❛-❞✐❛♥ ♠❡3❤♦❞♦❧♦❣②✮✳

❑✉-③ ❛♥❞ ❙❛❧✈❛❞♦-✐ ✭✶✾✾✺✱ ♣✳ ✸✺✶✲✸✺✼✮ ❜✉✐❧❞ 3❤❡ ❙❛❧♠♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡-❡

❙❛❧♠♦♥ ✐& ❛ -❡♥❡✇❛❜❧❡ -❡&♦✉-❝❡ ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲❜❛&✐❝ ❝♦♠♠♦❞✐3②✳ ❚❤❡② ❞❡♠♦♥✲

&3-❛3❡✱ &3❛-3✐♥❣ ❢-♦♠ ✉&✉❛❧ ❛&&✉♠♣3✐♦♥& ❛❜♦✉3 3❤❡ ❞②♥❛♠✐❝& ♦❢ 3❤❡ &3♦❝❦ ♦❢

-❡♥❡✇❛❜❧❡ -❡&♦✉-❝❡&✱ 3❤❛3 ✐3 ✐& ♣♦&&✐❜❧❡ 3♦ ❤❛✈❡ ❛ &3❛❜❧❡ ❡①3-❛❝3✐♦♥ ♦❢ 3❤❡ -❡✲

&♦✉-❝❡ ✭♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ 3❤❡ &3♦❝❦ ❜❡3✇❡❡♥ ♣❡-✐♦❞&✮✱ ❜✉3 ❛❧&♦ 3❤❛3 3❤❡ -❡&♦✉-❝❡ ❝❛♥

❜❡ ❞❡♣❧❡3❡❞✳ ❚❤❡② ✐♥3❡-♣-❡3 3❤❡ &3❛❜❧❡ ♣♦&✐3✐♦♥ ❛& ❛ ❧♦♥❣✲3❡-♠ ❡:✉✐❧✐❜-✐✉♠✳

❊--❡②❣❡-& ✭✷✵✶✹✮ 3-❛♥&❢♦-♠& ❑✉-③ ❛♥❞ ❙❛❧✈❛❞♦-✐✬& ♣-❡✈✐♦✉& ♠♦❞❡❧ ✐♥3♦ ❛

❈♦-♥✲❚✉♥❛ ♠♦❞❡❧✿ ■ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉& ❤❡-❡ ♦♥ ❊--❡②❣❡-&✬ ✇♦-❦✳ ❍❡ &3✉❞✐❡& ✜&❤ ♣-♦✲

❞✉❝3✐♦♥✱ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛3 3✇♦ ❞✐✛❡-❡♥3 ♣-♦❝❡&&❡& ♣-♦❞✉❝✐♥❣ 3✉♥❛✱ ❜② ✜&❤✐♥❣ ♦♥ &❡❛

✭❲✐❧❞ ❚✉♥❛ ▼❡3❤♦❞✮ ♦- 3❤-♦✉❣❤ ❛:✉❛❝✉❧3✉-❡ ✭❋❛-♠❡❞ ❚✉♥❛ ▼❡3❤♦❞✮✳ ❋♦-

3❤❡ ✜-&3 ♣-♦❝❡&&✱ 3❤❡ &3♦❝❦ ♦❢ 3✉♥❛ ✐♥ 3❤❡ &❡❛ ❞❡♣❡♥❞& ♦♥ ✜&❤❡-② ❡✛♦-3& ❛♥❞

♣♦♣✉❧❛3✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝&✿

✏✐♥ 3❤❡ ❛❜&❡♥❝❡ ♦❢ ✜&❤✐♥❣✱ 3❤❡ ♣♦♣✉❧❛3✐♦♥ P 3❡♥❞& 3♦ ❣-♦✇ ❛❝✲

❝♦-❞✐♥❣ 3♦ ✐3& ♥❛3✉-❛❧ ✐♥❝-❡❛&❡ n✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ &❡❡♥ ❛& ❛ ❢✉♥❝3✐♦♥

♦❢ 3❤❡ ♣♦♣✉❧❛3✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ ✐✳❡✳ n = f (P )✳ ▲❡3 ✉& ❛&&✉♠❡ 3❤❡-❡ ❡①✐&3& ❛

♠❛①✐♠✉♠ ♣♦♣✉❧❛3✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ L✱ ❛3 ✇❤✐❝❤ 3❤❡ ♣♦♣✉❧❛3✐♦♥ ♦❢ ✜&❤ &3♦♣&

✇❤♦ ✈✐%✐& ✐&✳

✸✳ ❋✐♥❛❧❧② &❤❡ ❝♦♥%&0✉❝&❡❞ ♠❛0❦❡& ❛♣♣0♦❛❝❤ ❞✐0❡❝&❧② ❛%❦% %&❛❦❡❤♦❧❞❡0% ❤♦✇ &❤❡② ✇♦✉❧❞

✈❛❧✉❡ &❤❡ ♥❛&✉0❛❧ 0❡%♦✉0❝❡✱ ❢♦0 ✐♥%&❛♥❝❡ ✇❤❛& &❤❡② ❛0❡ ✇✐❧❧✐♥❣ &♦ ♣❛② ✐♥ ♦0❞❡0 &♦ ❛✈♦✐❞

&❤❡ ❞❡%&0✉❝&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ 0❡%♦✉0❝❡ ♦0 ✇❤❛& &❤❡② ❛0❡ ✇✐❧❧✐♥❣ &♦ 0❡❝❡✐✈❡ ✐♥ ♦0❞❡0 &♦ ❛✈♦✐❞

&❤❡ ❞❡%&0✉❝&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ 0❡%♦✉0❝❡✳

❆❧❧ &❤❡%❡ ❛♣♣0♦❛❝❤❡% ❛0❡ %&0♦♥❣❧② ❝0✐&✐❝✐③❡❞ ❜② %♦♠❡ 0❡%❡❛0❝❤❡0% ♦❢ &❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝%

✜❡❧❞ ✭%❡❡ ❢♦0 ✐♥%&❛♥❝❡ ✈❛♥ ❞❡♥ ❇❡0❣❤✱ ✷✵✵✶❀ ❱❡♥❦❛&❛❝❤❛❧❛♠✱ ✷✵✵✼✮✳



❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ◆❊❖✲❘■❈❆❘❉■❆◆ ❊❈❖◆❖▼■❈❙ ❆◆❉ ❚❍❊

❊◆❱■❘❖◆▼❊◆❚ ✶✵✹

❣$♦✇✐♥❣✱ ✐✳❡✳ f (L) = 0✳ ■❢ .❤❡$❡ ✐0 ✜0❤✐♥❣✱ .❤❡ ♣♦♣✉❧❛.✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡0

✇✐.❤ .❤❡ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ❜❡.✇❡❡♥ .❤❡ ♥❛.✉$❛❧ ✐♥❝$❡❛0❡ ❛♥❞ .❤❡ ❛♠♦✉♥. ♦❢

✜0❤ ❝❛✉❣❤. ✐♥ .❤❡ 0❡❛✑ ✭❊$$❡②❣❡$0✱ ✷✵✶✹✮✳

❍❡ .❤❡♥ ❛❞❞0 .❤❡ ❞❡✜♥✐.✐♦♥ ♦❢ ❛ 0✉0.❛✐♥❛❜❧❡ ❝❛.❝❤✱ ✇✐.❤ .❤❡ ❡✛♦$. ❧❡✈❡❧ ❞❡✜♥❡❞

❛0 .❤❡ ❛❝.✐✈✐.② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣$♦❞✉❝.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❲✐❧❞ ❚✉♥❛ ▼❡.❤♦❞✿

✏❛ ❝❛.❝❤ ✐0 0✉0.❛✐♥❛❜❧❡ ✐❢ .❤❡ ❡✛♦$. ❧❡✈❡❧ ❡♥0✉$❡0 .❤❛. .❤❡ ♣♦♣✉✲

❧❛.✐♦♥ ♦❢ ✜0❤ $❡♠❛✐♥0 ❝♦♥0.❛♥.✳ ❚❤✐0 ♠❡❛♥0 .❤❛.✱ ❣✐✈❡♥ .❤❡ ♣♦♣✉✲

❧❛.✐♦♥ ♦❢ ✜0❤✱ .❤❡ ❡✛♦$. ❧❡✈❡❧ ✐0 ❝❤♦0❡♥ ✐♥ 0✉❝❤ ❛ ✇❛② .❤❛. .❤❡ ❝❛.❝❤

c ❝♦✐♥❝✐❞❡0 ✇✐.❤ .❤❡ ♥❛.✉$❛❧ ✐♥❝$❡❛0❡ n✑ ✭❊$$❡②❣❡$0✱ ✷✵✶✹✮✳

❍❡ ❝♦♥0.$✉❝.0 ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐.❤ ✜✈❡ ♣$♦❝❡00❡0 ✭❝♦$♥ ♣$♦❞✉❝.✐♦♥✱ ✇✐❧❞ .✉♥❛ ♣$♦❞✉❝✲

.✐♦♥✱ ❜♦❛.0 ♣$♦❞✉❝.✐♦♥✱ ❢❛$♠❡❞ .✉♥❛ ♣$♦❞✉❝.✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦♥❞0 ♣$♦❞✉❝.✐♦♥✮ ❛♥❞ ♦♥❡

❜❛0✐❝ ❣♦♦❞ ✭❝♦$♥✮✳ ●✐✈❡♥ .❤❡ ❛❝.✉❛❧ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ .❤❡ ♣♦♣✉❧❛.✐♦♥ ♦❢ .✉♥❛✱ ❤❡ ❝❛♥

❞❡✜♥❡ .❤❡ ❛❝.✐✈✐.② ❧❡✈❡❧0 ♦❢ ❛❧❧ ♣$♦❝❡00❡0✳ ❚❤❡② 0❤♦✉❧❞ ❜❡ 0♦ .❤❛. .❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ✐0

❛♥0✇❡$❡❞ ❛♥❞ .❤❛. .❤❡ ♣$♦❞✉❝.✐♦♥ ❝❛♥ ❝♦♥.✐♥✉❡✳ ❖♥ .❤❡ ♣$✐❝❡ 0✐❞❡✱ .❤❡ $❛.❡ ♦❢

♣$♦✜. ✐0 ✉♥✐❢♦$♠ ❜❡❝❛✉0❡ ✏♥♦♥❡ ♦❢ .❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❡.❤♦❞0 ♠❛❦❡0 ❡①.$❛✲♣$♦✜.0✑

✭❊$$❡②❣❡$0✱ ✷✵✶✹✮✳ ❚❤❡ ❛❝.✐✈✐.② ❧❡✈❡❧ ♦❢ .❤❡ ♠❡.❤♦❞ ❡❛$♥✐♥❣ ❡①.$❛✲♣$♦✜.0 ✐0 0❡.

.♦ ③❡$♦❀ ❣✐✈❡♥ .❤❡ $❛.❡ ♦❢ ♣$♦✜.✱ ✐. ✐0 ♣♦00✐❜❧❡ .♦ ❦♥♦✇ .❤❡ ✇❛❣❡ ❛♥❞ .❤❡ $❡❧❛.✐✈❡

♣$✐❝❡0✳ ❚❤✐0 ✉♥✐❢♦$♠✐.② ♦❢ .❤❡ $❛.❡ ♦❢ ♣$♦✜. ✐0 ❥✉0.✐✜❡❞ ❜② ❊$$❡②❣❡$0 ❜❡❝❛✉0❡

❤❡ ❝❤♦♦0❡0 .♦ ✏❢♦❝✉0 ♦♥ 0✐.✉❛.✐♦♥0 ✇❤✐❝❤ ❝♦$$❡0♣♦♥❞ .♦ .❤❡ ❧♦♥❣ .❡$♠ ♣♦0✐.✐♦♥0

✉0✉❛❧❧② 0.✉❞✐❡❞ ✐♥ ❝❧❛00✐❝❛❧ .❤❡♦$②✑ ✭❊$$❡②❣❡$0✱ ✷✵✶✹✮✳ ❚❤❡ P✉❡0.✐♦♥ ❤❡ ❝❤♦♦0❡0
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*♦♥♠❡♥- -❤❛- ♥✉*-✉*❡4 -❤❡♠ *❡♠❛✐♥4 ❢❛✈♦✉*❛❜❧❡✑✳ ❚❤❡ *❡❣❡♥❡*❛-✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡

*❡♣*❡4❡♥-❡❞ ❛4 ❢♦❧❧♦✇4✿

ut+1 = ut + f (ut) ✭✹✳✼✸✮

❲✐-❤ ut -❤❡ 4✐③❡ ♦❢ -❤❡ 4-♦❝❦ ♦❢ -❤❡ ♥❛-✉*❛❧ *❡4♦✉*❝❡ ❛- -✐♠❡ t ❛♥❞ f (ut)
✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦4✐-✐✈❡ ♦* ♥❡❣❛-✐✈❡✳ ■- ✐4 ❡4♣❡❝✐❛❧❧② ♥❡❣❛-✐✈❡ ✇❤❡♥ -❤❡ ❡①-*❛❝✲

-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ♥❛-✉*❛❧ *❡4♦✉*❝❡ ✐4 ❤✐❣❤❡* -❤❛♥ ✐-4 ♥❛-✉*❛❧ *❡♣❧❡♥✐4❤♠❡♥-✳ ❍❡ -❤❡♥

❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡4 -❤❛-✱ ✐♥ -❤✐4 ❝❛4❡✱ *❡♥❡✇❛❜❧❡ *❡4♦✉*❝❡4 ❜❡❝♦♠❡4 ❡@✉✐✈❛❧❡♥- -♦ ❡①✲

❤❛✉4-✐❜❧❡ *❡4♦✉*❝❡4✳ ❇✉-✱ ♥♦ ♠❛--❡* ✐❢ f (ut) ✐4 ♣♦4✐-✐✈❡ ♦* ♥❡❣❛-✐✈❡✱ ❑✉*③ 4-❛-❡4

-❤❛- -❤❡ ♣*✐❝❡ ♦❢ -❤❡ *❡♥❡✇❛❜❧❡ *❡4♦✉*❝❡4 ✐4 *❡❧❛-❡❞ ✇✐-❤ ✐-4 ❝♦4- ♦❢ ❡①-*❛❝-✐♦♥✿



❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ◆❊❖✲❘■❈❆❘❉■❆◆ ❊❈❖◆❖▼■❈❙ ❆◆❉ ❚❍❊

❊◆❱■❘❖◆▼❊◆❚ ✶✵✻

✏$❤❡ ❝♦)$) ❝♦♥♥❡❝$❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ ✉)❡ ♦❢ )✉❝❤ 0❡)♦✉0❝❡) ❛0❡ $❤❡ ❝♦)$) ✐♥❝✉00❡❞ ✐♥

0❛✐)✐♥❣ $❤❡♠✑ ✭❑✉0③✱ ✷✵✵✻✮✳

❍♦✇❡✈❡0✱ ✇❤❡♥ ❤❡ $❛❧❦) ❛❜♦✉$ ❡①❤❛✉)$✐❜❧❡ 0❡)♦✉0❝❡)✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛) ✏0❡)♦✉0❝❡)

$❤❛$ ❛0❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❣✐✈❡♥ )$♦❝❦) $❤❛$ ❝❛♥♥♦$ ❜❡ ✐♥❝0❡❛)❡❞✑ ✭❑✉0③✱ ✷✵✵✻✮✱ ❤❡

❛))✉♠❡) $❤❛$ ✐❢ $❤❡ 0❡)♦✉0❝❡ ❣❡$) ❡①❤❛✉)$❡❞✱ ✐✳❡✳ ✐❢ f (ut) ✐) ♥❡❣❛$✐✈❡✱ $❤❡ ♣0✐❝❡

♦❢ $❤❡ 0❡)♦✉0❝❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ $♦ ✐♥❝0❡❛)❡ ♦✈❡0 $✐♠❡✳ ❍❡ ❥✉)$✐✜❡) $❤✐) ❛))✉♠♣$✐♦♥ ❜②

✐♥$0♦❞✉❝✐♥❣ $❤❡ ❍♦$❡❧❧✐♥❣✬) 0✉❧❡✿ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❡$✐$✐✈❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ $❤❡ )$♦0✐♥❣ ♦❢ $❤❡

0❡)♦✉0❝❡ ✏❝❛♥♥♦$ ❜❡ ♦♣❡0❛$❡❞✑ ✐❢ $❤❡ 0✉❧✐♥❣ 0❛$❡ ♦❢ ♣0♦✜$ ✐) ♥♦$ ❡❛0♥❡❞ ❜② $❤❡

♦✇♥❡0) ♦❢ $❤❡ ❡①❤❛✉)$✐❜❧❡ 0❡)♦✉0❝❡)✳ ❚❤❡0❡ ✐) $❤❡♥ ❝❧❡❛0❧② ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ♣0♦❜❧❡♠✿

✇❤② ❞♦ $❤❡ ♦✇♥❡0) ♦❢ 0❡♥❡✇❛❜❧❡ 0❡)♦✉0❝❡) ♥♦$ ❝❧❛✐♠ ❢♦0 ❛ 0♦②❛❧$② $❤❡ ②❡❛0 $❤❡

)$♦❝❦ ✐) ❞❡♣❧❡$❡❞❄ ❖0✱ ♦♥ $❤❡ ❝♦♥$0❛0②✱ ✇❤② )❤♦✉❧❞ )♦♠❡♦♥❡ ❛)❦ ❢♦0 ❛ 0♦②❛❧$②

❥✉)$ ❜❡❝❛✉)❡ ❤❡ ♦✇♥) ❛♥ ❡①❤❛✉)$✐❜❧❡ 0❡)♦✉0❝❡✱ ✇✐$❤♦✉$ ❛♥② 0❡❧❛$✐♦♥ ✇✐$❤ $❤❡

❝♦)$ ✐♥❝✉00❡❞ ✐♥ ❡①$0❛❝$✐♥❣ $❤❡ 0❡)♦✉0❝❡❄

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ●✐❜)♦♥ ✐❞❡❛ ❛♥❞ ❊00❡②❣❡0)✬ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ )❡❡ $❤❛$ $❤❡0❡ ✐) ♥♦ ❝❧❡❛0

)❡♣❛0❛$✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ ❛ 0❡♥❡✇❛❜❧❡ ♥❛$✉0❛❧ 0❡)♦✉0❝❡ ❛♥❞ ❛♥ ❡①❤❛✉)$✐❜❧❡ ♦♥❡✳ ❋✐)❤❡)

✐♥ $❤❡ )❡❛ ❛0❡ 0❡♥❡✇❛❜❧❡ ❛) ❧♦♥❣ ❛) $❤❡ ❝❛$❝❤ ✐) ❡N✉❛❧ ♦0 ❜❡❧♦✇ $❤❡ ✐♥❝0❡❛)❡ ♦❢

♣♦♣✉❧❛$✐♦♥✳ ❚❤✐) ❞❡✜♥✐$✐♦♥ ♠❛② ❛♣♣❧② $♦ ❛❧❧ ♥❛$✉0❛❧ 0❡)♦✉0❝❡)✳ ❋♦0 ✐♥)$❛♥❝❡

✇✐$❤ ♦✐❧✿ ✐♥ $❤✐) ❝❛)❡✱ $❤❡ ✐♥❝0❡❛)❡ ♦❢ $❤❡ ♦✐❧ )$♦❝❦ ✐) )♦ )❧♦✇ $❤❛$ ✇❡ ❝♦✉❧❞ )❛②

✐$ ✐) ❝❧♦)❡ $♦ ③❡0♦✳ ❚❤❡ )✉)$❛✐♥❛❜❧❡ ❝❛$❝❤ ❢♦0 ❛♥ ❡①❤❛✉)$✐❜❧❡ 0❡)♦✉0❝❡ ❧✐❦❡ ♦✐❧ ✐)

$❤❡♥ ❛❧)♦ ❝❧♦)❡ $♦ ③❡0♦✳

❊00❡②❣❡0) ✐♥$0♦❞✉❝❡) ❛ 0❡❧❛$✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ❝❛$❝❤ ❛♥❞ $❤❡ ❡✛♦0$ ❧❡✈❡❧✿ $❤❡

❢♦0♠❡0 ✐) ❡N✉✐✈❛❧❡♥$ $♦ ❛♥ ❡①$0❛❝$✐♦♥ 0❛$❡ ✇❤✐❧❡ $❤❡ ❧❛$$❡0 ✐) ❡N✉✐✈❛❧❡♥$ $♦ ❛

❝♦)$ ♦❢ ❡①$0❛❝$✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ♥❛$✉0❛❧ 0❡)♦✉0❝❡ ❝❛♥ $❤❡0❡❢♦0❡ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ )$♦❝❦

✭♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ P ✐♥ $❤❡ ❝❛)❡ ♦❢ ✜)❤✮✱ ❛ )✉)$❛✐♥❛❜❧❡ ❝❛$❝❤ ✭c∗ (P ) = g (P, e∗ (P ))✱
✇✐$❤ e (P ) $❤❡ ❡✛♦0$ ♥❡❡❞❡❞ $♦ ❛❝❤✐❡✈❡ $❤❡ ❝❛$❝❤✮ ❛♥❞ ❛♥ ❛❝$✉❛❧ ❝❛$❝❤ ✭c =
g (P, e)✮✳ ■❢ $❤❡ ❛❝$✉❛❧ ❝❛$❝❤ ✐) ❤✐❣❤❡0 $❤❛♥ $❤❡ )✉)$❛✐♥❛❜❧❡ ❝❛$❝❤✱ $❤❡ ♥❛$✉0❛❧

0❡)♦✉0❝❡ ✐) ❡①❤❛✉)$❡❞✳ ❖$❤❡0✇✐)❡✱ $❤❡ 0❡)♦✉0❝❡ ❝❛♥ )$✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ 0❡♥❡✇❛❜❧❡✳

✸✸

✹✳✹✳✸✳✷ ❆ %✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡.%✐♦♥ ♦❢ ❊!!❡②❣❡!%✬ ❈♦.♥✲❚✉♥❛ ♠♦❞❡❧

▲❡$ ✉) ❝♦♥)$0✉❝$ ❛ )✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡0)✐♦♥ ♦❢ ❊00❡②❣❡0)✬ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡0❡ ❛0❡ $❤0❡❡ ♣0♦✲

❝❡))❡)✿ ❛ ❝♦0♥ ♣0♦❞✉❝$✐♦♥ ♣0♦❝❡)) ♣0♦❞✉❝✐♥❣ ❝♦0♥ ✇✐$❤ ❝♦0♥ ❛♥❞ ❧❛❜♦0✱ ❛ ❲✐❧❞

❚✉♥❛ ▼❡$❤♦❞ ♣0♦❞✉❝✐♥❣ $✉♥❛ ✇✐$❤ ❝♦0♥ ❛♥❞ ❧❛❜♦0 ❛♥❞ ❛ ❋❛0♠❡❞ ❚✉♥❛ ▼❡$❤♦❞

♣0♦❞✉❝✐♥❣ $✉♥❛ ✇✐$❤ $✉♥❛✱ ❝♦0♥ ❛♥❞ ❧❛❜♦0✳ ❚❤❡ $❤0❡❡ ♣0♦❝❡))❡) ❛0❡ ❞❡)❝0✐❜❡❞

✐♥ $❛❜❧❡ ✹✳✹✱ ✇✐$❤ aij $❤❡ ✐♥♣✉$ ❝♦❡✣❝✐❡♥$) ❛♥❞ bij $❤❡ ♦✉$♣✉$ ❝♦❡✣❝✐❡♥$)✱ ❛❧❧

❝♦❡✣❝✐❡♥$) ❜❡✐♥❣ ♣♦)✐$✐✈❡✿

✸✸

■! "❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦!❡❞ !❤❛! ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ !❤❡ ♣♦♣✉❧❛!✐♦♥ ❢✉♥❝!✐♦♥ ❛♥❞ !❤❡ ❝❛!❝❤ ❢✉♥❝!✐♦♥✱

!❤❡2❡ ♠❛② ❜❡ ❝♦♥"!❛♥! 2❡!✉2♥" !♦ "❝❛❧❡ ♦2 ♥♦!✳ ■♥ !❤❡ ❝❛"❡ ♦❢ ❊22❡②❣❡2"✬ ♠♦❞❡❧✱ !❤❡2❡ ❛2❡ ♥♦!✳

❇✉! !❤❛! "❤❛❧❧ ♥♦! ❜❡ ❛ ♣2♦❜❧❡♠ ✐♥ !❤❡ ◆❡✇ ■♥!❡2♣2❡!❛!✐♦♥ ♦❢ ❙2❛✛❛✱ ❛" ✐! ✐" ✉♥❞❡2❧✐♥❡❞ !❤❛♥

❙2❛✛❛ ✐" ♥♦! ♠❛❦✐♥❣ ❛♥② ❛""✉♠♣!✐♦♥ ♦♥ 2❡!✉2♥" !♦ "❝❛❧❡ ✐♥  ❈▼❈✳
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❚❛❜❧❡ ✹✳✹✿ +,♦❝❡//❡/ ✐♥ 2❤❡ /✐♠♣❧❡ ❈♦,♥✲❚✉♥❛ ▼♦❞❡❧ ✭/✐♠♣❧✐✜❝❛2✐♦♥ ❢,♦♠ ❊,✲

,❡②❣❡,/✱ ✷✵✶✹✮

■♥♣✉2/ ❖✉2♣✉2/

❈♦,♥ ❚✉♥❛ ▲❛❜♦, ❈♦,♥ ❚✉♥❛

❈♦,♥ ♣,♦❝❡// a11 0 l1 → b11 0
❲✐❧❞ ❚✉♥❛ ▼❡2❤♦❞ a21 0 1 → 0 b22,t (Pt)

❋❛,♠❡❞ ❚✉♥❛ ▼❡2❤♦❞ a31 a32 1 → 0 b32

❋♦, 2❤❡ ❲✐❧❞ ❚✉♥❛ ▼❡2❤♦❞✱ 2❤❡ /2♦❝❦ ♦❢ 2✉♥❛ ✐♥ 2❤❡ /❡❛ ❞❡♣❡♥❞/ ♦♥ ✜/❤❡,②

❛♥❞ ♦♥ ♣♦♣✉❧❛2✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝/✳ ❚❤❡ ,❡❧❛2✐♦♥ ❜❡2✇❡❡♥ 2❤❡ ✐♥❝,❡❛/❡ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛2✐♦♥

n ❛♥❞ 2❤❡ ♣♦♣✉❧❛2✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ 2✉♥❛ ✐♥ 2❤❡ /❡❛ P ✐/ ❞❡/❝,✐❜❡❞ ❜② ❡L✉❛2✐♦♥ ✹✳✼✹✿

f (P ) = k1P (L− P ) ✭✹✳✼✹✮

❲✐2❤ L 2❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦♣✉❧❛2✐♦♥ ❧❡✈❡❧❀ 2❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ /✉/2❛✐♥❛❜❧❡ ②✐❡❧❞

✐/ ❡L✉❛❧ 2♦ k1
(

L
2

)2
✳ ❚❤❡ ,❡❧❛2✐♦♥ ❜❡2✇❡❡♥ 2❤❡ ❝❛2❝❤ ♣❡, ✜/❤❡,♠❡♥ ❛♥❞ 2❤❡

♣♦♣✉❧❛2✐♦♥ P ✐/ ❞❡/❝,✐❜❡❞ ❜② ❡L✉❛2✐♦♥ ✹✳✼✺✿

b22,t (Pt) = k2Pt ✭✹✳✼✺✮

❲✐2❤ k1 ❛♥❞ k2 2✇♦ ♣♦/✐2✐✈❡ ❝♦♥/2❛♥2/✳ ❚❤❡/❡ 2✇♦ ❡L✉❛2✐♦♥/ ❛,❡ 2❤❡ /❛♠❡

❛/ ✐♥ ❊,,❡②❣❡,/✬ ♠♦❞❡❧ ✭❊,,❡②❣❡,/✱ ✷✵✶✹❀ ❙❝❤❛❡✛❡,✱ ✶✾✺✹❀ ●♦,❞♦♥✱ ✶✾✺✹✮✳ ❚❤❡

✇❤♦❧❡ ❝❛2❝❤✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛/ 2❤❡ ❝❛2❝❤ ♣❡, ✜/❤❡,♠❡♥ ♠✉❧2✐♣❧✐❡❞ ❜② 2❤❡ ❛❝2✐✈✐2② ❧❡✈❡❧

♦❢ 2❤❡ ❲✐❧❞ ❚✉♥❛ ▼❡2❤♦❞ ✭❡L✉❛❧ 2♦ 2❤❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✜/❤❡,♠❡♥✮✱ ✐/

/✉/2❛✐♥❛❜❧❡ ✐❢ ✐2 ✐/ ❧♦✇❡, ♦, ❡L✉❛❧ 2♦ 2❤❡ ✐♥❝,❡❛/❡ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛2✐♦♥✿

y2,tb22,t ≤ k1Pt (L− Pt) ✭✹✳✼✻✮

❚❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ✜/❤❡,♠❡♥ ✐/ 2❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ,❡❧❛2✐♦♥ ✹✳✼✼✿

ymax
2,t =

k1L

2k2
✭✹✳✼✼✮

❲❡ ❝❛♥ 2❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇ ❊,,❡②❣❡,/ /❛②✐♥❣ 2❤❛2 ✏❛♥② ❝❛2❝❤ ❜❡❧♦✇ 2❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

/✉/2❛✐♥❛❜❧❡ ②✐❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ /✉/2❛✐♥❡❞ ❡✐2❤❡, ❜② ❛ ❧❛,❣❡ ♣♦♣✉❧❛2✐♦♥ ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛ ❧♦✇

❡✛♦,2 ❧❡✈❡❧✮ ♦, ❜② ❛ /♠❛❧❧ ♣♦♣✉❧❛2✐♦♥ ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛ ❤✐❣❤ ❡✛♦,2 ❧❡✈❡❧✮✑ ✭❊,,❡②❣❡,/✱

✷✵✶✹✮✳

✸✹

❚❤❡ L✉❛♥2✐2② ❡L✉❛2✐♦♥/ ❛,❡ 2❤❡♥✿

✸✺

y1,tb11 = y1,ta11 + y2,ta21 + y3,ta31 + d1,t ✭✹✳✼✽✮

✸✹

❍❡♥❝❡ $❤❡&❡ ❛&❡ $✇♦ ♣♦++✐❜❧❡ ❡/✉✐❧✐❜&✐❛✿ $❤❡ ✜&+$ ✭❧❛&❣❡ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥✮ ✐+ +$❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉+❡ ✐❢

$❤❡&❡ ✐+ ❛ +❧✐❣❤$ ✐♥❝&❡❛+❡ ✭&❡❝✐♣&♦❝✳ ❞❡❝&❡❛+❡✮ ♦❢ $❤❡ ❝❛$❝❤✱ $❤❡ ✐♥❝&❡❛+❡ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡

❜✐❣❣❡& ✭&❡❝✐♣&♦❝✳ +♠❛❧❧❡&✮✳ ❚❤❡ +❡❝♦♥❞ ❡/✉✐❧✐❜&✐✉♠ ✐+ ✉♥+$❛❜❧❡✳

✸✺

❍❡&❡ ■ ❞♦ ♥♦$ ❢♦❧❧♦✇ ❊&&❡②❣❡&+✱ ❜❡❝❛✉+❡ ❤❡ ✐+ ❣♦✐♥❣ ❛✇❛② ❢&♦♠ ❛♥ ❛♥❛❧②+✐+ ♦❢ ❛ +②+$❡♠

✐♥ ♦♥❡ ♠♦♠❡♥$ ♦❢ $✐♠❡✱ ✇&✐$✐♥❣ $❤❛$ ♦✉$♣✉$+ ♠✉+$ ❜❡ ❡/✉❛❧ $♦ $❤❡ +✉♠ ♦❢ ❛❣❣&❡❣❛$❡ ✐♥♣✉$+

♦❢ $❤❡ ♥❡①$ ♣❡&✐♦❞ ❛♥❞ ♥❡$ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ $❤❡ ❝✉&&❡♥$ ♣❡&✐♦❞✳
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y2,tb22,t + y4,tb32 = y3,ta32 + d2,t ✭✹✳✼✾✮

❲✐+❤ d1,t ❛♥❞ d2,t +❤❡ ♥❡+ ❞❡♠❛♥❞2 ❢♦5 ❝♦5♥ ❛♥❞ +✉♥❛ ✐♥ ♣❡5✐♦❞ t✱ y1,t +❤❡
❛❝+✐✈✐+② ❧❡✈❡❧ ♦❢ +❤❡ ❝♦5♥ ♣5♦❝❡22 ❛♥❞ y3,t +❤❡ ❛❝+✐✈✐+② ❧❡✈❡❧ ♦❢ +❤❡ ❋❛5♠❡❞ ❚✉♥❛

▼❡+❤♦❞✱ ❡@✉❛❧ +♦ +❤❡ ♥✉♠❜❡5 ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡5 ❢❛5♠❡52✳

■❢ +❤❡ ❛❝+✐✈✐+② ❧❡✈❡❧2 ♦❢ +❤❡ +✇♦ ♣5♦❝❡22❡2 ♦❢ +✉♥❛ ♣5♦❞✉❝+✐♦♥ ❛5❡ ❜♦+❤ 2+5✐❝+❧②

♣♦2✐+✐✈❡ ✭y2 > 0✱ y3 > 0✮✱ ❛ 5❡♥+ ❤❛2 +♦ ❛5✐2❡✳ ❍❡5❡ ✇❡ +♦✉❝❤ ❛ ✈❡5② ✐♠♣♦5+❛♥+

♣♦✐♥+✿ ✇❡ ❤❛✈❡ +✇♦ ♠❡+❤♦❞2 ♣5♦❞✉❝✐♥❣ +❤❡ 2❛♠❡ ❣♦♦❞✱ ✇✐+❤ ❞✐✛❡5❡♥+ ♣5♦❞✉❝✲

+✐✈✐+✐❡2✱ 2♦ ❛ 5❡♥+ ♠✉2+ ❛5✐2❡✳ ❍♦✇❡✈❡5✱ ✇❤♦ 2❤♦✉❧❞ ❡❛5♥ +❤❡ 5❡♥+❄ ❙❤♦✉❧❞ ✐+

❜❡ +❤❡ ✇♦5❦❡52✱ ❛♥ ❤②♣♦+❤❡+✐❝❛❧ 2❡❛ ♦✇♥❡5✱ ❛♥ ♦+❤❡5 ❛❣❡♥+❄ ❍❡5❡ ❡①❝❤❛♥❣❡2

❝❛♥♥♦+ ❤❡❧♣ +♦ ❞❡❝✐❞❡ ❤♦✇ +♦ ✇5✐+❡ +❤❡ ❡@✉❛+✐♦♥2✱ ❜❡❝❛✉2❡ ✐+ ❞❡♣❡♥❞2 ♦♥ ❧♦❝❛❧

✐♥2+✐+✉+✐♦♥2✳

▲❡+ ✉2 ❛22✉♠❡ +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥2+✐+✉+✐♦♥❛❧ ❢5❛♠❡✇♦5❦✿

❼ +❤❡ 2❡❛ ✐2 ♥♦+ ♣5✐✈❛+❡❧② ♦✇♥❡❞ 2♦ +❤❡5❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦ 5❡♥+ ♦♥ +❤❡ 2❡❛✳

❼ +❤❡ ✇♦5❦❡52 ❛5❡ ✐♥ ♣♦2✐+✐♦♥ +♦ ❝❛♣+✉5❡ +❤❡ 5❡♥+ ✐❢ ❜♦+❤ ♠❡+❤♦❞2 ♦❢ ♣5♦✲

❞✉❝✐♥❣ +✉♥❛ ❛5❡ ✉2❡❞✳

❇❡2✐❞❡2 +❤❛+✱ ❝♦5♥ ✐2 +❤❡ ♥✉♠❡5❛✐5❡ ✭p1,t = 1✱ ∀t✮✱ ❛♥❞ +❤❡ ♣5♦✜+ 5❛+❡ r ✐2 ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉2 ✇❛② ❝♦♥2+❛♥+ ❛♥❞ ✉♥✐❢♦5♠✳

❚❤❡ ♣5✐❝❡ ❡@✉❛+✐♦♥2 ❛5❡ +❤❡♥✱ ✇✐+❤ ✇❛❣❡2 ♣❛✐❞ ❛❢+❡5 +❤❡ ♣5♦❞✉❝+✐♦♥ ♣5♦❝❡22✿

b11 = (1 + r) a11 + l1w ✭✹✳✽✵✮

b22,tp2,t = (1 + r) a21 + w + y2ρt ✭✹✳✽✶✮

b32p2,t = (1 + r) (a31 + a32p2,t) + w + y3ρt ✭✹✳✽✷✮

❲✐+❤ p2,t +❤❡ +✉♥❛ ♣5✐❝❡✱ w +❤❡ ✇❛❣❡✱ ❛♥❞ ρt +❤❡ 5❡♥+ ♦♥ ❧❛❜♦5 ✭✐❢ y3,t = 0
♦5 y2,t = 0✱ ρt = 0✮✳

■❢ y3,t = 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❲✐❧❞ ❚✉♥❛ ❙②2+❡♠✳ ■❢ y2,t = 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❋❛5♠❡❞

❚✉♥❛ ❙②2+❡♠✳ ❆2 ❜♦+❤ 2②2+❡♠2 ❤❛✈❡ +❤❡ 2❛♠❡ 2+❛♥❞❛5❞ 2②2+❡♠✱ +❤❡ ✇❛❣❡

5❛+❡ ✐2 +❤❡ 2❛♠❡ ✐♥ ❜♦+❤ ♦❢ +❤❡♠ ✭♦♥❧② +❤❡ ❝♦5♥ ♣5♦❝❡22 ✐2 ❜❛2✐❝✮✳ ■+ ✐2 +❤❡♥

♣♦22✐❜❧❡ +♦ ❝♦♠♣❛5❡ +❤❡ ♣5✐❝❡ ♦❢ +❤❡ +✉♥❛ ♣5♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❜♦+❤ ❝❛2❡2 ✭+❤❡ ❝❤❡❛♣❡2+

♣5♦❞✉❝❡❞ +✉♥❛ 5❡✈❡❛❧2 +❤❡ ❜❡++❡5 2②2+❡♠✮✳ ❚❤❡5❡ ✐2 ✜♥❛❧❧② ❛ ♣♦22✐❜✐❧✐+② +❤❛+

❜♦+❤ +❡❝❤♥✐@✉❡2 ❛5❡ ✉2❡❞ ❛+ +❤❡ 2❛♠❡ ♣❡5✐♦❞✱ +❤❡ ▼✐①❡❞ ❚✉♥❛ ❙②2+❡♠✿ ✐♥ +❤❛+

❝❛2❡ +❤❡ ❝❤❡❛♣❡2+ +❡❝❤♥✐@✉❡ ❡❛5♥2 +❤❡ ♠❛❥♦5✐+② ♦❢ +❤❡ 5❡♥+✳ ❍❡♥❝❡ +❤❡5❡ ✐2 ❛

♣♦22✐❜✐❧✐+② +❤❛+ +❤❡ ❋❛5♠❡❞ ❚✉♥❛ ▼❡+❤♦❞ ❝❛♣+✉5❡2 +❤❡ ♠❛❥♦5✐+② ♦❢ +❤❡ ❧❛❜♦5

5❡♥+ ✐❢ +❤❡ ♠❡+❤♦❞ ✐2 ❝❤❡❛♣❡5 +❤❛♥ +❤❡ ❲✐❧❞ ❚✉♥❛ ▼❡+❤♦❞✳

■♥ ❛❧❧ ❝❛2❡2✱ +❤❡ ✇❛❣❡ ✐2 ❣✐✈❡♥ ❜②✿

w =
b11 − (1 + r) a11

l1
✭✹✳✽✸✮

■❢ ✇❡ ♦❜2❡5✈❡ ❛ ❲✐❧❞ ❚✉♥❛ ❙②2+❡♠✱ +❤❡ ♣5✐❝❡ ♦❢ +✉♥❛ ✐2 +❤❡♥✿



❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ◆❊❖✲❘■❈❆❘❉■❆◆ ❊❈❖◆❖▼■❈❙ ❆◆❉ ❚❍❊

❊◆❱■❘❖◆▼❊◆❚ ✶✵✾

pW2,t =
1

b22,t

[

(1 + r) a21 +
b11 − (1 + r) a11

l1

]

✭✹✳✽✹✮

■❢ ✇❡ ♦❜.❡/✈❡ ❛ ❋❛/♠❡❞ ❚✉♥❛ ❙②.:❡♠✱ :❤❡ ♣/✐❝❡ ♦❢ :✉♥❛ ✐.✿

pF2,t =
1

b32 − (1 + r) a32

[

(1 + r) a31 +
b11 − (1 + r) a11

l1

]

✭✹✳✽✺✮

❋✐♥❛❧❧② ✐❢ ✇❡ ♦❜.❡/✈❡ ❛ ▼✐①❡❞ ❚✉♥❛ ❙②.:❡♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ :✇♦ ❡E✉❛:✐♦♥. ✭✹✳✽✶

❛♥❞ ✹✳✽✼✮ ✇✐:❤ :✇♦ ✉♥❦♥♦✇♥. ✭p2,t ❛♥❞ zt✮✳ ❚❤✐. ❝❛♥ ❜❡ .♦❧✈❡❞✿

ρt =
b22,t [(1 + r) a31 + w]− [(1 + r) a21 + w] [b32 − (1 + r) a32]

y2 [b32 − (1 + r) a32]− b22,ty3
✭✹✳✽✻✮

pM2,t =
(1 + r) a21 + w + y2ρt

b22,t
✭✹✳✽✼✮

■❢ ✇❡ ✇❛♥: ❛ ♣♦.✐:✐✈❡ /❡♥: ❛♥❞ ✐❢

[b32−(1+r)a32]
y3

≥
b22,t
y2

✱ ✐✳❡✳ ✐❢ :❤❡ ❋❛/♠❡❞

❚✉♥❛ ▼❡:❤♦❞ ✐. ♠♦/❡ ♣/♦❞✉❝:✐✈❡ :❤❛♥ :❤❡ ❲✐❧❞ ❚✉♥❛ ▼❡:❤♦❞✱ :❤❡♥ ✇❡ ♥❡❡❞

:❤❛:

[(1+r)a31+l3w]
[b32−(1+r)a32]

≥
[(1+r)a21+w]

b22,t
✱ ✐✳❡✳ ✇❡ ♥❡❡❞ :❤❛: :❤❡ ✐♥♣✉: ❝♦.:. ♣❡/ ✉♥✐: ♦❢

♦✉:♣✉: ❛/❡ ❤✐❣❤❡/ ✐♥ :❤❡ ❋❛/♠❡❞ ❚✉♥❛ ▼❡:❤♦❞ ✭:❤✐. ✐. ❝♦❤❡/❡♥: ✇✐:❤ :❤❡ ✇❛②

❙/❛✛❛ ❞❡.❝/✐❜❡. ✐♥:❡♥.✐✈❡ /❡♥:✱ ❙/❛✛❛✱ ✶✾✻✵✱ ➓ ✽✼✮✳ ■❢ :❤❡.❡ ❝♦♥❞✐:✐♦♥. ❤♦❧❞✱

:❤❡ ❞❡/✐✈❡❞ ❢✉♥❝:✐♦♥ ♦❢ :❤❡ /❡♥: ρt ❛❧♦♥❣ b22,t ❜❡✐♥❣ ♣♦.✐:✐✈❡✱ :❤❡ /❡♥: ✇✐❧❧ :❤❡♥

✐♥❝/❡❛.❡ ✐❢ :❤❡ ♣♦♣✉❧❛:✐♦♥ ♦❢ :✉♥❛ ✐. ✐♥❝/❡❛.✐♥❣✳ ❙✐♠✐❧❛/❧② ✇❡ ❝❛♥ .❡❡ :❤❛: ✐❢ :❤❡

❛❝:✐✈✐:② ❧❡✈❡❧ ♦❢ :❤❡ ❲✐❧❞ ❚✉♥❛ ▼❡:❤♦❞ ✐♥❝/❡❛.❡.✱ :❤❡ /❡♥: ❣♦❡. ❞♦✇♥ ❛♥❞ ✐❢

:❤❡ ❛❝:✐✈✐:② ❧❡✈❡❧ ♦❢ :❤❡ ❋❛/♠❡❞ ❚✉♥❛ ▼❡:❤♦❞ ✐♥❝/❡❛.❡.✱ :❤❡ /❡♥: ❣♦❡. ✉♣✳

✹✳✹✳✸✳✸ ❆ ♥✉♠❡(✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡

◆♦✇ ❧❡:✬. ❤❛✈❡ ❛ ♥✉♠❡/✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✺✿ O/♦❝❡..❡. ✐♥ :❤❡ .✐♠♣❧❡ ❈♦/♥✲❚✉♥❛ ▼♦❞❡❧ ✲ ♥✉♠❡/✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ✭.✐♠✲

♣❧✐✜❝❛:✐♦♥ ❢/♦♠ ❊//❡②❣❡/.✱ ✷✵✶✹✮

■♥♣✉:. ❖✉:♣✉:.

❈♦/♥ ❚✉♥❛ ▲❛❜♦/ ❈♦/♥ ❚✉♥❛

2 0 1 → 10 0
1 0 1 → 0 b22,t (Pt)
✶ 1 1 → 0 10

❲❛❣❡ ✐. ♥♦✇ ❛❧✇❛②. ❡E✉❛❧ :♦✿

w = 8− 2r ✭✹✳✽✽✮

■❢ ✇❡ ♦❜.❡/✈❡ ❛ ❲✐❧❞ ❚✉♥❛ ❙②.:❡♠✱ :❤❡ ♣/✐❝❡ ♦❢ :✉♥❛ ✐.✿
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pW2,t =
9− r

b22,t
✭✹✳✽✾✮

■❢ ✇❡ ♦❜.❡/✈❡ ❛ ❋❛/♠❡❞ ❚✉♥❛ ❙②.:❡♠✱ :❤❡ ♣/✐❝❡ ♦❢ :✉♥❛ ✐.✿

pF2,t = 1 ✭✹✳✾✵✮

❋✐♥❛❧❧② ✐❢ ✇❡ ♦❜.❡/✈❡ ❛ ▼✐①❡❞ ❚✉♥❛ ❙②.:❡♠✱ :❤❡ ♣/✐❝❡ ♦❢ :✉♥❛ ❛♥❞ :❤❡ /❡♥:

❛/❡✿

ρt =
(b22,t − 9 + r) (9− r)

y2 (9− r)− y3b22,t
✭✹✳✾✶✮

pM2,t =
9− r + y2ρt

b22,t
✭✹✳✾✷✮

❚❤❡.❡ /❡.✉❧:. ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ :❤❡ ❝❛:❝❤ ❢✉♥❝:✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦.❡ :❤❛: ✇❡ ❤❛✈❡ k1 =
1/100000 ❛♥❞ k2 = 1/1000✱ ✇✐:❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦♣✉❧❛:✐♦♥ ♦❢ L = 20000✳ ❚❤❡

❛✈❡/❛❣❡ ❝❛:❝❤ ♣❡/ ✇♦/❦❡/ ✐. :❤❡♥ b22,t = Pt/1000✳ ■❢ :❤❡ ❲✐❧❞ ❚✉♥❛ ▼❡:❤♦❞ ✐.

:❤❡/❡❢♦/❡ ✉.❡❞✱ ❛♥❞ ✐❢ :❤❡ :✉♥❛ ♣♦♣✉❧❛:✐♦♥ ✐. ❞❡❝/❡❛.✐♥❣✱ :❤❡ ❝❛:❝❤ ♣❡/ ✜.❤❡/♠❛♥

✇✐❧❧ ❞❡❝/❡❛.❡ ❛♥❞ :❤❡ ♣/✐❝❡ ♦❢ :✉♥❛ ✇✐❧❧ ✐♥❝/❡❛.❡✳ ◆❡✐:❤❡/ :❤❡/❡ ❛/❡ ❍♦:❡❧❧✐♥❣✬.

/✉❧❡ ♥♦/ ❡L✉✐❧✐❜/✐✉♠ ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ :❤✐. ✐. ❥✉.: ❛ :❡❝❤♥✐❝❛❧ /❡❧❛:✐♦♥.❤✐♣ ❜❡:✇❡❡♥ :❤❡

♣❤②.✐❝❛❧ ❞❛:❛✳

❚❤❡/❡ ❛/❡ :❤❡♥ :✇♦ ♣♦..✐❜✐❧✐:✐❡.✿

✶✳ ❊✐:❤❡/ :❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❝:✐✈✐:② y2 ✐. ❛: .✉❝❤ ❧❡✈❡❧ :❤❛: :❤❡ ❝❛:❝❤ ✐. ❜❡❧♦✇ ♦/

❡L✉❛❧ :♦ :❤❡ .✉.:❛✐♥❛❜❧❡ ❝❛:❝❤ c∗t = Pt (20000− Pt) /100000✳ ❋♦/ ✐♥.:❛♥❝❡✱
✐❢ Pt = 15000✱ ✇❡ ❤❛✈❡ c∗t = 750✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❝:✐✈✐:② ❧❡✈❡❧ ✐. :❤❡♥

y2 = c∗t /b22,t = 50✳ ■❢ :❤❡ ❛♠♦✉♥: ♦❢ ✜.❤❡/♠❛♥ ✐. ❡L✉❛❧ ♦/ ❧♦✇❡/ :❤❛♥ 50✱
:❤❡ /❡.♦✉/❝❡ ✐. /❡♥❡✇❛❜❧❡✳ ❆. ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ :❤❡ ❛♠♦✉♥: ♦❢ ✜.❤❡/♠❛♥ ✐.

y2 = 30✱ ✐♥ :❤❡ ♥❡①: ♣❡/✐♦❞✱ ♣♦♣✉❧❛:✐♦♥ ♦❢ :✉♥❛ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡L✉❛❧ :♦ Pt+1 =
Pt + k1Pt (L− Pt) − y2k2Pt = 15300✳ ■❢ :❤❡ ❲✐❧❞ ❚✉♥❛ ▼❡:❤♦❞ ✐. :❤❡

♦♥❧② ♠❡:❤♦❞ ✉.❡❞✱ ✇✐:❤ ❝♦♥.:❛♥: ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❝:✐✈✐:✐❡. ❛♥❞ ❛ ❝♦♥.:❛♥: /❛:❡

♦❢ ♣/♦✜:✱ :❤❡ ♣/✐❝❡ ♦❢ :✉♥❛ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧♦✇❡/ ✐♥ :❤❡ ♥❡①: ♣❡/✐♦❞✳ ❋♦/ ✐♥.:❛♥❝❡✱

✇✐:❤ r = 10/100✱ ✇❡ ❤❛✈❡ pW2,t = 89/150 ∼ 0.59 ❛♥❞ pW2,t+1 = 89/153 ∼

0.58✳ ■❢ ✇❡ ♦❜.❡/✈❡ ❛ ▼✐①❡❞ ❚✉♥❛ ❙②.:❡♠✱ :❤❡ /❡♥: ❝♦✉♥:❡/❜❛❧❛♥❝❡. :❤❡

❞❡❝/❡❛.❡ ♦❢ :❤❡ ♣/✐❝❡✳ ■❢ y3 = 1✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ρt = 5429/25200 ∼ 0.22 ❛♥❞

ρt+1 = 5696/25170 ∼ 0.23 ❛♥❞ :❤❡ ♣/✐❝❡ ♦❢ :✉♥❛ ✐♥❝/❡❛.❡. .❧✐❣❤:❧②✿ pM2,t =

2581/2520 ∼ 1.024 ❛♥❞ pM2,t+1 = 43877/42789 ∼ 1.025✳ ❚❤✐. ♠♦✈❡♠❡♥:

♦❢ ♣♦♣✉❧❛:✐♦♥✱ ♣/✐❝❡ ❛♥❞ /❡♥: ✇✐❧❧ ❝♦♠❡ :♦ ❛♥ ❡♥❞ ✇❤❡♥ :❤❡ ♣♦♣✉❧❛:✐♦♥

/❡❛❝❤❡. ✐:. ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡✈❡❧✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ P∞ = L✳ ❚❤❡ ♣/✐❝❡ ♦❢ :✉♥❛ ✇✐❧❧

:❤❡♥ ❜❡ ✐♥ :❤❡ ❲✐❧❞ ❚✉♥❛ ❙②.:❡♠ ❡L✉❛❧ :♦✿ pW2,∞ = 89/200 = 0.445 ❛♥❞

✐♥ :❤❡ ▼✐①❡❞ ❚✉♥❛ ❙②.:❡♠ :❤❡ /❡♥: ✇✐❧❧ ❜❡ ❡L✉❛❧ :♦ ρ∞ ∼ 0.4 ❛♥❞ :❤❡

♣/✐❝❡ ♦❢ :✉♥❛ ❡L✉❛❧ :♦ pM2,∞ ∼ 1.045✳

✷✳ ❖/ :❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❝:✐✈✐:② ✐. ✉♥.✉.:❛✐♥❛❜❧❡✱ ✐✳❡✳ ❤✐❣❤❡/ :❤❛♥ :❤❡ .✉.:❛✐♥❛❜❧❡

♦♥❡✳ ❆. ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇✐:❤ Pt = 15000✱ :❤❡ ❝❛:❝❤ ✐. .❡: :♦ ct = 1500✳
❚❤❡ ❛❝:✐✈✐:② ❧❡✈❡❧ ✐. :❤❡♥ y2 = ct/b22,t = 100 ❛♥❞ ✐♥ :❤❡ ♥❡①: ♣❡/✐♦❞✱
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♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ ♦❢ &✉♥❛ ✇✐❧❧ ❞❡❝.❡❛/❡ &♦ Pt+1 = 14250✳ ■❢ &❤❡ ❲✐❧❞ ❚✉♥❛

▼❡&❤♦❞ ✐/ &❤❡ ♦♥❧② ♠❡&❤♦❞ ✉/❡❞✱ ❛❧❧ ♦&❤❡. &❤✐♥❣/ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥/&❛♥&✱ &❤❡ ♣.✐❝❡

♦❢ &✉♥❛ ✇✐❧❧ ❜❡ ❤✐❣❤❡. ✐♥ &❤❡ ♥❡①& ♣❡.✐♦❞✳ ❋♦. ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇✐&❤ r = 10/100✱
✇❡ ❤❛✈❡ pW2,t = 89/150 ∼ 0.59 ❛♥❞ pW2,t+1 = 890/1425 ∼ 0.62✳ ■❢ ✇❡

♦❜/❡.✈❡ ❛ ▼✐①❡❞ ❚✉♥❛ ❙②/&❡♠✱ &❤❡ .❡♥& ❝♦✉♥&❡.❜❛❧❛♥❝❡/ &❤❡ ✐♥❝.❡❛/❡ ♦❢

&❤❡ ♣.✐❝❡✳ ■❢ y3 = 1✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ρt = 5429/87500 ∼ 0.06 ❛♥❞ ρt+1 =
9523/175150 ∼ 0.05 ❛♥❞ &❤❡ ♣.✐❝❡ ♦❢ &✉♥❛ /❧✐❣❤&❧② ❞❡❝.❡❛/❡/✿ pM2,t =

8811/8750 ∼ 1.007 ❛♥❞ pM2,t+1 = 334818/332785 ∼ 1.006✳ ❚❤✐/ ♠♦✈❡♠❡♥&

♦❢ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥✱ ♣.✐❝❡/ ❛♥❞ .❡♥& ✇✐❧❧ ❝♦♠❡ &♦ ❛♥ ❡♥❞ ✐❢ &❤❡ ✐♥❝.❡❛/❡ ♦❢ &❤❡

♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡/ ❡@✉❛❧ &♦ &❤❡ ❝❛&❝❤✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ k1Pt (L− Pt) = y2k2Pt✳

■♥ ♦✉. ❝❛/❡✱ &❤❡ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ ✇✐❧❧ ❞❡❝.❡❛/❡ ✉♥&✐❧ P = L/2✱ ❛♥❞ &❤❡♥ ✇✐❧❧ ❜❡

❦❡♣& ❛& &❤✐/ ❧❡✈❡❧✳ ❆& &❤✐/ ❧❡✈❡❧ &❤❡ ♣.✐❝❡ ♦❢ &✉♥❛ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥ &❤❡ ❲✐❧❞ ❚✉♥❛

❙②/&❡♠ ❡@✉❛❧ &♦✿ pW2,∞ = 89/100❀ ✐♥ &❤❡ ▼✐①❡❞ ❚✉♥❛ ❙②/&❡♠ &❤❡ .❡♥& ✇✐❧❧

❜❡ ❡@✉❛❧ &♦ ρ∞ ∼ 0.011 ❛♥❞ &❤❡ &✉♥❛ ♣.✐❝❡ ❡@✉❛❧ &♦ pM2,∞ ∼ 1.001✳ ❇✉&

&❤❡.❡ ✐/ &❤❡ ♣♦//✐❜✐❧✐&② &❤❛& &❤❡ ♥✉♠❜❡. ♦❢ ✜/❤❡.♠❡♥ ✐/ /♦ ❤✐❣❤ &❤❛& &❤❡

✐♥❝.❡❛/❡ ♦❢ &✉♥❛ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ ✇✐❧❧ ♥❡✈❡. ❜❡ ❡@✉❛❧ &♦ &❤❡ ❝❛&❝❤✿ &❤✐/ ♦❝❝✉./
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✷✳ ❊❝♦♥♦♠② ✐+ ♥♦, ❥✉+, ❛❜♦✉, ♣2♦❞✉❝,✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐,✐❡+✱ ❜✉, ❛❧+♦ ❛❜♦✉,
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❛♣❛2, ❢2♦♠ ,❤❡ ❡♥❡2❣② +♣❡♥, ♣2♦❞✉❝✐♥❣ ,❤✐+ +❡2✈✐❝❡✳ ❚❤❡ ♣♦❧✐,✐❝❛❧ +,2✉❣✲

❣❧❡ ❛❜♦✉, ,❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ +❡2✈✐❝❡+ +✉❝❤ ❛+ ❤✉♠❛♥ ❧❛❜♦2 ♦2 ❝❛♣✐,❛❧ ❛♥❞ ❧❛♥❞

❧♦❛♥+ ✐+ ♥♦, ,❤❡♥ 2❡♣2❡+❡♥,❡❞ ❛♥❞ ,❤❡ ❞✐+,2✐❜✉,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ +✉2♣❧✉+ ❤❛✈❡ ♥♦

✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ,❤❡ ❡♥❡2❣② ♣2✐❝❡✳

▲❡, ✉+ ❞❡+❝2✐❜❡ ,❤✐+ ✢♦✇✲❢✉♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡2❡✱ ❛+ ❛ +,❛2,✐♥❣ ❤②♣♦,❤❡+✐+✱

●❡♦2❣❡+❝✉✲❘♦❡❣❡♥ ❛++✉♠❡+ ,❤❛, ♦♥❧② ❡♥❡2❣② ✐+ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐,❤ ,❤❡ ❡♥✈✐2♦♥✲
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✭ce✮✱ ♠❛,❡2✐❛❧ ✇❛+,❡ ✭w✮ ❛♥❞ ❞✐++✐♣❛,❡❞ ❡♥❡2❣② ✭d✮ ❢2♦♠ ❝❛♣✐,❛❧ ✭k✮ ❛♥❞ ❡♥❡2❣②

✐♥ +✐,✉ ✭es✮❀ ♣2♦❝❡++ 2 ❝2❡❛,❡+ ❝❛♣✐,❛❧✱ ♠❛,❡2✐❛❧ ✇❛+,❡ ❛♥❞ ❞✐++✐♣❛,❡❞ ❡♥❡2❣②

❢2♦♠ ❝♦♥,2♦❧❧❡❞ ❡♥❡2❣② ❛♥❞ 2❡❝②❝❧❡❞ ♠❛,,❡2 ✭rm✮❀ ♣2♦❝❡++ 3 ❝2❡❛,❡+ ❝♦♥+✉♠♣✲

,✐♦♥ ❣♦♦❞+ ✭c✮✱ ♠❛,❡2✐❛❧ ✇❛+,❡ ❛♥❞ ❞✐++✐♣❛,❡❞ ❡♥❡2❣② ❢2♦♠ ❝♦♥,2♦❧❧❡❞ ❡♥❡2❣②✱

❝❛♣✐,❛❧ ❛♥❞ 2❡❝②❝❧❡❞ ♠❛,,❡2❀ ♣2♦❝❡++ 4 ❝2❡❛,❡+ 2❡❝②❝❧❡❞ ♠❛,,❡2 ❛♥❞ ❞✐++✐♣❛,❡❞

❡♥❡2❣② ❢2♦♠ ❝♦♥,2♦❧❧❡❞ ❡♥❡2❣② ❛♥❞ ❝❛♣✐,❛❧❀ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ♣2♦❝❡++ 5 ✐+ ,❤❡ ♣2♦❝❡++

♦❢ ❝♦♥+✉♠♣,✐♦♥✱ ❝2❡❛,✐♥❣ ♦♥❧② ♠❛,❡2✐❛❧ ✇❛+,❡ ❛♥❞ ❞✐++✐♣❛,❡❞ ❡♥❡2❣② ❢2♦♠ ❝♦♥✲

,2♦❧❧❡❞ ❡♥❡2❣② ❛♥❞ ❝❛♣✐,❛❧✳ ❆❧❧ ♣2♦❝❡++❡+ ❛2❡ ✉+✐♥❣ ❢✉2,❤❡2♠♦2❡ ,❤❡ +,♦❝❦+ ♦❢

❈❛♣✐,❛❧ ❊N✉✐♣♠❡♥, ✭K✮✱ W❡♦♣❧❡ ✭H✮ ❛♥❞ ❘✐❝❛2❞✐❛♥ ▲❛♥❞ ✭L✮✳
❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ 2❡♣2❡+❡♥,❡❞ ❧✐❦❡ ,❤✐+✱ ✇✐,❤ A ,❤❡ ✐♥♣✉, ♠❛,2✐① ❛♥❞ B ,❤❡

♦✉,♣✉, ♠❛,2✐①✱ ♣2♦❝❡++❡+ ✐♥ ❝♦❧✉♠♥ ❛♥❞ 2❡+♦✉2❝❡+ ✐♥ 2♦✇✿
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❡①♣❡♥❞✐ ✉4❡0 ♦❢ ✜♥✐ ❡✱ ❝♦0 ❧② 0♦✉4❝❡0 ♦❢ ❧♦✇✲❡♥ 4♦♣② ❡♥❡4❣②✑ ✭❈❧❡✈❡❧❛♥❞ ❛♥❞ ❘✉ ❤✱ ✶✾✾✼✮✳

✹

❍❡4❡ ■ ❞✐0❛❣4❡❡ ✇✐ ❤ ●❡♦4❣❡0❝✉✲❘♦❡❣❡♥✿ 0❡4✈✐❝❡0 ♣4♦✈✐❞❡❞ ❜②  ❤❡ ❛❣❡♥ 0 ✭✐✳❡✳ ✏❢✉♥❞0✑ ❢♦4

●❡♦4❣❡0❝✉✲❘♦❡❣❡♥✮ ❤❛✈❡ ✈❛❧✉❡ ✭❛♥❞  ❤✉0 ✐♥✢✉❡♥❝❡  ❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❧❧ ❣♦♦❞0✮ ❜❡❝❛✉0❡  ❤❡ ❛❣❡♥ 0

❝❧❛✐♠% &❤❛& &❤❡② ❤❛✈❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡② ❞♦ ♥♦ ❤❛✈❡ ✈❛❧✉❡ ❜②  ❤❡♠0❡❧✈❡0✱  ❤❡4❡ ✐0 ♥♦ ✐♥ 4✐♥0✐❝ ✈❛❧✉❡

♦❢ 0✉❝❤ 0❡4✈✐❝❡0✿ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✐♠❛❣✐♥❡ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ 0②0 ❡♠ ✇❤❡4❡ 0♦♠❡ ❢✉♥❞0 ❤❛✈❡ ♥♦ ✈❛❧✉❡ ✭❧❛♥❞

❢♦4 ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦4 ❤✉♠❛♥ ❧❛❜♦4 ✐♥ ❝❛0❡ ♦❢ 0❧❛✈❡4②✮✳
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A =









0 ce2 ce3 ce4
k1 0 k3 k4
0 0 0 0
0 rm2 rm3 0









✭✺✳✶✮

B =









ce 0 0 0
0 k 0 0
0 0 c 0
0 0 ✵ rm









✭✺✳✷✮

❚❤❡ ✐♥♣✉/0 ♦❢ /❤❡ ♣3♦❞✉❝/✐♦♥ ♣3♦❝❡00 ❛3❡ 3❡♣3❡0❡♥/❡❞ ✐♥ /❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝/♦3

c✿

c =









ce5
k5
c5
0









✭✺✳✸✮

❚❤❡ ♣3♦❞✉❝/✐♦♥ ♦❢ ♠❛/❡3✐❛❧ ✇❛0/❡ ✐0 3❡♣3❡0❡♥/❡❞ ❜② /❤❡ 3♦✇ ✈❡❝/♦3 w✿

w =
[

w1 w2 w3 0 w5

]

✭✺✳✹✮

❚❤❡ ♣3♦❞✉❝/✐♦♥ ♦❢ ❞✐00✐♣❛/❡❞ ❡♥❡3❣② ✐0 3❡♣3❡0❡♥/❡❞ ❜② /❤❡ 3♦✇ ✈❡❝/♦3 d✿

d =
[

d1 d2 d3 d4 d5
]

✭✺✳✺✮

❚❤❡ ✐♥♣✉/0 ♦❢ ❡♥❡3❣② ✐♥ 0✐/✉ ✐0 3❡♣3❡0❡♥/❡❞ ❜② /❤❡ 3♦✇ ✈❡❝/♦3 es✿

es =
[

es1 0 0 0
]

✭✺✳✻✮

❚❤❡ ❢✉♥❞0 ♦❢ ❈❛♣✐/❛❧✱ C❡♦♣❧❡ ❛♥❞ ▲❛♥❞ ❛3❡ 3❡♣3❡0❡♥/❡❞ ❜② /❤❡ 3♦✇ ✈❡❝/♦30

k✱ h ❛♥❞ l✿

k =
[

K1 K2 K3 K4

]

✭✺✳✼✮

h =
[

H1 H2 H3 H4

]

✭✺✳✽✮

l =
[

L1 L2 L3 L4

]

✭✺✳✾✮

❙/❛3/✐♥❣ ✇✐/❤ ♥❡/ ❡♥❡3❣② ❛♥❛❧②0✐0✱ ●❡♦3❣❡0❝✉✲❘♦❡❣❡♥ /3✐❡0 /♦ ✜♥❞ ❛ ❞❡✜♥✐✲

/✐♦♥ ❢♦3 ♥❡/ ❡♥❡3❣② ✿ ✏❋♦✉3 ♣♦00✐❜❧❡ ❞❡✜♥✐/✐♦♥0 ♦❢ ♥❡/ ❡♥❡3❣② 0❡❡♠ /♦ ❞❡0❡3✈❡

❛//❡♥/✐♦♥✿ ❛✮ ❬ce❪❀ ❜✮ /❤❡ ❞✐✛❡3❡♥❝❡ ❜❡/✇❡❡♥ ❬ce❪ ❛♥❞ /❤❡ ❡♥❡3❣② ❡S✉✐✈❛❧❡♥/ ♦❢

❬k1❪❀ ❝✮ ❬ce5❪❀ ❛♥❞ ❞✮ ❬ce5❪ ♣❧✉0 /❤❡ ❡♥❡3❣② ❡S✉✐✈❛❧❡♥/ ♦❢ ❬k5❪ ❛♥❞ ❬c5❪✑ ✭●❡♦3❣❡0❝✉✲

❘♦❡❣❡♥✱ ✶✾✼✾✮✳ ❉❡✜♥✐/✐♦♥0 ❛✮ ❛♥❞ ❝✮ ❛3❡ ❞✐0❝❛3❞❡❞ ❛♥❞ ❞❡✜♥✐/✐♦♥0 ❜✮ ❛♥❞ ❞✮

❧❡❛❞ /♦ /❤❡ 0❛♠❡ 3❡0✉❧/✳ ❉❡✜♥✐♥❣ ei ❛0 /❤❡ ✏❡♥❡3❣② ❡S✉✐✈❛❧❡♥/ ♣❡3 ✉♥✐/ ♦❢ ✢♦✇

♣3♦❞✉❝/✑ ♦❢ 3❡0♦✉3❝❡ i ❛♥❞ e /❤❡ 3♦✇ ✈❡❝/♦3 ✇✐/❤ ❛❧❧ ei ❛0 ❝♦♠♣♦♥❡♥/0✱ ✇❡ ❝❛♥

✜♥❞ /❤❡ ◆❡/ ❊♥❡3❣② NE ❜② 0♦❧✈✐♥❣ /❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 0②0/❡♠ ♦❢ ❡S✉❛/✐♦♥0✿
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eB = eA+
[

NE 0 0 0
]

✭✺✳✶✵✮

■❢ ✇❡ +,❛,❡ ,❤❛, ,❤❡ ❡♥❡0❣② ❡3✉✐✈❛❧❡♥, ♣❡0 ✉♥✐, ♦❢ ✢♦✇ ♣0♦❞✉❝, ♦❢ ❝♦♥,0♦❧❧❡❞

❡♥❡0❣② ✐+ ❡3✉❛❧ ,♦ ♦♥❡✱ ❡♥❡0❣② ❜❡❝♦♠❡+ ,❤❡ ♥✉♠❡0❛✐0❡ ♦❢ ,❤❡ +②+,❡♠✳ ●❡♦0❣❡+❝✉✲

❘♦❡❣❡♥ ♥♦,❡+ ,❤❛, ✐❢ ,❤❡ ♠❛,❡0✐❛❧ ✇❛+,❡ ✐+ ,♦ ❜❡ ❛❝❝♦✉♥,❡❞✱ ,❤0♦✉❣❤ ❡♥❡0❣②

❡3✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ❛+ ❛ ❥♦✐♥, ♣0♦❞✉❝, ✐♥ ❡❛❝❤ ♣0♦❝❡++✱ ,❤❡ +②+,❡♠ ♦❢ ❡♥❡0❣② ♣0✐❝❡

❜❡❝♦♠❡+ ✉♥❞❡,❡0♠✐♥❡❞ ✭❛+ ,❤❡0❡ ❛0❡ ♠♦0❡ 0❡+♦✉0❝❡+ ,❤❛♥ ♣0♦❝❡++❡+✮✳

●❡♦0❣❡+❝✉✲❘♦❡❣❡♥ ,❤❡♥ ❧♦♦❦+ ❛, ,❤❡ ❣0♦++ ❡♥❡0❣② ❛♥❛❧②+✐+✿ ❤❡0❡ ,❤❡ +②+,❡♠

♦❢ ❡♥❡0❣② ♣0✐❝❡ ✭✇✐,❤ ❛ ♥❡✇ ✈❡❝,♦0 e′✮ ❜❡❝♦♠❡+✿

e′B = e′A+ es ✭✺✳✶✶✮

❚❤❡ ,✇♦ +②+,❡♠+ ✺✳✶✵ ❛♥❞ ✺✳✶✶ ❛0❡ ,❤✉+ ❝❧♦+❡❧② 0❡❧❛,❡❞✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡0❛✐0❡ ✐♥

,❤❡ +❡❝♦♥❞ +②+,❡♠ ✐+ ❣✐✈❡♥ ❜② ,❤❡ ✉♥✐, ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡♥❡0❣② ✐♥ +✐,✉ ✐+ ♠❡❛+✉0❡❞✳

❍❡♥❝❡ ,❤❡ 0❡❧❛,✐♦♥ ❜❡,✇❡❡♥ ❜♦,❤ +②+,❡♠ ✐+ +✐♠♣❧②✿

NE =
es1
e′1

✭✺✳✶✷✮

■♥ ❜♦,❤ ❝❛+❡+✱ ,❤❡ +✉0♣❧✉+ ✐+ ❝♦♥✈❡0,❡❞ ✐♥,♦ ❡♥❡0❣② ❡3✉✐✈❛❧❡♥,✱ ❛♥❞ ,❤❡♥

❞✐+,0✐❜✉,❡❞ ,♦ ,❤❡ ♦✇♥❡0 ♦❢ ,❤❡ ❡♥❡0❣② ✐♥ +✐,✉✳

❚✉0♥✐♥❣ ,♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈❛❧✉❛,✐♦♥✱ ●❡♦0❣❡+❝✉✲❘♦❡❣❡♥ ,❤❡♥ +❛②+ ,❤❛, +❡0✈✐❝❡+✱

❛0✐+✐♥❣ ❢0♦♠ ,❤❡ +,♦❝❦+✱ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡+✳ ❚❤❡ +②+,❡♠ ♦❢ ♣0✐❝❡+ ✐+ ,❤❡♥✿

pA = pB+ pKk+ pHh+ pLl ✭✺✳✶✸✮

●❡♦0❣❡+❝✉✲❘♦❡❣❡♥ ❢✉0,❤❡0 ❛❞❞+ ✏,❤❡ ❡3✉❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ♥❛,✐♦♥❛❧ ❜✉❞❣❡,✑✿

pc = [pKk+ pHh+ pLl]









1
1
1
1









✭✺✳✶✹✮

❚❤✉+ ,❤❡0❡ ✐+ ♥♦ ♣0♦♣♦0,✐♦♥❛❧✐,② ❜❡,✇❡❡♥ ,❤❡ ❡♥❡0❣② +②+,❡♠ ♦❢ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞

,❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ +②+,❡♠ ♦❢ ✈❛❧✉❡✱ ✉♥❧❡++ ,✇♦ ♦❢ ,❤❡ ,❤0❡❡ ❞✐+,0✐❜✉,✐♦♥❛❧ ✈❛0✐❛❜❧❡+

pK ✱ pH ❛♥❞ pL ❛0❡ +❡, ,♦ ③❡0♦✳ ❆♥❞ ▼❛②✉♠✐ ✭✷✵✵✶✱ ♣✳✼✶✮

✺

❢✉0,❤❡0♠♦0❡ +❤♦✇+

,❤❛,✱ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ 0❡♥, R ♦♥ ❡♥❡0❣② ✐♥ +✐,✉✱ ,❤❡0❡ ✐+ ♥♦ ♣0♦♣♦0,✐♦♥❛❧✐,② ❛+ +♦♦♥

❛+ ♦♥❡ ❞✐+,0✐❜✉,✐♦♥❛❧ ✈❛0✐❛❜❧❡ ✐+ ❞✐✛❡0❡♥, ❢0♦♠ ③❡0♦✱ ❜❡❝❛✉+❡ ,❤❡ +②+,❡♠ ♦❢ ♣0✐❝❡

❜❡❝♦♠❡+✿

pA = pB+Res+ pKk+ pHh+ pLl ✭✺✳✶✺✮

✺

▼❛②✉♠✐ ❧♦♦❦) ❛* ❡♠♣✐-✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥) ♦❢ *❤❡ ✢♦✇✲❢✉♥❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❡♦-❣❡)❝✉✲❘♦❡❣❡♥ ❛♥❞

✐♥ ♦-❞❡- *♦ ❞♦ *❤❛*✱ ❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣) *❤❡ ▼✉❧*✐✲❙❝❛❧❡ ■♥*❡❣-❛*❡❞ ❆♥❛❧②)✐) ♦❢ ❙♦❝✐❡*❛❧ ▼❡*❛❜♦❧✐)♠

✭▼❙■❆❙▼✱ ●♦✇❞② ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐) *♦ ❧♦♦❦ ❛* )♦❝✐❡*✐❡) *❤-♦✉❣❤ *❤❡ ❧❡♥) ♦❢ *❤❡✐- ✉)❡

♦❢ ❤✉♠❛♥ ❧❛❜♦- ❛♥❞ ❡①♦❣❡♥♦✉) ❡♥❡-❣②✳ ❚❤❡)❡ *✇♦ ✐♥♣✉*) ❛-❡ ❝♦♥)✐❞❡-❡❞ ❛) ✏♣-✐♠❛-② ✐♥♣✉*)✑✱

❜✉* *❤❡ ❤✉♠❛♥ ❧❛❜♦- ✐) )❡❡♥ ❛) ❛ ❢✉♥❞✱ *❤✉) ✏-❡I✉✐-✐♥❣ ✐♥✈❡)*♠❡♥* ❛* -❡♣-♦❞✉❝*✐♦♥✑ ✭●♦✇❞②

❡* ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ■♥❞❡①❡) )✉❝❤ ❛) ✏*❤❡ )❛*✉-❛*✐♦♥ ✐♥❞❡① ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❧❛❜♦-✑ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞✱ ❛* *❤❡

♥❛*✐♦♥❛❧ ♦- )❡❝*♦-❛❧ ❧❡✈❡❧✳
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❊❈❖◆❖▼■❈❙❄ ✶✶✽

▼❛②✉♠✐ ❛❧)♦ ❝♦♠♣❛-❡) ●❡♦-❣❡)❝✉✲❘♦❡❣❡♥✬) ❛♥❞ ❙-❛✛❛✬) ♠♦❞❡❧) ✭▼❛②✉♠✐✱

✷✵✵✶✱ ♣✳✼✶✲✼✷✱ ▼❛②✉♠✐ ❛♥❞ ❚❛♥✐❦❛✇❛✱ ✷✵✶✷✮✳ ❚❤❡-❡ ❛-❡ C✇♦ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡-❡♥❝❡)✿

❼ ✜①❡❞ ❝❛♣✐C❛❧ ✐) ❛ ❢✉♥❞ ❢♦- ●❡♦-❣❡)❝✉✲❘♦❡❣❡♥✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣-❡❝✐❛C❡) ❛♥❞ ✐)

♥♦✉-✐)❤❡❞ ❜② ❛ )✐♥❣❧❡ ♣-♦❝❡)) ✭❛C ❡❛❝❤ ♣❡-✐♦❞ C❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ C❤❡ ❝❛♣✐C❛❧ ♣-♦✲

❞✉❝❡❞ ✐) ❡J✉❛❧ C♦ p2k✱ ❛♥❞ C❤✐) ✈❛❧✉❡ ✐) ❡J✉❛❧ C♦ C❤❡ ❞❡♣-❡❝✐❛C✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣✐C❛❧

✐❢ ✇❡ ❛-❡ ✐♥ ❛ )C❛C✐♦♥❛-② )C❛C❡✮ ✇❤❡-❡❛) ✐C ✐) ❛ )❡C ♦❢ ❞✐✛❡-❡♥C ❝♦♠♠♦❞✐C✐❡)

❢♦- ❙-❛✛❛ ✭♠❛❝❤✐♥❡) ✇✐C❤ ❞✐✛❡-❡♥C ❛❣❡) ❛-❡ ❞✐✛❡-❡♥C ❝♦♠♠♦❞✐C✐❡)✮✳

❼ ❚❤❡ ♣-♦✜C ✐) )❡❡♥ ❛) ❛ -❡♥C ♦♥ ❝❛♣✐C❛❧✱ ✐♥ ♦-❞❡- C♦ ♣❛② ❢♦- C❤❡ )❡-✈✐❝❡

♦❢ C❤❡ ❝❛♣✐C❛❧ ❢✉♥❞✱ ✇❤❡-❡❛) ✐♥ ❙-❛✛❛ C❤❡ ♣-♦✜C ✐) ❛ -❛C❡ ♦❢ -❡C✉-♥ ❢♦- ❛

♣-♦❝❡)) ✭C❤❡-❡ ✐) ♥♦ ♣❛②♠❡♥C ❢♦- ❛♥② ✏)❡-✈✐❝❡✑✱ C❤❡ ♦-✐❣✐♥ ♦❢ ♣-♦✜C ❧✐❡) ✐♥

C❤❡ ♣-♦❞✉❝C✐♦♥ ♦❢ ❛ )✉-♣❧✉)✱ ❛♥❞ ✐♥ C❤❡ ❝❧❛✐♠ ❢♦- ❛ ♣❛-C ♦❢ C❤✐) )✉-♣❧✉)

❢-♦♠ C❤❡ ❝❛♣✐C❛❧✐)C)✮✳

✺✳✶✳✷ ❈♦"#❛♥③❛

❈♦)C❛♥③❛ ✭✶✾✽✵❀ ✶✾✽✶✮ ❧♦♦❦) ❛C C❤❡ -❡❧❛C✐♦♥ ❜❡C✇❡❡♥ C❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞ C❤❡ ❡♥✲

✈✐-♦♥♠❡♥C ❢-♦♠ C❤❡ ♣♦✐♥C ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ✏❡♥❡-❣②✲✈❛❧✉❡✑✳ ❍❡ ❝♦♥)C-✉❝C) ❛ ♠♦❞❡❧

❞❡)✐❣♥❡❞ C♦ ❝♦♠♣✉C❡ C❤❡ ❝♦)C) ♦❢ C❤❡ ♣-♦❞✉❝C✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❣♦♦❞ ✐♥ C❡-♠) ♦❢ )♦❧❛-

❡♥❡-❣② ✭✇❤✐❝❤ ❤❡ ❝❛❧❧) ❡♠❜♦❞✐❡❞ )♦❧❛- ❡♥❡-❣②✮✳ ❋-♦♠ C❤✐)✱ ❤❡ ✇❛♥C) ❡①♣❧✐❝✐C❧②

C♦ ❝♦♠♣✉C❡ ♣-✐❝❡) ♦❢ ♥❛C✉-❛❧ -❡)♦✉-❝❡)✳

❍❡ ❝❤♦♦)❡) ❛ ❥♦✐♥C ♣-♦❞✉❝C✐♦♥ )②)C❡♠ ✇✐C❤ m ♣-♦❝❡))❡) ❛♥❞ n ❣♦♦❞)✱ ❞❡✜♥❡❞

❜② C❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛❧✉❡ )②)C❡♠✿

E+ eA = eB ✭✺✳✶✻✮

❲✐C❤ A ❛♥❞ B n×m ♠❛C-✐❝❡) ♦❢ ❝♦♥)C❛♥C C❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥C) ❝♦--❡)♣♦♥❞✲

✐♥❣ -❡)♣❡❝C✐✈❡❧② C♦ C❤❡ ✐♥♣✉C) ❛♥❞ C❤❡ ♦✉C♣✉C)✱E C❤❡ m ❧✐♥❡ ✈❡❝C♦- ♦❢ ❞✐-❡❝C

)♦❧❛- ❡♥❡-❣② ✐♥♣✉C) ❛♥❞ e C❤❡ n ❧✐♥❡ ✈❡❝C♦- ♦❢ ♣-✐❝❡) ✐♥ C❡-♠) ♦❢ ❡♥❡-❣②✲✈❛❧✉❡✳

■❢ m = n✱ ✇❡ ❝❛♥ )♦❧✈❡ C❤❡ )②)C❡♠ ✿

e = E (B−A)
−1

✭✺✳✶✼✮

❲❡ ❝❛♥ )❡❡ C❤❛C ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐C❤ ❙-❛✛❛✬) )②)C❡♠ ✇❤❡♥ w = 1 ❛♥❞

π = 0✳ ❚❤❡ ♣-♦❜❧❡♠ ✐) C❤❛C ❈♦)C❛♥③❛✬) )②)C❡♠ ❞♦❡) ♥♦C ❛❧✇❛②) ❝♦♠♣✉C❡ ♦♥❧②

♣♦)✐C✐✈❡ ♣-✐❝❡)✿ ✐♥ )✐♥❣❧❡ ♣-♦❞✉❝C✐♦♥ )②)C❡♠)✱ C❤❡ ♦♥❧② ♣♦)✐C✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥C) ♦❢

♠❛C-✐① B−A ❛-❡ ♦♥ C❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧✱ ❛♥❞ C❤✐) ✐) ✇❤② C❤❡ ✐♥✈❡-)❡ ♠❛C-✐① ✐)

❛❧✇❛②) ♣♦)✐C✐✈❡✳ ■♥ ❥♦✐♥C ♣-♦❞✉❝C✐♦♥ )②)C❡♠)✱ ✇❡ ❝❛♥ ❢♦✉♥❞ ♣♦)✐C✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥C)

❛)✐❞❡ ❢-♦♠ C❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧✳

■♥ ❛ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ❈♦)C❛♥③❛ ❛♥❞ ◆❡✐❧❧ ✭✶✾✽✹✮ ❛❞♦♣C ❛ ❧✐♥❡❛- ♣-♦❣-❛♠♠✐♥❣

♣♦✐♥C ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❚❤❡② ❛))✉♠❡ C❤❛C ❡❝♦)②)C❡♠) ✇❛♥C C♦ ♠❛①✐♠✐③❡ C❤❡✐- )✉-♣❧✉)✱

✈❛❧✉❡❞ ✐♥ C❡-♠) ♦❢ ❡♥❡-❣②✲♣-✐❝❡✿

eY ✭✺✳✶✽✮

❲✐C❤ Y C❤❡ ✈❡❝C♦- ♦❢ ♥❡C ❡①♣♦-C)✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉) ✇❛② ❛♥❞ ❡①♣-❡))❡❞

✐♥ ♣❤②)✐❝❛❧ J✉❛♥C✐C✐❡)✱ ❦♥♦✇✐♥❣ C❤❛C ✿
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e (B−A) ≤ E ✭✺✳✶✾✮

e ≥ 0 ✭✺✳✷✵✮

❚❤❡ ✐♥✐-✐❛❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡♥❡2❣② ✭E✮ ✐5 ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉5 ✇❛② ✭❛5 ❛2❡ ❣✐✈❡♥

✐♥✐-✐❛❧ :✉❛♥-✐-✐❡5 Q̄ ✐♥ -❤✐5 ❦✐♥❞ ♦❢ ♥❡♦❝❧❛55✐❝❛❧ 5②5-❡♠5✮✱ ❡♥❡2❣②✲♣2✐❝❡5 ✭e✮ 2❡♣✲

2❡5❡♥-5 5❝❛2❝✐-② ✐♥❞❡①❡5 ✭❧✐❦❡ 2❡♥-✲♣2✐❝❡5 r✮ ✐♥ 2❡❧❛-✐♦♥ -♦ ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉5 ❞❡♠❛♥❞

✭Y✮ ✭❡:✉✐✈❛❧❡♥- -♦ ❞❡♠❛♥❞ p̄✮ ❛♥❞ -❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ 2❡✈❡♥✉❡ ♠❛①✐♠✐③❛-✐♦♥ ❛❧❧♦✇5 -❤❡

❝❤♦✐❝❡ ♦❢ -❤❡ ❜❡5- ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ -❡❝❤♥✐:✉❡5✳ ❚❤✐5 ♠♦❞❡❧ ✐5 ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦2 ❛♥ ❡❝♦5②5-❡♠

✇✐-❤♦✉- ❛♥② ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣2♦❝❡55✳

❍♦✇❡✈❡2✱ 5♦♦♥ -❤❡2❡❛❢-❡2✱ ❈♦5-❛♥③❛ ❛♥❞ ❍❛♥♥♦♥ ✭✶✾✽✾✮ ❣♦ ❜❛❝❦ -♦ ❛ 5②5-❡♠

✇❤❡2❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ ❡♥✈✐2♦♥♠❡♥-❛❧ ♣2♦❝❡55❡5 ❛2❡ ✐♥-❡2❞❡♣❡♥❞❡♥-✱ ✇✐-❤ ❛❣❛✐♥

❡:✉❛-✐♦♥ ✺✳✶✻✳ ❚❤❡② ❞2❛✇ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣② ❜❡-✇❡❡♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ 5②5-❡♠5

-♦ ❥✉5-✐❢② -❤❡ ❢❛❝- -❤❛- ♣2✐❝❡5 ❛2❡ ✉♥✐:✉❡ ❢♦2 ❡❛❝❤ ❣♦♦❞ ✇✐-❤✐♥ -❤❡ 5②5-❡♠✱ 5❛②✐♥❣

-❤❛- ❡❝♦5②5-❡♠5 2❡❛❝-5 ❛5 ✐❢ -❤❡② ✇❡2❡ ✐♥ ❛ 5-❛-❡ ♦❢ ♣❡2❢❡❝- ❝♦♠♣❡-✐-✐♦♥✿

✏❢♦2 ❛ 5②5-❡♠ -♦ ❜❡ ❝♦♠♣❡-✐-✐✈❡ ✐♥ -❤✐5 5❡♥5❡✱ ✐- ♠✉5- ❤❛✈❡ ♠❛♥②✱

5♠❛❧❧ ❝♦♥5✉♠❡25 ❛♥❞ ♣2♦❞✉❝❡25 ❡❛❝❤ ♣♦55❡55✐♥❣ ❛❧❧ -❤❡ ❝✉22❡♥- ✐♥✲

❢♦2♠❛-✐♦♥ ❛❜♦✉- -❤❡ ✈❛2✐❛❜❧❡5 ✇❤✐❝❤ ❛✛❡❝- -❤❡♠✳ ❯♥❞❡2 -❤❡5❡ ❝♦♥✲

❞✐-✐♦♥5✱ ♥♦ 5✐♥❣❧❡ ❝♦♥5✉♠❡2 ❝❛♥ ❞✐2❡❝-❧② ❛✛❡❝- -❤❡ ✉♥✐- ✇❡✐❣❤- ♦❢ ❛

❝♦♠♠♦❞✐-②✑ ✭❈♦5-❛♥③❛ ❛♥❞ ❍❛♥♥♦♥✱ ✶✾✽✾✮✳

❆❣❛✐♥ ♥❡❣❛-✐✈❡ ✈❛❧✉❡5 ❝❛♥ -❤❡♥ ❛♣♣❡❛2 ❜❡❝❛✉5❡ ♦❢ ❥♦✐♥- ♣2♦❞✉❝-✐♦♥✱ ❜✉- ✏-❤❡5❡

♥❡❣❛-✐✈❡ ✐♥-❡♥5✐-✐❡5 ❛2❡ ♠♦5- ❧✐❦❡❧② -❤❡ 2❡5✉❧- ♦❢ ♣♦♦2 ❞❛-❛ ♦2 ♣♦♦2 5②5-❡♠

5♣❡❝✐✜❝❛-✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛-❡❞ ❜② ❜❡--❡2 ❞❛-❛ ♦2 ❜❡--❡2 5♣❡❝✐✜❝❛-✐♦♥ ♦❢

-❤❡ 5②5-❡♠✑ ✭❈♦5-❛♥③❛ ❛♥❞ ❍❛♥♥♦♥✱ ✶✾✽✾✮✳

❚❤❡② ❢✉2-❤❡2♠♦2❡ ❝♦♠❡ ✉♣ ✇✐-❤ -❤❡ :✉❡5-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ✈❛❧✉❡ 5②5-❡♠ ✐❢ ♠♦2❡

-❤❛♥ ♦♥❡ ♥❡- ✐♥♣✉- ✐5 ❢♦✉♥❞✿

✏❝♦♥5✐❞❡2 ❛♥ ❡❝♦5②5-❡♠ ✇✐-❤ ❜♦✉♥❞❛2✐❡5 ❞❡✜♥❡❞ 5✉❝❤ -❤❛- -❤❡2❡

❛2❡ ♥❡- ✐♥♣✉-5 ♦❢ ❜♦-❤ 5✉♥❧✐❣❤- ❛♥❞ ✇❛-❡2✳ ■♥ 5✉❝❤ ❛ ❝❛5❡ ✇❡ ✇♦✉❧❞

❝❛❧❝✉❧❛-❡ 5✉♥❧✐❣❤- ✐♥-❡♥5✐-✐❡5 ❛♥❞ ✇❛-❡2 ✐♥-❡♥5✐-✐❡5 ❜✉- ✇❡ ✇♦✉❧❞

❤❛✈❡ ♥♦ ✇❛② ♦❢ ❝♦♠♣❛2✐♥❣ ♦2 ❛❞❞✐♥❣ -❤❡ -✇♦✑ ✭❈♦5-❛♥③❛ ❛♥❞ ❍❛♥✲

♥♦♥✱ ✶✾✽✾✮✳

❚❤❡② ❛❝❝♦2❞✐♥❣❧② ❝❤♦♦5❡ -♦ ❝♦♥5✐❞❡2 -❤❡ ❧❛2❣❡5- 5②5-❡♠ ♣♦55✐❜❧❡✱ ❊❛2-❤✱ ✇❤❡2❡

-❤❡ ♦♥❧② ♥❡- ✐♥♣✉- ✐5 5♦❧❛2 ❡♥❡2❣②✳ ❚❤❡② ❛2❡ -❤❡♥ ❛❜❧❡ -♦ ❝♦♠♣✉-❡ -❤❡ ❡♥❡2❣②✲

♣2✐❝❡ ♦❢ ♦♥❡ ❧✐-❡2 ♦❢ ✇❛-❡2 ❛♥❞ ♦❢ ♦♥❡ ❞♦❧❧❛2 ♦❢ ♠❛♥✉❢❛❝-✉2❡❞ ♣2♦❞✉❝-✳

❙♦♠❡ :✉❡5-✐♦♥5 ✐♠♠❡❞✐❛-❡❧② ❛♣♣❡❛25✿

✶✳ ❲❤② ✐5 ❈♦5-❛♥③❛ ✐♥-❡2❡5-❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡♥❡2❣② -❤❡♦2② ♦❢ ✈❛❧✉❡❄

✷✳ ❍♦✇ ❛♥❞ ✇❤② ❝❛♥ ✇❡ ❝♦♠♣❛2❡ -✇♦ 5②5-❡♠5 ♦❢ ✈❛❧✉❡ ✲ ❡♥❡2❣② ✈❛❧✉❡ ❛♥❞

❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈❛❧✉❡❄
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❊❈❖◆❖▼■❈❙❄ ✶✷✵

✺✳✶✳✷✳✶ ❲❤② ❛♥ ❡♥❡*❣② ,❤❡♦*② ♦❢ ✈❛❧✉❡❄

❊♥❡&❣② ✈❛❧✉❡ ✐. ❥✉.0✐✜❡❞ ❜② ❈♦.0❛♥③❛ ❜❡❝❛✉.❡ ✏0❤❡ ❡❛&0❤✬. ❤②❞&♦❧♦❣✐❝✱ ❣❡♦❧♦❣✐❝

❛♥❞ ♥✉0&✐❡♥0 ❝②❝❧❡.✱ ❛♥❞ ♥❡0 ♣&✐♠❛&② ♣&♦❞✉❝0✐✈✐0② ❛❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ 0❤❡ ♣❧❛♥❡0✬.

♦♥❧② .✐❣♥✐✜❝❛♥0 ♥❡0 ✐♥♣✉0 ✲ .♦❧❛& ❡♥❡&❣② ✲ 0♦ ❞&✐✈❡ 0❤❡♠✑ ✭❈♦.0❛♥③❛ ❛♥❞ ◆❡✐❧❧✱

✶✾✽✶✮❀ 0❤✉.✱ ❡♥❡&❣②✲♣&✐❝❡ ✐. ❛ ♠❡❛.✉&❡ ♦❢ 0❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❢♦& ❡❛❝❤ ❣♦♦❞ ♦♥ 0❤❡

✐♥✐0✐❛❧ ❡♥❡&❣② ✐♥♣✉0✳ ❆❝❝♦&❞✐♥❣ 0♦ ❈♦.0❛♥③❛✱ ❡♥❡&❣② ✐. ❛ ❧✐♠✐0✐♥❣ ❢❛❝0♦&✱ ❜✉0

✐♥ 0❤❡ .❛♠❡ 0✐♠❡ ❛ ❞❡0❡&♠✐♥❛♥0 ❢♦& ❛❝0✐♦♥✿ ✏❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡♥❡&❣② ❜♦0❤ ❧✐♠✐0. ❛♥❞

❣♦✈❡&♥. 0❤❡ .0&✉❝0✉&❡ ♦❢ ❤✉♠❛♥. ❡❝♦♥♦♠②✑ ✭❈♦.0❛♥③❛✱ ✶✾✽✵✮✳ ❇② ❝♦♠♣❛&✐♥❣

0❤❡ ❝♦.0 ♦❢ ♣&♦❞✉❝0✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ❞♦❧❧❛& ✐♥ 0❡&♠. ♦❢ ❡♥❡&❣② ❢♦& ❞✐✛❡&❡♥0 .❡❝0♦&.

♦❢ 0❤❡ ❆♠❡&✐❝❛♥ ❡❝♦♥♦♠②✱ ❤❡ .❤♦✇. 0❤❛0 0❤✐. ❝♦.0 ✐. ❛♣♣&♦①✐♠❛0❡❧② ❝♦♥.0❛♥0✿

0❤❡♥ ❤❡ ❞❡❞✉❝❡. 0❤❛0 ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈❛❧✉❡ ✐. ❝♦&&❡❧❛0❡❞ ✇✐0❤ ❡♥❡&❣② ❝♦♥.✉♠♣0✐♦♥✳

■♥ ❢❛❝0✱ ❤❡ .❤♦✇. 0❤❛0 ❢❛❝0♦&. ♦❢ ♣&♦❞✉❝0✐♦♥. ✭❧❛❜♦&✱ ❝❛♣✐0❛❧✱ ❡❛&0❤✱ ❡♥❡&❣②✮ ❛&❡

✐♥0❡&❞❡♣❡♥❞❡♥0 ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥0❛&②✿ ✇❡ ❝❛♥♥♦0 ❝&❡❛0❡ ✈❛❧✉❡ ✇✐0❤♦✉0 ❡♥❡&❣②✱

0❤❡&❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦0 ❜❡ ❛♥② .✉❜.0✐0✉0✐♦♥ ❜❡0✇❡❡♥✱ ❢♦& ✐♥.0❛♥❝❡✱ ❝❛♣✐0❛❧ ❛♥❞ ❡♥❡&❣②✳

❚❤✐. ✐. ❛ ❞✐.❝&❡❞✐0 ❢♦& 0❤❡ ♥❡♦❝❧❛..✐❝❛❧ 0❤❡♦&② ♦❢ ✈❛❧✉❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛..❡&0. 0❤❛0

♣&✐❝❡. ❛&❡ ❞❡0❡&♠✐♥❡❞ ❜② 0❤❡ ♠❛&❦❡0✿ ❤❡&❡✱ ✈❛❧✉❡. ❝❛♥ ❞✐&❡❝0❧② .♣&✐♥❣. ❢&♦♠

0❤❡ ♠❡0❤♦❞. ♦❢ ♣&♦❞✉❝0✐♦♥✱ ♦♥❝❡ 0❤❡ ❢❛❝0♦& ♦❢ ♣&♦♣♦&0✐♦♥❛❧✐0② ❜❡0✇❡❡♥ ❡♥❡&❣②

❛♥❞ ❞♦❧❧❛& ✈❛❧✉❡ ✐. ❦♥♦✇♥✳ ▼❛&❦❡0 ♣&✐❝❡. .❡❡♠. 0♦ ❣&❛✈✐0❛0❡ ❛&♦✉♥❞ ♣&❡❞❡✜♥❡❞

✈❛❧✉❡.✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ 0❤❡ ❡♥❡&❣② ♥❡❡❞❡❞ ❢♦& 0❤❡ ♣&♦❞✉❝0✐♦♥✱ ✐♥ 0❤❡ 0❤❡♦&②

♦❢ ❈♦.0❛♥③❛✳ ❍❡ ❡✈❡♥ ♠❛❦❡. ❛ ❝❧❡❛& ♣❛&❛❧❧❡❧ ❜❡0✇❡❡♥ ❤✐. 0❤❡♦&② ❛♥❞ 0❤❡ ❧❛❜♦&

0❤❡♦&② ♦❢ ✈❛❧✉❡✿

✏❚❤❡ S✉❡.0✐♦♥ ♠✐❣❤0 ❜❡ ❛.❦❡❞ ✇❤❡0❤❡& 0❤❡ .❛♠❡ 0❤✐♥❣ ✇❡ ❤❛✈❡

❞♦♥❡ ✇✐0❤ ❡♥❡&❣② ❝♦✉❧❞ ♥♦0 ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐0❤ ❛♥② ♦❢ 0❤❡ ♦0❤❡& ❝✉&✲

&❡♥0❧② ❞❡✜♥❡❞ ♣&✐♠❛&② ❢❛❝0♦&. ❛♥❞ 0❤✉. .✉♣♣♦&0 ❝❛♣✐0❛❧✱ ❧❛❜♦&✱ ♦&

❣♦✈❡&♥♠❡♥0 .❡&✈✐❝❡. 0❤❡♦&✐❡. ♦❢ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ❛♥.✇❡& ✐. 0❤❛0 ♦♥ ♣❛♣❡&

0❤✐. ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡✳ ❲❡ ♠✉.0 ❧♦♦❦ 0♦ ♣❤②.✐❝❛❧ &❡❛❧✐0② 0♦ ❞❡0❡&♠✐♥❡

✇❤✐❝❤ ❢❛❝0♦&. ❛&❡ ♥❡0 ✐♥♣✉0. ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛&❡ ✐♥0❡&♥❛❧ 0&❛♥.❛❝0✐♦♥.✳ ◆♦

♦♥❡ ✇♦✉❧❞ .❡&✐♦✉.❧② .✉❣❣❡.0 0❤❛0 ❧❛❜♦& ❝&❡❛0❡. .✉♥❧✐❣❤0✑ ✭❈♦.0❛♥③❛✱

✶✾✽✵✮✳

❈✉&✐♦✉.❧②✱ ❤❡ 0❤❡&❡❢♦&❡ ❡♠♣✐&✐❝❛❧❧② ♣&♦✈❡. 0❤❛0 0❤❡ ❝♦.0 ♦❢ ♣&♦❞✉❝0✐♦♥ 0❤❡♦&② ✐.

❝♦&&❡❝0✱ ❜✉0 ♥❡✈❡&0❤❡❧❡.. .0✐❝❦. 0♦ 0❤❡ ✉0✐❧✐0② 0❤❡♦&② 0♦ ❡①♣❧❛✐♥ ♠❛&❦❡0 ♣&✐❝❡.✳

❚❤✐. ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ✐❢ ✉0✐❧✐0② ✐0.❡❧❢ ✐. &❡❞✉❝❡❞ ✐♥0♦ ❛ S✉❛♥0✐0② ♦❢ ❡♥❡&❣②

✭❇✉&❦❡00✱ ✷✵✵✻✱ ♣✳ ✹✵✮✳ ◆❡✈❡&0❤❡❧❡..✱ ❤❡ ❞♦❡. ♥♦0 .❡❡♠. 0♦ .❡❡ 0❤❡ ❝♦♥✢✐❝0

✇✐0❤ 0❤❡ ♥❡♦❝❧❛..✐❝❛❧ 0❤❡♦&② ♦❢ ✈❛❧✉❡✿ ✏0❤❡&❡ ✐. ♥♦ ✐♥❤❡&❡♥0 ❝♦♥✢✐❝0 ❜❡0✇❡❡♥ ❛♥

❡♠❜♦❞✐❡❞ ❡♥❡&❣② ✭♦& ❡♥❡&❣② ❝♦.0✮ 0❤❡♦&② ♦❢ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ✈❛❧✉❡ 0❤❡♦&✐❡. ❜❛.❡❞ ♦♥

✉0✐❧✐0②✑ ✭❈♦.0❛♥③❛✱ ✶✾✽✵✮✳

✺✳✶✳✷✳✷ ❈♦♠♣❛*✐♥❣ ✷ 7②7,❡♠7 ♦❢ ✈❛❧✉❡

❲❤❛0 ❝❛♥ ✇❡ ❧❡❛&♥ ✇✐0❤ ❡♥❡&❣② ✈❛❧✉❡.❄ ❈♦.0❛♥③❛ ❡①♣❧❛✐♥. 0❤❛0 ✐0 ✇♦✉❧❞ ❜❡

✐♥0❡&❡.0✐♥❣ 0♦ ❣✐✈❡ ❛ S✉❛♥0✐0❛0✐✈❡ ✈❛❧✉❡ 0♦ ♥❛0✉&❡✿ ✏0❤❡ ♣♦0❡♥0✐❛❧ ✉0✐❧✐0② 0♦ ❡♥✲

✈✐&♦♥♠❡♥0❛❧ ♠❛♥❛❣❡&. ❛♥❞ ❞❡❝✐.✐♦♥ ♠❛❦❡&. ♦❢ ❞❡❢❡♥❞❛❜❧❡ ❛♥.✇❡&. 0♦ S✉❡.0✐♦♥.

❧✐❦❡✿ ✇❤❛0 ✐. 0❤❡ 0&✉❡ ❡①0&❛✲♠❛&❦❡0 ✈❛❧✉❡ ♦❢ &❛✐♥❢❛❧❧❄ ♦& ❡❝♦.②.0❡♠ .❡&✈✐❝❡.❄ ♦&

♥♦♥✲&❡♥❡✇❛❜❧❡ &❡.♦✉&❝❡.❄ ✐. ❡♥♦&♠♦✉.✑ ✭❈♦.0❛♥③❛ ❛♥❞ ◆❡✐❧❧✱ ✶✾✽✶✮✳
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❍♦✇ ✐& '❤✐& )✉❛♥'✐'❛'✐✈❡ ❛♥❛❧②&✐& ❜✉✐❧' ✐♥ ❈♦&'❛♥③❛❄ ❋6♦♠ ❛♥ ■♥♣✉'✲❖✉'♣✉'

'❛❜❧❡ ✇✐'❤ '❤❡ ②❡❛6❧② ✢♦✇& ♦❢ ❡♥✈✐6♦♥♠❡♥'❛❧ 6❡&♦✉6❝❡& ✭❜✐♦♠❛&&✱ ♥✐'6♦❣❡♥✱ ❝❛6✲

❜♦♥ ❞✐♦①✐❞❡✱ ♣❤♦&♣❤♦6✉&✱ ✇❛'❡6 ✈❛♣♦6✱ ❧✐)✉✐❞ ✇❛'❡6✱ ❢♦&&✐❧ ❡♥❡6❣②✮✱ ❤❡ ❞❡❞✉❝❡&

'❤❡✐6 ❡♥❡6❣② ♣6✐❝❡&✱ ♦6 '❤❡✐6 &♦❧❛6 ❡♥❡6❣② ❝♦&'& ♦❢ ♣6♦❞✉❝'✐♦♥✳ ■♥ '❤❡ '❛❜❧❡✱ '✇♦

♣6♦❝❡&&❡& ❛6❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♦♥❡& ✿ ❛❣6✐❝✉❧'✉6❛❧ ♣6♦❞✉❝'✐♦♥✱ ✇✐'❤ ❛♥ ♦✉'♣✉' ♠❡❛✲

&✉6❡❞ ✐♥ ♠❛&&✱ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣6♦❞✉❝'✐♦♥✱ ✇✐'❤ ❛♥ ♦✉'♣✉' ♠❡❛&✉6❡❞ ✐♥ ●◆I✱

✐✳❡✳ ✐♥ ❞♦❧❧❛6&✳ ❍❡ ❝❛♥ '❤❡♥ ❝♦♠♣✉'❡ '❤❡ ♣6✐❝❡ ♦❢ '❤❡ ♣6♦❞✉❝'✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ❞♦❧❧❛6

✐♥ '❡6♠& ♦❢ ❡♥❡6❣②✱ ❛♥❞ ❤❡ ❝❛♥ ❣♦ ❜❛❝❦✇❛6❞ '♦ ❝♦♠♣✉'❡ '❤❡ ♣6✐❝❡ ✐♥ ❞♦❧❧❛6 ♦❢

❛❧❧ ♥❛'✉6❛❧ 6❡&♦✉6❝❡&✳

❋♦6 ✐♥&'❛♥❝❡✱ ❤❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣❛6❡ '❤❡ ❡♥❡6❣② ♣6✐❝❡ ♦❢ ❣6❛♠ ♣♦✉♥❞ ♦❢ ♥❛'✉6❛❧

♣6♦❞✉❝'& ❛♥❞ '❤❡ ❡♥❡6❣②✲♣6✐❝❡ ♦❢ ♦♥❡ ❞♦❧❧❛6✿

energy−priceagri

energy−pricedollar
= 39,2

191,2 = 0, 2✳
❲❡ ❣❡' ❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ 6❛'✐♦ ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡&❡ '✇♦ ❣♦♦❞&✱ ✐♥ '❡6♠& ♦❢ ❡♥❡6❣② ❝♦&' ♦❢

♣6♦❞✉❝'✐♦♥✿ ♣6♦❞✉❝'✐♦♥ ♦❢ 0.2 ❞♦❧❧❛6& ❝♦&'& ❛& ♠✉❝❤ ❡♥❡6❣② ❛& '❤❡ ♣6♦❞✉❝'✐♦♥ ♦❢

♦♥❡ ❣6❛♠ ♦❢ ♥❛'✉6❛❧ ♣6♦❞✉❝'&✳ ❆♥❞ ✇❡ ❝❛♥ 6❡✈❡6&❡ ✐'✿ '❤❡ ♣6♦❞✉❝'✐♦♥ ♦❢ 5 ❣6❛♠&

♦❢ ♥❛'✉6❛❧ ♣6♦❞✉❝'& ❝♦&' '❤❡ &❛♠❡ ❛♠♦✉♥' ♦❢ ❡♥❡6❣② ❛& '❤❡ ♣6♦❞✉❝'✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡

❞♦❧❧❛6✳ ❚❤❡ ❞♦❧❧❛6 ✐& ✐♥ '❤✐& &②&'❡♠ ❡)✉✐✈❛❧❡♥' '♦ '❤❡ ❣6❛♠ ✉♥✐'✱ ✐✳❡✳ ❡)✉✐✈❛❧❡♥'

'♦ ❛ ♣❤②#✐❝❛❧ ✉♥✐'✳ ❲❡ ❝❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ '❤❡ )✉❛♥'✐'② ♦♥❡ ❞♦❧❧❛, ✇✐'❤ '❤❡ ♣❤②&✐❝❛❧

)✉❛♥'✐'② ✺ ❣,❛♠# ♦❢ ❛❣,✐❝✉❧2✉,❛❧ ♣,♦❞✉❝2#✳ ❆♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❞♦ '❤❡ &❛♠❡ ❢♦6 ❛❧❧

♦'❤❡6 ♥❛'✉6❛❧ 6❡&♦✉6❝❡&✳ ❚❤❡ ♣6♦❜❧❡♠ ✇✐'❤ '❤✐& ✐& '❤❛' ✐❢ '❤❡ ❡♥❡6❣② ❡✣❝✐❡♥❝②

♦❢ '❤❡ ♣6♦❞✉❝'✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ❞♦❧❧❛6 ✐♥❝6❡❛&❡✱ '❤❡ ✏'6✉❡ ❡①'6❛✲♠❛6❦❡' ✈❛❧✉❡✑ ♦❢ ♥❛'✉6❛❧

6❡&♦✉6❝❡& ✇✐❧❧ ✐♥❝6❡❛&❡✿ ♦♥❡ ❞♦❧❧❛6 ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐'❤ ❧❡&& '❤❛♥ 5 ❣6❛♠& ♦❢

❛❣6✐❝✉❧'✉6❛❧ ♣6♦❞✉❝'✳ ❚❤❡ ♠♦6❡ ✇❡ ❛6❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥' ❢6♦♠ &♦❧❛6 ❡♥❡6❣②✱ '❤❡ ♠♦6❡

♥❛'✉6❛❧ 6❡&♦✉6❝❡& ❜❡❝♦♠❡ ❝♦&'❧②✳ ❚❤✐& ❛♣♣❡❛6& '♦ ❜❡ ❛ ❝❧❡❛6 ❝♦♥'6❛❞✐❝'✐♦♥ ✇✐'❤

'❤❡ ♥❡♦❝❧❛&&✐❝❛❧ ❜❡❧✐❡❢ '❤❛' ✐❢ ❛♥ ✐♥♣✉' ✐& ❧❡&& ✉&❡❞✱ ✐'& ✈❛❧✉❡ ✇✐❧❧ ❞❡❝6❡❛&❡✳

✻

❲❤❛' ♠❡❛♥& '❤❡ ✏'6✉❡ ❡①'6❛✲♠❛6❦❡' ✈❛❧✉❡✑ ❢♦6 ❈♦&'❛♥③❛ ✐& ✉♥❝❧❡❛6✳ ❚❤❡

✐♠♣♦6'❛♥' '❤✐♥❣ '♦ 6❡♠❡♠❜❡6 ✐& '❤❛'✱ ✐♥ '❤✐& ❦✐♥❞ ♦❢ ❛♥❛❧②&✐&✱ ✈❛❧✉❡ ✐& 6❡❧❛'❡❞

'♦ '❤❡ ❡♥❡6❣② ♥❡❡❞❡❞ ❢♦6 ♣6♦❞✉❝'✐♦♥✳ ❚❤❡ 6❡❧❛'✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ '❤❡ ❡♥✈✐6♦♥♠❡♥'

❞❡♣❡♥❞& ♦♥ '❤❡ ♣6♦♣♦6'✐♦♥ ❜❡'✇❡❡♥ ✐'& ❡♥❡6❣② ❝♦♥&✉♠♣'✐♦♥ ❛♥❞ '❤❡ ❡♥❡6❣②

❝♦♥&✉♠♣'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❚❤✐& ✈❛❧✉❡ ❞♦❡& ♥♦' ❡①♣6❡&& '❤❡ 6❡❧❛'✐✈❡ ✐♠♣♦6✲

✻

❲❡ ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ )❤❡ ❝♦❤❛❜✐)❛)✐♦♥ ✐♥ )❤❡ -②-)❡♠ ♦❢ ❈♦-)❛♥③❛ ✭✶✾✽✶❀ ✶✾✽✾✮ ♦❢ ❞♦❧❧❛8✲♣8✐❝❡-

❛♥❞ ❡♥❡8❣②✲♣8✐❝❡- ✐♥ )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

E+ eA = e (DpB) ✭✺✳✷✶✮

❲✐)❤ Dp )❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛)8✐① ❝♦♥)❛✐♥✐♥❣ ✐♥ ❤✐- ♠❛✐♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣8✐❝❡- pii > 0, i = 1, . . . k
✐♥ ❞♦❧❧❛8- ❢♦8 ❡♥ ❞♦❧❧❛8 ❢♦8 ❡❝♦♥♦♠✐❝ 8❡-♦✉8❝❡- ❛♥❞ ♣8✐❝❡- pii = 1, i = k + 1, . . . n ❢♦8
♥❛)✉8❛❧ 8❡-♦✉8❝❡-✳ ❚❤✉- ❡♥❡8❣② ♣8✐❝❡- ❞❡♣❡♥❞- ♦♥ )❤❡ -②-)❡♠ ❝♦♥-✐❞❡8❡❞✱ ❛♥❞ )❤✐- -②-)❡♠

✭)❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥)- ♦❢ ♣8♦❞✉❝)✐♦♥✮ ❝❤❛♥❣❡ ✇❤❡♥ )❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ❞♦❧❧❛8 ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣♦♦❞- ❝❤❛♥❣❡

✭✇❤❡♥ Dp ❝❤❛♥❣❡✮✳

❈♦-)❛♥③❛ ❞♦❡- ♥♦) ✐♥✐)✐❛❧❧② ✇❛♥) )♦ ✇♦8❦ ✇✐)❤ ❞♦❧❧❛8 ✈❛❧✉❡-✿

✏♣❤②-✐❝❛❧ ✢♦✇ ■✲❖ ❞❛)❛ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣8❡❢❡88❡❞ ❢♦8 ❡♠❜♦❞✐❡❞ ❡♥❡8❣② ❝❛❧❝✉❧❛)✐♦♥-✱

❜✉) ❛8❡ ♥♦) ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ )❤❡ 8❡L✉✐8❡❞ ❢♦8♠ ❛) )❤❡ ♥❛)✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧✳ ❈❛❧❝✉❧❛)✐♦♥-

♠❛❞❡ ✇✐)❤ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❞❛)❛ ❛8❡ ♥❡✈❡8)❤❡❧❡-- ✉-❡❢✉❧✱ ❜❡❝❛✉-❡ )❤❡② ②✐❡❧❞ ✐♥❢♦8♠❛)✐♦♥

♦♥ )❤❡ ❞✐8❡❝) ❛♥❞ ✐♥❞✐8❡❝) ❡♥❡8❣② 8❡L✉✐8❡❞ )♦ ♣8♦❞✉❝❡ ❛ ❞♦❧❧❛8✬- ✇♦8)❤ ♦❢ ❡❛❝❤

♦❢ )❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐)✐❡- ✐♥ )❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✑ ✭❈♦-)❛♥③❛✱ ✶✾✽✵✮✳

❇✉) ✇❤❛) ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❤❛♣♣❡♥❡❞ ✐❢ ❡♠❜♦❞✐❡❞ ❡♥❡8❣② ❞❛)❛ ❛8❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦8 ❛❧❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♠✲

♠♦❞✐)✐❡-❄ ❍❡ ✇♦✉❧❞ -)✐❧❧ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❛8❡❞ )❤❡ ❡♥❡8❣② 8❡L✉✐8❡❞ )♦ ♣8♦❞✉❝❡❞ ♦♥❡ ❞♦❧❧❛8✱ ❢♦8 ❡❛❝❤

❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♠♠♦❞✐)②✳
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❊❈❖◆❖▼■❈❙❄ ✶✷✷

"❛♥❝❡ ♦❢ ♦♥❡ )❡*♦✉)❝❡ ✉♣♦♥ ❛♥ ♦"❤❡) ❢♦) "❤❡ ♣)♦❞✉❝"✐♦♥ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈❛❧✉❡✿ ✐❢

♦♥❡ ♥❛"✉)❛❧ )❡*♦✉)❝❡ ✐* ❜❛*✐❝✱ ✐"* ✐♠♣♦)"❛♥❝❡ ❢♦) "❤❡ *②*"❡♠ ✐* ✐♥✜♥✐"❡✳

✺✳✶✳✸ ❈❤"✐$%❡♥$❡♥

❈❤)✐*"❡♥*❡♥ ✭✶✾✽✼✮ "❤✐♥❦* "❤❛" ✏"❤❡ ♥❡❣❡♥")♦♣✐❝ ♠❛"❡)✐❛❧ ❛♥❞ ❡♥❡)❣② ✢♦✇* ❢)♦♠

❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣)♦❞✉❝"✐♦♥ *②*"❡♠* ❬✳✳✳❪ ❛)❡ "❤❡ ")✉❡ ✬❜❛*✐❝*✬ ♦❢ ❡❝♦✲

♥♦♠✐❝ ❛❝"✐✈✐"②✑✳ ❍❡ ✇❛♥"* "♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ♣❤②*✐❝❛❧ "❤❡♦)② ♦❢ ♣)♦❞✉❝"✐♦♥ ❛♥❞ "❤✐♥❦*

"❤❛" "❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ✐" ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ "❤❡ ❈❧❛**✐❝❛❧ "❤❡♦)②✱ ❛♥❞ ♣❛)"✐❝✉❧❛)❧② ✐♥

❙)❛✛❛✬* ❛♥❛❧②*✐*✳ ❍♦✇❡✈❡)✱ ❤❡ ❝♦♠♣❧❛✐♥* "❤❛"✱ ✐♥ "❤♦*❡ "❤❡♦)✐❡*✱ ❡♥❡)❣② ✐* ♥♦"

"❛❦❡♥ ✐♥"♦ ❛❝❝♦✉♥" ❛♥❞ "❤❛" "❤❡)❡ ✐* ♥♦" ❡♥♦✉❣❤ ❢♦❝✉* ♦♥ ♠❛"❡)✐❛❧ ❛♥❞ ❡♥❡)❣②

❝♦♥*")❛✐♥"*✿

✏❙)❛✛❛ ✭✶✾✻✵✮ ❝♦♥")❛*"❡❞ ◗✉❡*♥❛②✬* ✭❛♥❞ "❤❡ ❝❧❛**✐❝❛❧*✬✮ ✬♣✐❝"✉)❡

♦❢ "❤❡ *②*"❡♠ ♦❢ ♣)♦❞✉❝"✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥*✉♠♣"✐♦♥ ❛* ❛ ❝✐)❝✉❧❛) ♣)♦❝❡**✬

✇✐"❤ ✬"❤❡ ✈✐❡✇ ♣)❡*❡♥"❡❞ ❜② ♠♦❞❡)♥ ✭♥❡♦❝❧❛**✐❝❛❧✮ "❤❡♦)② ♦❢ ❛ ♦♥❡✲
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✿

❼ ❊♥❡2❣②✲✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠♦❞✐.② ❛) .❤❡ ❡♥❡2❣② .❤❛. .❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐.② ❝❛♥ )✉♣✲

♣❧② ✭.❤❡ ✇♦2❦ ♦❢ ❍✳❚✳ ❖❞✉♠ ✐) ❛ ❣♦♦❞ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❖❞✉♠ ❛♥❞ ❖❞✉♠✱ ✶✾✽✶✮✳

❚❤✐) ✈✐)✐♦♥ ✐) ❝2✐.✐❝✐③❡❞ ❜② ●❡♦2❣❡)❝✉✲❘♦❡❣❡♥ ❡))❡♥.✐❛❧❧② ❜❡❝❛✉)❡ ❡♥❡2❣②

❝❛♥♥♦. )✉❜).✐.✉.❡) ♠❛..❡2 ✭●❡♦2❣❡)❝✉✲❘♦❡❣❡♥✱ ✶✾✼✾✮✳

❼ ❊♥❡2❣②✲✈❛❧✉❡ ❛) .❤❡ ♣2♦❞✉❝.✐♦♥ ❝♦). ♦❢ .❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐.② ✐♥ .❡2♠) ♦❢ ❡♥❡2❣②

✭❈♦).❛♥③❛✱ ✶✾✽✵❀ ❈♦).❛♥③❛ ❛♥❞ ◆❡✐❧❧✱ ✶✾✽✶❀ ❈♦).❛♥③❛ ❛♥❞ ❍❛♥♥♦♥✱ ✶✾✽✾✮✳

❚❤✐) ✈✐)✐♦♥ ❤❛) ❜❡❡♥ ❝2✐.✐❝✐③❡❞ ❜② ❉❛❧② ✭❉❛❧②✱ ✶✾✽✷✮ ♦♥ .❤❡ ❣2♦✉♥❞ .❤❛.

.❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ .❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐) ♥♦. .♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❡♥❡2❣② ✈❛❧✉❡✱ ❜✉. ✉.✐❧✐.② ✈❛❧✉❡

❢♦2 ❝♦♥)✉♠❡2)✳

❼ ❊♥❡2❣②✲✈❛❧✉❡ ❛) ❛♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ❝2✐.❡2✐❛ .♦ ✈❛❧✉❡ ❡❝♦)②).❡♠) ✭❈♦).❛♥③❛ ❛♥❞

◆❡✐❧❧✱ ✶✾✽✹✮✿ ✐♥ .❤✐) ✈✐❡✇✱ .❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ .❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣2♦❞✉❝.✐♦♥ ✐) .♦

♣2♦❞✉❝❡ .❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ )✉2♣❧✉) ❢2♦♠ ❛♥ ✐♥✐.✐❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ❛♠♦✉♥. ♦❢ ❡♥❡2❣②✳

■♥).❡❛❞ ♦❢ ❝❤♦♦)✐♥❣ ♦♥❡ .❤❡♦2② ♦❢ ✈❛❧✉❡✱ ❏✉❞)♦♥ ❝♦♠♣❛2❡) ✷ )②).❡♠) ♦❢ ✈❛❧✉❡✿

❧❛❜♦2 .❤❡♦2② ♦❢ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❡♥❡2❣② .❤❡♦2② ♦❢ ✈❛❧✉❡✱ ✇✐.❤ ❡♥❡2❣② ❛) ❛ ❝♦). ♦❢ ♣2♦✲

❞✉❝.✐♦♥✳ ❊❧❛❜♦2❛.✐♥❣ ♦♥ .❤❡ ✇♦2❦ ♦❢ ❑2❡❣❡❧ ✭✶✾✼✸✮✱ ❤❡ 2❡♣2❡)❡♥.) ❛♥ ❡❝♦♥♦♠②

✇✐.❤ ❧❛❜♦2 ❛) .❤❡ ♦♥❧② ♠❡❛♥ ♦❢ ♣2♦❞✉❝.✐♦♥✿

pqc = D = w (nc + ni) ✭✺✳✷✷✮

❲✐.❤ p .❤❡ ❧✐♥❡ ✈❡❝.♦2 ♦❢ ❝♦♥)✉♠♣.✐♦♥ ❣♦♦❞) ♣2✐❝❡)✱ qc .❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝✲

.♦2 ♦❢ ❝♦♥)✉♠♣.✐♦♥ ❣♦♦❞) ♣❤②)✐❝❛❧ [✉❛♥.✐.✐❡)✱ D .❤❡ )❝❛❧❛2 ♦❢ .❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦2

❝♦♥)✉♠♣.✐♦♥ ❣♦♦❞)✱ ❡①♣2❡))❡❞ ✐♥ ✈❛❧✉❡✱ w .❤❡ ❧✐♥❡ ✈❡❝.♦2 ✇✐.❤ ✐♥ ❡❛❝❤ ❡❧❡✲

♠❡♥. .❤❡ ✉♥✐❢♦2♠ ✇❛❣❡ w✱ nc .❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝.♦2 ♦❢ ❧❛❜♦2 [✉❛♥.✐.✐❡) 2❡[✉✐2❡❞ ✐♥

❡❛❝❤ )❡❝.♦2 .♦ ♣2♦❞✉❝❡ .❤❡ ❝♦♥)✉♠♣.✐♦♥ ❣♦♦❞) ❛♥❞ ni .❤❡ )❛♠❡ ✈❡❝.♦2✱ ❜✉. ❢♦2

✐♥✈❡).♠❡♥. ❣♦♦❞)✳

■❢ .❤❡2❡ ✐) ♥♦ ✐♥✈❡).♠❡♥.✱ ❡[✉❛.✐♦♥ ✺✳✷✷ ❜❡❝♦♠❡)✿

pqc = wnc ✭✺✳✷✸✮

❚♦ ♣2♦❞✉❝❡ .❤❡ )❛♠❡ ♣❤②)✐❝❛❧ [✉❛♥.✐.② ♦❢ ❝♦♥)✉♠♣.✐♦♥ ❣♦♦❞)✱ ❏✉❞)♦♥ .❤❡♥

✐♥.2♦❞✉❝❡) ❛ ♥❡❡❞ ❢♦2 ❡♥❡2❣②✿

eqc = eǫǫ+ eτ τ ✭✺✳✷✹✮

❲✐.❤ e .❤❡ ❧✐♥❡ ✈❡❝.♦2 ♦❢ .❤❡ ❡♥❡2❣② ❝♦). ♦❢ ♣2♦❞✉❝.✐♦♥ ❢♦2 ❡❛❝❤ ❝♦♥)✉♠♣.✐♦♥

❣♦♦❞✱ ǫ .❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝.♦2 ♦❢ .❤❡ ♣❤②)✐❝❛❧ [✉❛♥.✐.✐❡) ♦❢ 2❛✇ ♠❛.❡2✐❛❧) ♥❡❡❞❡❞ .♦

✶✺

❍❡ ❛❝$✉❛❧❧② (❡❡♠( $♦ ❝♦♥❢✉(❡ $♦ (❡♣❛.❛$❡ ♣.♦❜❧❡♠(✿ $❤❡ 2✉❡($✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❞✐($.✐❜✉$✐♦♥ ♦❢

$❤❡ (✉.♣❧✉( ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❝♦♥(✐($ ♦❢ ❜❛(✐❝ ❛♥❞ ♥♦♥✲❜❛(✐❝ ❝♦♠♠♦❞✐$✐❡(✮ ❛♥❞ $❤❡ 2✉❡($✐♦♥ ♦❢ $❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ ♥♦♥✲❜❛(✐❝ ❝♦♠♠♦❞✐$✐❡(✳ ❲❤✐❧❡ $❤❡ ✜.($ 2✉❡($✐♦♥ ✐( ❛ ♣♦❧✐$✐❝❛❧ ♦♥❡✱ $❤❡ (❡❝♦♥❞ ♠❛②

❜❡ .❡❧❛$❡❞ ✇✐$❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣.❡❢❡.❡♥❝❡(✳
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❜❡ ❡①&'❛❝&❡❞✱ τ &❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝&♦' ♦❢ &❤❡ ♣❤②6✐❝❛❧ 8✉❛♥&✐&✐❡6 ♦❢ '❛✇ ♠❛&❡'✐❛❧6

♥❡❡❞❡❞ &♦ ❜❡ &'❛♥6❢♦'♠❡❞ ✐♥&♦ ❝♦♥6✉♠♣&✐♦♥ ❣♦♦❞6 ❛♥❞ eǫ ❛♥❞ eτ &❤❡ ❧✐♥❡ ✈❡❝&♦'6

'❡6♣❡❝&✐✈❡❧② ♦❢ &❤❡ ❡♥❡'❣② ♥❡❡❞❡❞ &♦ ❡①&'❛❝& ♦♥❡ ✉♥✐& ♦❢ '❛✇ ♠❛&❡'✐❛❧6 ❛♥❞ ♦❢

&❤❡ ❡♥❡'❣② ♥❡❡❞❡❞ &♦ &'❛♥6❢♦'♠ ♦♥❡ ✉♥✐& ♦❢ '❛✇ ♠❛&❡'✐❛❧6✳

■❢ ❧❛❜♦' ✐6 &❤❡ ♦♥❧② ♠❡❛♥6 ♦❢ ♣'♦❞✉❝&✐♦♥ ❛♥❞ ✐❢ &❤❡'❡ ✐6 ♥♦ ✐♥✈❡6&♠❡♥& ♥❡❡❞❡❞✱

❡8✉❛&✐♦♥ ✺✳✷✹ ❜❡❝♦♠❡6✿

eqc = einc ✭✺✳✷✺✮

❲✐&❤ ei &❤❡ ✐♥♣✉& ♦❢ ❡♥❡'❣② ♥❡❡❞❡❞ ♣❡' ✉♥✐& ♦❢ ❧❛❜♦'✱ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥& ❜❡✐♥❣

❡8✉❛❧ &♦ ei✳ ❚❤✉6 ♣'✐❝❡6 ❛♥❞ ❡♥❡'❣② ♣'✐❝❡6 ❜❡❝♦♠❡6 ♣'♦♣♦'&✐♦♥❛❧✿

p =
w

ei
e ✭✺✳✷✻✮

❆❝❝♦'❞✐♥❣ &♦ ❏✉❞6♦♥✱ &❤✐6 ♣'♦♣♦'&✐♦♥❛❧✐&② ❝❤❛♥❣❡6 ❛6 6♦♦♥ ❛6 ✐♥✈❡6&♠❡♥&

❣♦♦❞6✱ ♣'♦❞✉❝❡❞ ❜② ❧❛❜♦'✱ ❛'❡ '❡✐♥&'♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤✐6 ✐6 ❜❡❝❛✉6❡ &❤❡ 6❛❧❡ ♦❢ &❤❡

❝♦♥6✉♠♣&✐♦♥ ❣♦♦❞6 ♠✉6& ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ &♦ ❝♦✈❡' &❤❡ ❝♦6&6 ♦❢ ❜♦&❤ &❤❡ ♣'♦❞✉❝&✐♦♥

♦❢ ❝♦♥6✉♠♣&✐♦♥ ❛♥❞ &❤❡ ♣'♦❞✉❝&✐♦♥ ♦❢ ✐♥✈❡6&♠❡♥& ❣♦♦❞6✳ ❚❤❡ ❡♥❡'❣② ❝♦6& ♦❢

♣'♦❞✉❝&✐♦♥ ✐6 ♥♦& ❝❤❛♥❣❡❞✱ ❜✉& &❤❡ ❝♦6& ♦❢ ♣'♦✜& ✲ ♥❡❡❞❡❞ &♦ ✐♥✈❡6& ✲ ♠✉6& ❜❡

❛❞❞❡❞ &♦ &❤❡ ♣'✐❝❡ ❡8✉❛&✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥❡✇ 6②6&❡♠ ✐6 &❤✉6 ✇'✐&&❡♥ ❛6✿

eqc = einc

pqc = w (nc + ni)
✭✺✳✷✼✮

❊8✉❛&✐♦♥ ✺✳✷✻ &❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡6✿

p =
w (nc + ni)

einc

e ✭✺✳✷✽✮

❍❡♥❝❡ &❤❡ ✏❡♥❡'❣② ❜✉②✐♥❣ ♣♦✇❡' ♦❢ ♠♦♥❡②✑ ❤❛6 ❞❡❝'❡❛6❡❞✱ ❜❡❝❛✉6❡ ♦❢ &❤❡

♥❡❡❞ ❢♦' ✐♥✈❡6&♠❡♥&6❀ ♣'✐❝❡6 ❤❛✈❡ '♦6❡✱ ❜✉& ❡♥❡'❣② ❝♦♥6✉♠❡❞ ✐6 &❤❡ 6❛♠❡ ✭✇❡

❝♦✉❧❞ ♦❢ ❝♦✉'6❡ '❡❣'❡& &❤❛& ❡♥❡'❣② ✐6 ♥♦& ♥❡❡❞❡❞ &♦ ♣'♦❞✉❝❡ ✐♥✈❡6&♠❡♥& ❣♦♦❞6✮✳

❏✉❞6♦♥ 6&♦♣6 ❤❡'❡ ❤✐6 ❛♥❛❧②6✐6✿ ❤❡ ❞♦❡6 ♥♦& ❣♦ ❛6 ❢❛' ❛6 ❈♦6&❛♥③❛✱ ✇❤♦ '❡❞✉❝❡6

❡♥❡'❣② ♣'✐❝❡6 ✐♥&♦ ♠♦♥❡&❛'② ♣'✐❝❡6✳

✶✻

✶✻
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❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐"%" ❛" ✇❡❧❧ ❛" ♥❡♦✲❘✐❝❛$❞✐❛♥"✿

✶✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ %❤❡ ✇♦$❦ ♦❢ ❈♦"%❛♥③❛ ✭✶✾✽✵✮✱ ✐♥✈❡"%✐❣❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ $❡❧❛%✐♦♥ ❜❡%✇❡❡♥ ❡♥❡$❣②

❝♦"% ❛♥❞ ♣$✐❝❡✱ %❤$♦✉❣❤ ■♥♣✉%✲❖✉%♣✉% ❛♥❛❧②"✐"✱ ♦♥ %❤❡ ✇♦$❧❞ ♦$ ♥❛%✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧❀

✷✳ ❙%✉❞② ♦❢ %❤❡ ❞✐✛❡$❡♥❝❡" ❜❡%✇❡❡♥ ❡♥❡$❣② /✉❛❧✐%✐❡" ❛♥❞ %❤❡✐$ ✐♠♣❛❝%" ♦♥ %❤❡ ❡♥❡$❣②

%❤❡♦$② ♦❢ ✈❛❧✉❡❀

✸✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❛♥❛❧②"✐" ♦❢ ♣❛"% ❛♥❞ ❢✉%✉$❡" ❡♥❡$❣② ✈❛❧✉❡"❀

✹✳ ❈♦♠♣❛$✐"♦♥ ♦❢ ❡♥❡$❣② ✈❛❧✉❡" ✐♥ ❞✐✛❡$❡♥% ❝♦✉♥%$✐❡"❀

✺✳ ❙%✉❞② ♦❢ ✐♥%❡$♥❛%✐♦♥❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡" ✉♥❞❡$ %❤❡ ❧✐❣❤% ♦❢ %❤❡ ❡♥❡$❣② %❤❡♦$② ♦❢ ✈❛❧✉❡✳



❈❍❆#❚❊❘ ✺✳ ❙❘❆❋❋❆✿ ❆◆ ■◆❙#■❘❆❚■❖◆ ❋❖❘ ❊❈❖▲❖●■❈❆▲

❊❈❖◆❖▼■❈❙❄ ✶✷✾

✺✳✶✳✺ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣+✐❝❡-✿ ❍❛♥♥♦♥

❍❛♥♥♦♥ '(✐❡+ ❛♥ ♦(✐❣✐♥❛❧ ❡①❡(❝✐+❡✿ '♦ ❞❡✜♥❡ '❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❛❝'✐✈✐'✐❡+ ❢(♦♠

'❤❡ ♣♦✐♥' ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ '❤❡ ◆❛'✉(❡✳ ❍❡ ✇❛♥'+ '♦ ❝♦♥+'(✉❝' ❛♥ ❡✈❛❧✉❛'✐♦♥ ♣(♦❝❡++

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥' ♦♥ ❤✉♠❛♥ ❞❡❝✐+✐♦♥✱ ❛+ ✏❛ ✉+❡❢✉❧ ❝♦♠♣(♦♠✐+❡ ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐✲

❝❛❧ ♣✉(✐+'✱ '❤❡ ✐♥'(✐♥+✐❝ ✈❛❧✉✐+' ❛♥❞ '❤❡ ♥❡♦❝❧❛++✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐+'✑ ✭❍❛♥♥♦♥✱ ✶✾✾✽✮✳

❍♦✇❡✈❡(✱ '❤❡ (❡+✉❧' ✐+ ❛ ❜✐' ❞✐+❛♣♣♦✐♥'✐♥❣✿ ❤❡ ❝♦♠♣✉'❡+ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣(✐❝❡+✱ ✐♥

❛ ✇❛② ✈❡(② +✐♠✐❧❛( '♦ ❈♦+'❛♥③❛ ✭❈♦+'❛♥③❛✱ ✶✾✽✵❀ ❈♦+'❛♥③❛ ❛♥❞ ◆❡✐❧❧✱ ✶✾✽✶✮✳

❲❤✐❧❡ ❛''❡♠♣'✐♥❣ '♦ '❛❦❡ '❤❡ ♣♦✐♥' ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ '❤❡ ♥❛'✉(❡✱ ❤❡ ❛++✉♠❡+ '❤❛' ✏♥❛✲

'✉(❡ ❛❝'+ ❛+ '❤♦✉❣❤ ✐' ✐+ '(②✐♥❣ '♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❬✐'+❪ ♥❡' ♦✉'♣✉'✑ ✭❍❛♥♥♦♥ (❡❝♦❣♥✐③❡+

'❤❛' '❤✐+ ❛++✉♠♣'✐♦♥ ✐+ ✏❛♥ ♦❜✈✐♦✉+ ❛♣♣❡❛❧ ❢♦( ❛ +♦(' ♦❢ ♥❛'✉(❛❧ ❆(✐+'♦'❡❧✐❛♥

✜♥❛❧ ❝❛✉+❡✑✮✳ ❚❤✉+✱ ✐❢ ❛♥ ❛❝'✐✈✐'② ❞❡+'(♦②+ ♥❛'✉(❛❧ (❡+♦✉(❝❡+✱ ✐'+ ♣(♦❞✉❝' ✐+

✈❛❧✉❡❞ ❧❡++ '❤❛♥ '❤❡ ♣(♦❞✉❝' ♦❢ ❛♥ ❛❝'✐✈✐'② ✐♥❝(❡❛+✐♥❣ ♥❛'✉(❡ ♥❡' ♦✉'♣✉'✳

❍❡ '(✐❡+ '♦ ❥✉+'✐❢② '❤✐+ ♦❜❥❡❝'✐✈❡ ❢✉♥❝'✐♦♥ ♦❢ ♥❛'✉(❡ ❜② +❛②✐♥❣ '❤❛' ✏❡✈❡♥ ✐♥❛♥✲

✐♠❛'❡ ♦❜❥❡❝'+ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛+ ❛❝'✐♥❣ ❛+ '❤♦✉❣❤ '❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ♣✉(♣♦+❡✑ ✭❍❛♥♥♦♥✱

✶✾✾✽✮✳

✶✼

❆❝❝♦(❞✐♥❣ '♦ ❍❛♥♥♦♥ ✐' +❤♦✉❧❞ '❤❡(❡❢♦(❡ ❜❡ ♣♦++✐❜❧❡ '♦ ❞❡❞✉❝❡ ❢(♦♠

'❤❡ ♦❜+❡(✈❛'✐♦♥ ♦❢ ♥❛'✉(❛❧ ♣(♦❝❡++❡+ ❛♥ ✏❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ✬✇❡❧❢❛(❡ ❢✉♥❝'✐♦♥✑ ✬✱ ♠❛❦✐♥❣

'❤❡ ♣❛(❛❧❧❡❧ ✇✐'❤ '❤❡ ♥❡♦❝❧❛++✐❝❛❧ ❛''❡♠♣' '♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ✏❙♦❝✐❛❧ ❲❡❧❢❛(❡ ❢✉♥❝'✐♦♥✑

❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛' ✏'❤❡ ✉'✐❧✐'✐❡+ ♦❢ ❛❧❧ '❤❡ ❛❝'♦(+ ✐♥ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ +②+'❡♠✑✳ ❇✉' '❤✐+

♣❛(❛❧❧❡❧ +'♦♣+ ❤❡(❡✱ ❜❡❝❛✉+❡ ❍❛♥♥♦♥ ❛❞♦♣'+ ❛ ♠❛❝(♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣♦✐♥' ♦❢ ✈✐❡✇✱

❧♦♦❦✐♥❣ ❛' ♣(♦❝❡++❡+ ❛' ❛ ❣❧♦❜❛❧ +❝❛❧❡✱ ✇❤❡(❡ ♥❡♦❝❧❛++✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐+'+ ❛❞♦♣' ❛♥

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐+'✐❝ ♣♦✐♥' ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❍❡ ✜♥❛❧❧② ❥✉+'✐✜❡+ '❤✐+ ✏♠♦'✐✈❛'✐♦♥❛❧ ❛++✉♠♣'✐♦♥✑

❜② +❛②✐♥❣ '❤❛' ✐❢ '❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ♥❛'✉(❡ ✐+ '♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✐'+ ♥❡' ♦✉'♣✉'✱ '❤❡♥ ✏'❤❡

❧❡++ '❤❡ ♥❛'✉(❛❧ +②+'❡♠ ❞❡✈✐❛'❡+ ❢(♦♠ +✉❝❤ ❛ ♣❛'❤✱ '❤❡ ♠♦(❡ +'❛❜❧❡ ✐' ✐+✱ ❛♥❞

'❤❡ ♠♦(❡ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✐'✑ ✭❍❛♥♥♦♥✱ ✶✾✾✽✮✳ ❚❤✉+ ❢♦( ❤✐♠ ♥❛'✉(❡ +❤♦✉❧❞

♦♣❡(❛'❡ ❛+ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥' ♣(♦❝❡++✱ ❜❡❝❛✉+❡ '❤✐+ +❡(✈❡+ ❤✉♠❛♥ ♣✉(♣♦+❡+✳

❆+ '❤❡ ♥❡' ✐♥♣✉' ♦❢ ♥❛'✉(❡✬+ +②+'❡♠✱ ❤❡ ❝❤♦♦+❡+ ✏♣❤♦'♦+②♥'❤❡+✐③❡❞ +✉♥❧✐❣❤'✑✿

'❤✐+ ❝❤♦✐❝❡ ✐+ ♠❛❞❡ ✉♥❞❡( '❤❡ ❛++✉♠♣'✐♦♥ '❤❛' ✏✐' ✐+ '❤❡ ❧✐♠✐'✐♥❣ ✐♥♣✉' ✐♥ '❤❡

♣(♦❞✉❝'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♥❡' ♦✉'♣✉'✳ ❖'❤❡(✇✐+❡✱ '❤❡ ♥❡' ✐♥♣✉' ✇♦✉❧❞ ❜❡ +❡' ✐♥ '❡(♠+

♦❢ ✇❤❛'❡✈❡( '❤❡ ❧✐♠✐'✐♥❣ ✐♥♣✉' ❤❛♣♣❡♥+ '♦ ❜❡✑✳ ❆ ❣♦♦❞ U✉❡+'✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉(+❡ ✐+✿

✇❤❛' ✐❢ '❤❡(❡ ❛(❡ +❡✈❡(❛❧ ❧✐♠✐'✐♥❣ ♦✉'♣✉'+❄ ❚❤❡♥✱

✏❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐+' ✇♦✉❧❞ +❛② '❤❡② ❛(❡ ❞✐✛❡(❡♥'❧② ♣(✐❝❡❞ ❢❛❝'♦(+ ♦❢

♣(♦❞✉❝'✐♦♥✳ ❚♦ ❣(♦✉♣ '❤❡♠ ✐♥'♦ ❛ +✐♥❣❧❡ ✈❡❝'♦( ♦❢ ♥❡' ✐♥♣✉'+ (❡✲

U✉✐(❡+ '❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ (❡❧❛'✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ '❤❡ ❞✐✛❡(❡♥' ♥❡' ✐♥♣✉' ❢♦(♠+✳

❇② ❛++❡('✐♥❣ ❛ ♣(♦❞✉❝'✐♦♥ ❢✉♥❝'✐♦♥ ❢♦( '❤❡ +②+'❡♠✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✜♥❞

'❤❡ ♠❛(❣✐♥❛❧ ♣(♦❞✉❝'✐✈✐'✐❡+ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ '❤❡ ✐♥♣✉'+ ❛♥❞ +✉♥❧✐❣❤'✳ ■'

✐+ ❡❛+② ❡♥♦✉❣❤ '♦ +❤♦✇ '❤❛' '❤❡ ✈❛❧✉❡ (❛'✐♦+ ❛(❡ '❤❡ (❛'✐♦+ ♦❢ '❤❡

♠❛(❣✐♥❛❧ ♣(♦❞✉❝'✐✈✐'✐❡+✑ ✭❍❛♥♥♦♥✱ ✶✾✾✽✮✳

✶✽

❋♦( '❤❡ +❛❦❡ ♦❢ +✐♠♣❧✐❝✐'②✱ ❤❡❛' ❛♥❞ ✇❛'❡( ✐♥♣✉'+✱ ✇❤✐❝❤ ❛(❡ ♦'❤❡( ♣♦++✐❜❧❡

❧✐♠✐'✐♥❣ ✐♥♣✉'+✱ ❛(❡ ❛++✉♠❡❞ '♦ ❜❡ ♦❢ ③❡(♦ ✈❛❧✉❡✳

✶✼

■ ❞✐#❛❣&❡❡ ✇✐)❤ )❤✐#✿ ✐♥❛♥✐♠❛)❡ ♦❜❥❡❝)# ♦❜❡② )♦ ♣❤②#✐❝❛❧ ❧❛✇#✳ ❆ ♣✉&♣♦#❡ )&✐❡# )♦ ❛♥#✇❡&

❛ ♥❡❝❡##✐)②✱ ✇❤❡&❡❛# ❛ ♣❤②#✐❝❛❧ ❧❛✇ ✐# ❥✉#) )❤❡ &❡#✉❧) ♦❢ ❜❧✐♥❞ ❝❤❛♥❝❡✳

✶✽

❚❤✐# ❧❛#) #❡♥)❡♥❝❡ ✐# ♥♦) ✏❡❛#② ❡♥♦✉❣❤✑ )♦ ❛❝❝❡♣)✱ ❜❡❝❛✉#❡ )❤✐# ❞❡♣❡♥❞# ♦♥ )❤❡ ♣&♦❞✉❝)✐♦♥

❢✉♥❝)✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐❢ ❛❧❧ ♥❡) ✐♥♣✉)# ❛&❡ ❧✐♠✐)✐♥❣ ❢❛❝)♦&# ✭♦& ❝♦♠♣❧❡♠❡♥)❛&② ✐♥♣✉)#✮✱ ❛ ❧✐))❧❡ ✐♥❝&❡❛#❡

♦❢ ♦♥❡ ✐♥♣✉) ♠❛② ♥♦) ✐♥❝&❡❛#❡ ♣&♦❞✉❝)✐♦♥ ♦✉)♣✉)#✳



❈❍❆#❚❊❘ ✺✳ ❙❘❆❋❋❆✿ ❆◆ ■◆❙#■❘❆❚■❖◆ ❋❖❘ ❊❈❖▲❖●■❈❆▲

❊❈❖◆❖▼■❈❙❄ ✶✸✵

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ,❤❡ ♥❡, ✐♥♣✉, ✐0 ❡1✉❛❧ ,♦ ,❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞✱ ✐✳❡✳,♦ ,❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢

,❤❡ ♥❡, ♦✉,♣✉, ♦❢ ,❤❡ 0②0,❡♠ ✭✉♥❧❡00 ✇❡ ❛9❡ ✐♥ ❛♥ ♦♣❡♥ ❛♥❞ ❞✐00✐♣❛,✐✈❡ 0②0,❡♠

✇❤❡9❡ ,❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ,❤❡ ♦✉,♣✉, ✐0 ❧❡00 ,❤❛♥ ,❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ,❤❡ ✐♥♣✉,✮✳ ▼❛❦✐♥❣

9❡❢❡9❡♥❝❡ ,♦ ❙❛♠✉❡❧0♦♥ ✭✶✾✻✻✮✱ ❤❡ 0❛②0 ,❤❛, ,❤❡ ♦♥❧② ♣♦00✐❜✐❧✐,② ,♦ ❝❛❧❝✉❧❛,❡

♣♦0✐,✐✈❡ ♣9✐❝❡0 ❢9♦♠ ❛ 0②0,❡♠ ♦❢ ♣9♦❝❡00 ❡①❝❤❛♥❣❡0 ✐0 ✇❤❡♥ ,❤❡9❡ ✐0 ♦♥❧② ♦♥❡

❡①♦❣❡♥♦✉0 ✐♥♣✉, ✭✐✳❡✳ ❛♥ ✐♥♣✉, ♥♦, ♣9♦❞✉❝❡❞ ❜② ,❤❡ 0②0,❡♠✮✱ 0✐♥❣❧❡ ♣9♦❞✉❝,✐♦♥

❛♥❞ ❝♦♥0,❛♥, 9❡,✉9♥0 ,♦ 0❝❛❧❡ ✭,❤✐0 ❧❛0, ♣♦✐♥, ✐0 ✇9♦♥❣✱ ❛0 ❙9❛✛❛ ♣9♦✈❡0 ✐,✱ ❜✉,
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♦❢ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ✉0❡✲✈❛❧✉❡ ,♦ ✐,✱ ,❤✉0 ❞❡✜♥✐♥❣ ,❤❡ ♦❜❥❡❝,✱ ,❤❡ ✉0❡9✱ ❛♥❞ ,❤❡ 9❡❧❛,✐♦♥
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✭❙♠✐+❤✱ ✶✼✼✻✱ ❝✐+❡❞ ✐♥ ❙+❛❤❡❧✱ ✷✵✵✺✮

✷✼

❛♥❞ ❢♦2 ❤✐♠✱ ❡①❝❤❛♥❣❡✲✈❛❧✉❡ ✐* ❞❡✜♥❡❞

❛* ♠❛2❦❡+✲♣2✐❝❡✳

❚❤❡ ♣♦✐♥+ ♦❢ ❤✐* ❝♦♥+2✐❜✉+✐♦♥ ✐* +✇♦❢♦❧❞✳ ❋✐2*+ ❤❡ ✇❛♥+* +♦ ❞❡♠♦♥*+2❛+❡

+❤❛+ ❜♦+❤ ✉*❡ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡* ❡①♣2❡** ❛♥ ✏❡♠❡2❣❡♥+✱ ❝♦♥+❡①+ ❞❡♣❡♥❞❡♥+

2❡❧❛+✐♦♥❛❧ ♣2♦♣❡2+②✑✳ ❈♦♥❝❡2♥✐♥❣ ✉*❡✲✈❛❧✉❡✱ +❤✐* ✐* ❝❧❡❛2 ❜❡❝❛✉*❡✿

❙✐♥❤❛✱ ✷✵✶✷✮✳ ❆♥②❤♦✇✱ /❤❡ ❡♥❡1❣② /❤❡♦1② ♦❢ ✈❛❧✉❡ ❞♦❡8 ♥♦/ 8♦❧✈❡ /❤♦8❡ ❜♦/❤ ♣♦✐♥/8✳
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❲✐♥❦❧❡1 ✭✷✵✵✻✮ ❛❝/✉❛❧❧② /1✐❡8 /♦ ❜1✐♥❣ ❝❧♦8❡1 ❜♦/❤ ❛♣♣1♦❛❝❤❡8✱ ❜✉/ /❤❡ 1❡8✉❧/ ✐8 ②❡/ ❛♥✲

♦/❤❡1 ♥❡♦❝❧❛88✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣1♦❞✉❝/✐♦♥✳ ■♥ ❤✐8 ♠♦❞❡❧✱ /❤❡ ✏✇♦1❧❞ ❝♦♠♣1✐8❡8 ❛ 8✐♠♣❧❡ ❡❝♦8②8✲

/❡♠✱ ❝♦♥8✐8/✐♥❣ ♦❢ ✇✐❧❞❡1♥❡88 ❛♥❞ ❜✐8♦♥ ❛♥❞ /❤❡ ✐♥/❡1❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡/✇❡❡♥ /❤❡♠✳ ❇✉/ ✐♥

❛❞❞✐/✐♦♥ /❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧8♦ ✐♥❝♦1♣♦1❛/❡8 ❛ 8✐♠♣❧❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ ✇❤❡1❡ ❤✉♠❛♥❦✐♥❞ ❝❛♥ ❛88✐❣♥ ❧❛❜♦1

❜❡/✇❡❡♥✑ ♣1♦❞✉❝✐♥❣ ❢♦♦❞ /❤1♦✉❣❤ ❢❛1♠✐♥❣ ♦1 ❤✉♥/✐♥❣ ❜✐8♦♥8✳ ❍❡ ❛88✉♠❡8 /❤❛/ 8♦❝✐❡/② ✏❛❣1❡❡8

♦♥ ❛ ✈❛❧✉❡ 8②8/❡♠✑❀ /❤✐8 8②8/❡♠ ✇✐❧❧ ❛//1✐❜✉/❡8 ✈❛❧✉❡8 /♦ ❝♦♠♠♦❞✐/✐❡8 ✏❡① ❛♥/❡ /♦ ❣✉✐❞❡ ❢✉1/❤❡1

❛❝/✐♦♥8✑✳ ■/ ✐8 ❝❧❡❛1❧② ❛ 8②8/❡♠ /❤❛/ ❛❧❧♦❝❛/❡8 ✉8❡✲✈❛❧✉❡8✱ ✐♥ ❛ ❛♥/❤1♦♣♦❣❡♥✐❝ ✇❛② ✭❜✉/ ♥♦/

♥❡❝❡88❛1✐❧② ❛♥/❤1♦♣♦❝❡♥/1✐❝✱ ❜❡❝❛✉8❡ ♣1♦/❡❝/✐♥❣ ♥❛/✉1❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦♥❡ ❣♦❛❧ ♦❢ /❤❡ 8♦❝✐❡/②✮✳ ■♥

❡✛❡❝/✱ /❤❛/ ♠❡❛♥8 ❝❤♦♦8✐♥❣ ❛♥ ♦❜❥❡❝/✐✈❡ ❢✉♥❝/✐♦♥ ❢♦1 /❤❡ 8♦❝✐❡/② ✭❡✳❣✳ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❝♦♥8✉♠♣/✐♦♥ ❛♥❞ /❤❡ ❡♥✈✐1♦♥♠❡♥/ ❧❡❢/✮ ❛♥❞ ❧✐♥❦✐♥❣ ✐/ ✇✐/❤ ❡♥✈✐1♦♥♠❡♥/❛❧ ❛♥❞

❡/❤✐❝❛❧ ❝♦♥8/1❛✐♥/8✳ ❍❡ /❤❡♥ ❧♦♦❦8 ❢♦1 8✉8/❛✐♥❛❜❧❡ ♣❛/❤8 ❢♦1 /❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞ /❤❡ ❡♥✈✐1♦♥✲

♠❡♥/✳ ❚❤✉8 ❤❡ ✐8 ❛❝/✉❛❧❧② ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐/❤ ❛ ♥❡♦❝❧❛88✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐/❤ ✐♥/❡1✲/❡♠♣♦1❛❧ ❛❧❧♦❝❛/✐♦♥ ♦❢

✐♥✐/✐❛❧ 8/♦❝❦8✳ ❉✐8/1✐❜✉/✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞8 ♦♥ /❤❡ ♣1♦❞✉❝/✐✈✐/② ♦❢ /❤❡ ❢❛❝/♦18 ♦❢ ♣1♦❞✉❝/✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤❡

❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ 8❤❛❞♦✇ ♣1✐❝❡8 ♦❢ /❤❡ ❡♥✈✐1♦♥♠❡♥/ ❜② ❞❡/❡1♠✐♥✐♥❣ /❤❡ ❛♠♦✉♥/ ♦❢ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ /❤❡

❡♥✈✐1♦♥♠❡♥/ ❝❛♥ ♦✛❡1✳ ❍❡ ❝❛♥ ❛❧8♦ ❞❡❞✉❝❡ /❤❡ 8❤❛❞♦✇ ♣1✐❝❡8 ♦❢ /❤❡ ❝♦♥8/1❛✐♥/8 ❜② ❧♦♦❦✐♥❣

❛/ /❤❡ ✏❝♦8/✑ ♦❢ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ /❤❡ 8♦❝✐❡/② ✐8 ✇✐❧❧✐♥❣ /♦ 8❛❝1✐✜❝❡ ✐♥ ♦1❞❡1 /♦ 1❡8♣❡❝/ /❤❡ ❝♦♥8/1❛✐♥/8

✭♣1❡8❡♥/ ❛♥❞ ❢✉/✉1❡ ❝♦8/8✱ ❛8 /❤✐8 ✐8 ❛♥ ✐♥/❡1✲/❡♠♣♦1❛❧ ❛♥❛❧②8✐8✮✳ ❍♦✇❡✈❡1✱ ✉♥❢♦1/✉♥❛/❡❧② /❤✐8

❤❛8 ♥♦/❤✐♥❣ /♦ ❞♦ ✇✐/❤ ❛ ❙1❛✣❛♥ ❛♥❛❧②8✐8 ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡8 ❛♥❞ ❞✐8/1✐❜✉/✐♦♥✳
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■/ ✐8 /❤✉8 /❤❡ 8❛♠❡ ❞❡✜♥✐/✐♦♥ ❛8 ❋❛1❜❡1 ❡/ ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮ ✉8❡ ❢♦1 ✏✈❛❧✉❡✑✳
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❊❈❖◆❖▼■❈❙❄ ✶✸✹

✏✉%❡✲✈❛❧✉❡ ✐% ,❡❛❧✐③❡❞ ♦♥❧② ✐♥ 2❤❡ ,❡❧❛2✐♦♥❛❧ ❛❝2 ♦❢ ❝♦♥%✉♠♣2✐♦♥✱

❛% ❛ %✉❜%❡2 ♦❢ ❛❧❧ ❞✐✛❡,❡♥2 ♣♦2❡♥2✐❛❧ ✉2✐❧✐2✐❡% ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❣♦♦❞ ♦, %❡,✲

✈✐❝❡✳ ❚❤✐% ♣,♦❝❡%% ✐% ❝❧❡❛,❧② ❝♦♥2❡①2 ❞❡♣❡♥❞❡♥2✿ ✐2 ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥

2❤❡ ♠❛2❡,✐❛❧ ✭♦, ✐♥❢♦,♠❛2✐♦♥❛❧✮ ❝♦♥2❡♥2 ♦❢ 2❤❡ ♣❛,2✐❝✉❧❛, ❝♦♠♠♦❞✲

✐2②✱ ❜✉2 ❛❧%♦ ♦♥ 2❤❡ ❡♥✈✐,♦♥♠❡♥2❛❧✱ %♦❝✐♦✲❝✉❧2✉,❛❧ ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

✭%✉❜❥❡❝2✐✈❡✮ ❝♦♥2❡①2 ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐2 ✐% ❝♦♥%✉♠❡❞✑ ✭❙2❛❤❡❧✱ ✷✵✵✺✮✳

❘❡❣❛,❞✐♥❣ ❡①❝❤❛♥❣❡✲✈❛❧✉❡✱ 2❤✐% ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥%2,❛2❡❞ ❜② ❙,❛✛❛✿

✏❞✐✛❡,❡♥2 %✉❜%✐%2❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧% ✭%❡❡♥ ❛% ❤✐%2♦,✐❝❛❧❧② ❞❡2❡,♠✐♥❡❞ ❛♥❞

2❤✉% ✈❛,②✐♥❣ ♦✈❡, 2✐♠❡ ❛❝❝♦,❞✐♥❣ 2♦ 2❤❡ ,❡❧❛2✐✈❡ ♣♦❧✐2✐❝❛❧ ❢♦,❝❡ ♦❢ 2❤❡

❞✐✛❡,❡♥2 ❝❧❛%%❡%✮ ✳✳✳ ❧❡❛❞ 2♦ ❞✐✛❡,❡♥2 ❞✐%2,✐❜✉2✐♦♥% ♦❢ 2❤❡ ♣,♦❞✉❝2

❜❡2✇❡❡♥ ✇❛❣❡%✱ ❜❡♥❡✜2% ❛♥❞ ,❡♥2✳ ❚❤❡%❡ ❞✐✛❡,❡♥2 ❧❡✈❡❧% 2❤✉% ❧❡❛❞ 2♦

❞✐✛❡,❡♥2 ,❡❧❛2✐✈❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡% ♦❢ 2❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐2✐❡% ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥

2❤❡ ❞❡❣,❡❡ ♦❢ ❧❛❜♦✉,✲✐♥2❡♥%✐✈❡♥❡%% ♦❢ 2❤❡✐, ♣,♦❞✉❝2✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝2✱ 2❤✐%

✈❛,✐❛❜✐❧✐2② ♦❢ 2❤❡ ,❡❧❛2✐✈❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✲✈❛❧✉❡ ♦❢ ❞✐✛❡,❡♥2 ❝♦♠♠♦❞✐2✐❡%

✇❛% 2❤❡ ❜❛%✐% ♦❢ ❙,❛✛❛✬% %2✐❧❧ ✉♥❛♥%✇❡,❡❞ ❝,✐2✐M✉❡ ♦❢ 2❤❡ ✈❡,② ♥♦2✐♦♥

♦❢ ♥❡♦❝❧❛%%✐❝❛❧ ❝❛♣✐2❛❧✑ ✭❙2❛❤❡❧✱ ✷✵✵✺✮✳

❚❤❡ %❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥2 ♦❢ ❤✐% ❝♦♥2,✐❜✉2✐♦♥ ✐% 2♦ ❝❛❧❧ ❢♦, ❛♥ ❛♣♣,♦❛❝❤ ♦❢ 2❤❡ ❡❝♦♥✲

♦♠② ❛% ❛ ❝♦♠♣❧❡①✱ ❡✈❡,✲❝❤❛♥❣✐♥❣ ♦❜❥❡❝2 ♦❢ %2✉❞②✱ ✈❡,② ♠✉❝❤ ✐♥ 2❤❡ ❧✐♥❡ ✇✐2❤

❙♣❛♥❣❡♥❜❡,❣ ✭✷✵✵✺✮✿

✷✽

✏2❤✐% ♥♦♥✲❧✐♥❡❛,✐2②✱ %❝❛❧❡ ❛♥❞ ❝♦♥2❡①2 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ ❛♥②

✈❛❧✉❡ ✐% ♣❛,2✐❝✉❧❛,❧② 2,✉❡ ❢♦, ✇❤❛2 ❋✉♥2♦✇✐❝③ ❛♥❞ ❘❛✈❡2③ ❝❛❧❧❡❞ ❡♠❡,❣❡♥2 ❝♦♠✲

♣❧❡① %②%2❡♠%✱ ✇❤✐❝❤✱ ❛% ✇❡ %❛✇✱ ✐% 2❤❡ ❝❛%❡ ♦❢ 2❤❡ ❤✉♠❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ %②%2❡♠✑
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❖♥ "❤❡ ❡✈❛❧✉❛"✐♦♥ ❞❡❜❛"❡✱ ❙♣❛♥❣❡♥❜❡1❣ ✭✷✵✵✺✮ ❞❡✜♥❡8 "❤1❡❡ ❞✐✛❡1❡♥" ♣♦8✐"✐♦♥8✿

✶✳ =❛1"✐8❛♥8 ♦❢ 8"1♦♥❣ ❝♦♠♣❛1❛❜✐❧✐"② ❛♥❞ ❝♦♠♠❡♥8✉1❛❜✐❧✐"② ♦❢ ❛❧❧ ♦❜❥❡❝"8✿ "❤❡② "❤✐♥❦ "❤❛"

"❤❡1❡ ❡①✐8"8 ✏❛ ❝♦♠♠♦♥ ✉♥✐" ♦❢ ♠❡❛8✉1❡♠❡♥" ♦❢ "❤❡ ❞✐✛❡1❡♥" ❝♦♥8❡F✉❡♥❝❡8 ♦❢ ❛♥ ❛❝"✐♦♥
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✈❡❝)♦& ♦❢ ♣&✐❝❡1✱ ❛♥❞ e )❤❡ ✈❡❝)♦& ♦❢ ✏&❡1✐❞✉❛❧1✑✳ ❚❤❡1❡ &❡1✐❞✉❛❧1 ❛♣♣❡❛& ✇❤❡♥

)❤❡&❡ ❛&❡ )✇♦ ♦& ♠♦&❡ ♣&♦❝❡11❡1 ♣&♦❞✉❝✐♥❣ )❤❡ 1❛♠❡ ❝♦♠♠♦❞✐)✐❡1✱ ❜✉) ✇✐)❤

❛ ❞✐✛❡&❡♥) ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❆ &❡❣&❡11✐♦♥ ♠❡)❤♦❞ ✐1 )❤✉1 ✉1❡❞ )♦ ✜♥❞ )❤❡ ✏❛✈❡&❛❣❡✑

♣&♦❝❡11✱ 1✉❝❤ ❛1 ❝♦♥1)&❛✐♥❡❞ ❧❡❛1) 1I✉❛&❡ ♠❡)❤♦❞✳ ❘❡❝❡♥)❧② ❤❡ ❤❛1 ❞❡✈❡❧♦♣❡❞

✏❛♥ ❊✐❣❡♥✈❛❧✉❡✲❊✐❣❡♥✈❡❝)♦&✑ ♠❡)❤♦❞ )♦ ✜♥❞ )❤❡1❡ ❛✈❡&❛❣❡ ♣&✐❝❡1 ✭3❛))❡&1♦♥✱

✷✵✵✷❀ 3❛))❡&1♦♥ ❡) ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐1 )♦ ✜♥❞ )❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ λmin

)❤❛) 1❛)✐1❢② )❤❡ ♣&✐❝❡ ❡I✉❛)✐♦♥✿

[B−A]
t
[B−A]p = λminp ✭✺✳✸✶✮

3❛))❡&1♦♥ &❡❧❛)❡1 ❤✐1 ❛♣♣&♦❛❝❤ ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣&✐❝❡1 ✇✐)❤✿

❼ )❤❡ ♠❡)❤♦❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❖❞✉♠ ✭✶✾✾✻✮ )♦ ❝❛❧❝✉❧❛)❡ )&❛♥1❢♦&♠✐)✐❡1✿ ✏)❤❡

♦♥❧② ❞✐✛❡&❡♥❝❡ ✐1 )❤❛) )&❛♥1❢♦&♠✐)✐❡1 ♦♥❧② ❢♦❝✉1 ♦♥ ❡♥❡&❣② )&❛♥1❢♦&♠❛)✐♦♥✱

✇❤❡&❡❛1 ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣&✐❝✐♥❣ ❢♦❝✉1❡1 ♦♥ ❜♦)❤ ❡♥❡&❣② ❛♥❞ ♠❛11 )&❛♥1❢♦&♠❛✲

)✐♦♥✑ ✭3❛))❡&1♦♥ ❡) ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳ 3❛))❡&1♦♥ &❡❥❡❝)1 )❤❡ ✈✐❡✇ )❤❛) ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧

♣&✐❝❡1 1❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣&❡11❡❞ ✐♥ ❡♥❡&❣② ❡I✉✐✈❛❧❡♥)✱ ❜❡❝❛✉1❡ 1♦❧❛& ❡♥❡&❣② ✐1

♥♦) ♥♦) )❤❡ ♦♥❧② ✐♥♣✉) )♦ )❤❡ 1②1)❡♠ ✭❣❡♦)❤❡&♠❛❧✱ ✉&❛♥✐✉♠ ❛♥❞ ❢♦11✐❧

❡♥❡&❣② ❝❛♥ ❛❧1♦ ❜❡ ❧✐1)❡❞✮ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉1❡ ❤❡ ✐1 ❞✉❜✐♦✉1 ❛❜♦✉) )❤❡ ✏♠❛①✐✲

♠✉♠ ♣♦✇❡& ♣&✐♥❝✐♣❧❡✑ ✭❖❞✉♠✱ ✶✾✾✻✮ ✇❤✐❝❤ 1)❛♥❞1 )❤❛) ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ 1②1)❡♠1

)❡♥❞1 )♦ ❢❛✈♦✉& ♠♦&❡ ❡♥❡&❣② ❡✣❝✐❡♥) ♣&♦❝❡11❡1✿ ✏✐) ✐1 ❞♦✉❜)❢✉❧ ✇❤❡)❤❡&

❛♥ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧✲❡❝♦♥♦♠✐❝ 1②1)❡♠ ❞♦❡1 ✭♦& ❢♦& )❤❛) ♠❛))❡& 1❤♦✉❧❞✮ ♦♣❡&❛)❡

❛❝❝♦&❞✐♥❣ )♦ ❥✉1) ♦♥❡ ♦❜❥❡❝)✐✈❡ ❢✉♥❝)✐♦♥✑ ✭3❛))❡&1♦♥✱ ✷✵✵✷✮✳ ❆❝❝♦&❞✐♥❣ )♦

❤✐♠ ✇❤❛)❡✈❡& ♥✉♠❡&❛✐&❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡1 )❤❡ ♣♦✐♥)✱ ❛1 &❡❧❛)✐✈❡ ♣&✐❝❡1 ✇✐❧❧ ♥♦)

❝❤❛♥❣❡✿ ✏✐♥❞❡❡❞✱ )❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❖✉)♣✉) I✉❛♥)✐)② ✭✩ ✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞✮ ❝❛♥ ❜❡

✉1❡❞ ❛1 )❤❡ ♥✉♠❡&❛✐&❡ ✐❢ 1♦ ❞❡1✐&❡❞ ✲ )❤✐1 ♠❛② ❜❡ ✐♠♣❡&❛)✐✈❡ ✐♥ )❡&♠1 ♦❢

✬❝♦♠♠✉♥✐❝❛)✐♥❣✬ )❤❡ &❡1✉❧) ♦❢ ❛♥② ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣&✐❝✐♥❣ ❡①❡&❝✐1❡✑ ✭3❛))❡&1♦♥✱

✷✵✵✷✮✳

❼ )❤❡ ♠❡)❤♦❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❙&❛✛❛ ✭✶✾✻✵✮✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ❢♦& ❤✐♠✱ ❙&❛✛❛✬1 ♠♦❞❡❧

✐1 ✏❛♥ ❡I✉✐❧✐❜&✐✉♠ ♠♦❞❡❧ ❣❡♥❡&❛)✐♥❣ ❡I✉✐❧✐❜&✐✉♠ ♣&✐❝❡1✱ ❛1 )❤❡ ❡I✉❛)✐♦♥

1)&✉❝)✉&❡1 ♦♥❧② ♣❡&♠✐)1 ❡I✉❛❧ ✬✐♥)❡&❡1)✬ &❛)❡1 ✭❡✣❝✐❡♥❝✐❡1✮ ❢♦& ❡❛❝❤ ♣&♦✲

❝❡11✑ ✭3❛))❡&1♦♥ ❡) ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮ ❛♥❞ ❙&❛✛❛✬1 ♠❡)❤♦❞ ✐1 ✈✐♦❧❛)✐♥❣ )❤❡&♠♦❞②✲

♥❛♠✐❝1 ❧❛✇1✱ ❜❡❝❛✉1❡ ❛❧❧ ❡①❝❤❛♥❣❡1 ❛&❡ ♥♦) )❛❦❡♥ ✐♥)♦ ❛❝❝♦✉♥) ✭✇❛1)❡ ❛♥❞

♥❛)✉&❛❧ ❡①)&❛❝)✐♦♥1 ❛&❡ ✐❣♥♦&❡❞✮ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉1❡ )❤❡&❡ ✐1 ♥♦ ❛11✉♠♣)✐♦♥ ♦♥

❡♥❡&❣② ❛♥❞ ♠❛11 ❜❛❧❛♥❝❡ ✭)❤❡ 1✉&♣❧✉1 ✐1 ❝&❡❛)❡❞ ♦✉) ♦❢ ❛✐&✮ ✭3❛))❡&1♦♥✱

✶✾✾✽✮✳ ◆❡✈❡&)❤❡❧❡11✱ 3❛))❡&1♦♥ )❤✐♥❦1 )❤❛) ❙&❛✛❛✬1 ❛♣♣&♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡

✏)❤❡ ❜❛1✐1 ❢♦& ♦❜❥❡❝)✐✈❡❧② ♠❡❛1✉&✐♥❣ )❤❡ ❝♦♥)&✐❜✉)♦&② ✈❛❧✉❡ ♦❢ 1♣❡❝✐❡1✱ ✐♥



❈❍❆#❚❊❘ ✺✳ ❙❘❆❋❋❆✿ ❆◆ ■◆❙#■❘❆❚■❖◆ ❋❖❘ ❊❈❖▲❖●■❈❆▲

❊❈❖◆❖▼■❈❙❄ ✶✸✽

#❡%♠' ♦❢ ❤♦✇ ♦♥❡ '♣❡❝✐❡' ❝♦♥#%✐❜✉#❡' #♦ #❤❡ ✈❛❧✉❡ ✭❧✐✈❡❧✐❤♦♦❞✮ ♦❢ ♦#❤❡%

'♣❡❝✐❡'✑ ✭9❛##❡%'♦♥ ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮

✸✶

✳

9❛##❡%'♦♥ ✜♥❞' #❤❛# ✏#❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣%✐❝❡' ✭✇✐#❤ #❤❡ ❡①❝❡♣#✐♦♥ ♦❢ ❢♦''✐❧ ❢✉❡❧'✮

'❤♦✇ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦%%❡'♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇✐#❤ ❛❝#✉❛❧ ♠❛%❦❡# ♣%✐❝❡' ✳✳✳ ❬❡①❝❡♣# ❢♦%❪ #❤❡

❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣%✐❝❡ ❬♦❢ ❢♦''✐❧ ❢✉❡❧'✱ ✇❤✐❝❤❪ ✐' ❛❜♦✉# '❡✈❡♥ #✐♠❡' #❤❡ ♠❛%❦❡# ♣%✐❝❡✑

✭9❛##❡%'♦♥✱ ✷✵✵✷✮✱ #❤✉' ✐♥ ❛❣%❡❡♠❡♥# ✇✐#❤ ♦#❤❡% '#✉❞✐❡' '❤♦✇✐♥❣ #❤❛# ❢♦''✐❧

❢✉❡❧' ♣%✐❝❡' ❛%❡ ❢♦%❝❡❞ #♦ %❡♠❛✐♥ ❧♦✇ ❜❡❝❛✉'❡ ♦❢ ♣♦❧✐#✐❝❛❧ ❞❡❝✐'✐♦♥' ❛♥❞ #❤❛#

#❤❡ ❡❧❛'#✐❝✐#② ♦❢ #❤❡ ●❉9 ✇✐#❤ ❢♦''✐❧ ❢✉❡❧ ✐' ✉♥❞❡%❡'#✐♠❛#❡❞ ✭●✐%❛✉❞✱ ✷✵✶✹✮✳

❆♥ ♦#❤❡% ❢♦✉♥❞✐♥❣ ✐' #❤❛#✱ ✐♥ ❛♥ ❛##❡♠♣# #♦ ❝♦♠♣❛%❡ ❈♦'#❛♥③❛✬' ❢❛♠♦✉' '#✉❞②

♦♥ #❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♥❛#✉%❡ ✭❈♦'#❛♥③❛ ❡# ❛❧✳✱ ✶✾✾✼✮ ✇✐#❤ ❤✐' ♠❡#❤♦❞✱ ✏#❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢

♣%✐♠❛%② ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥♣✉#' ✐' ✩✷✹✳✼✸ #%✐❧❧✐♦♥✱ ❝♦♠♣❛%❡❞ ✇✐#❤ ✩✷✺✳✼✾ #%✐❧❧✐♦♥ ❢♦%

❣❧♦❜❛❧ ●❉9✱ ❣✐✈✐♥❣ ❛ %❛#✐♦♥ ♦❢ ✵✳✾✽✑ ✭9❛##❡%'♦♥✱ ✷✵✵✷✮✱ ✇❤✐❧❡ ❈♦'#❛♥③❛ ❡# ❛❧✳

✭✶✾✾✼✮ ❢♦✉♥❞ ❛ %❛#✐♦ ♦❢ ✶✳✸✷✳

❖♥ #❤✐' ❧❛'# ❛##❡♠♣#✱ ♠② ♣♦✐♥# ♦❢ ✈✐❡✇ ✐' #❤❛# ❤❡ ❝♦♥❢✉'❡' #❤❡ '✐❣♥✐✜❝❛#✐♦♥

♦❢ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❞✐'#%✐❜✉#✐♦♥ ✐♥ ❙%❛✛❛✬' '②'#❡♠✳ ❱❛❧✉❡ ❢♦% ❙%❛✛❛ ❞❡♣❡♥❞' ♦♥ #❤❡

❡①❝❤❛♥❣❡' #❤❛# ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ #♦ ♦❝❝✉% ✐♥ ♦%❞❡% #♦ %❡♣%♦❞✉❝❡ #❤❡ ♣%♦❝❡'' ❛♥❞ ♦♥ #❤❡

❞✐'#%✐❜✉#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ '✉%♣❧✉' ✭✐♥ #❤❡ ❝❛'❡ ♦❢ ♥♦♥✲❜❛'✐❝ ❣♦♦❞'✱ #❤❡✐% ♣%✐❝❡' ♦♥❧②

❞❡♣❡♥❞ ♦♥ #❤❡ ❧❛##❡%✮✳ ❙%❛✛❛✬' ❡W✉❛#✐♦♥' ♦❢ ♣%♦❞✉❝#✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇%✐##❡♥ ✐♥ #❤✐'

✇❛②✿

(1 + π)Ap+ wl = Bp ✭✺✳✸✷✮

❲✐#❤ A ❛♥❞ B #❤❡ ♠❛#%✐❝❡' ♦❢ ✐♥♣✉# ❛♥❞ ♦✉#♣✉# ❝♦❡✣❝✐❡♥#'✱ p #❤❡ ❝♦❧✉♠♥

✈❡❝#♦% ♦❢ ♣%✐❝❡'✱ l #❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝#♦% ♦❢ ❧❛❜♦% ❝♦❡✣❝✐❡♥#'✱ π #❤❡ ✉♥✐❢♦%♠ %❛#❡ ♦❢

♣%♦✜# ❛♥❞ w #❤❡ ✉♥✐❢♦%♠ ✇❛❣❡✳

■❢ #❤❡%❡ ✐' ♥♦ '✉%♣❧✉'✱ ♣%✐❝❡' ❡①♣%❡'' #❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡' ✐♥ #❤❡ ♠❛%❦❡# #❤❛# ♠✉'#

❤❛♣♣❡♥❡❞ #♦ ❛❧❧♦✇ #❤❡ ✐❞❡♥#✐❝❛❧ %❡♣%♦❞✉❝#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ '②'#❡♠✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ❙%❛✛❛✱

#❤❡ ♣%♦✜# %❛#❡ ❛♥❞ #❤❡ ✇❛❣❡ ❛%❡ ❡W✉❛❧ #♦ ③❡%♦✱ ❛♥❞ ✐♥ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣%✐❝✐♥❣✱ ❡✐#❤❡%

#❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ #❤❡ ♥♦♥✲♣%♦❞✉❝❡❞ ✐♥♣✉# ✐' ❡W✉❛❧ #♦ ③❡%♦✱ ♦% ✐# ✐' ♥♦# ♣♦''✐❜❧❡ #♦

'♦❧✈❡ #❤❡ '②'#❡♠✳ ❚❤✉' #❤❡ ❡♥❡%❣②✲✈❛❧✉❡ #❤❡♦%② ❝♦❧❧❛♣'❡'✱ ❛' ✐# '#❛#❡' #❤❛# #❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♠♠♦❞✐#✐❡' ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢%♦♠ ✐#' ❡♠❜♦❞✐❡❞ W✉❛♥#✐#② ♦❢ ❡♥❡%❣②✿

✐❢ ❡♥❡%❣② ❤❛' ♥♦ ✈❛❧✉❡✱ ❛❧❧ ❝♦♠♠♦❞✐#✐❡' '❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♥♦ ✈❛❧✉❡✳

■❢ #❤❡%❡ ✐' ❛ '✉%♣❧✉'✱ ✐♥ ❙%❛✛❛✬' ❛♥❛❧②'✐'✱ ✐# ✐' ❛❧'♦ '♦❧❞ ✐♥ #❤❡ ♠❛%❦❡#✳ ❆'

#❤❡ ❝♦♠♣❛♥✐❡' ❞♦❡' ♥♦# ♥❡❡❞ #❤✐' '✉%♣❧✉'✱ ✐# ✐' ❣✐✈❡♥ ✲ ♦% ❞✐'#%✐❜✉#❡❞ ✲ #♦ #❤❡

❛❣❡♥#' ♦❢ ♣%♦❞✉❝#✐♦♥ ✭❝❛♣✐#❛❧✐'#' ♦% ✇♦%❦❡%'✮✳ ❇✉# ✐♥ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣%✐❝✐♥❣ ♠♦❞❡❧'✱

#❤❡%❡ ❛%❡ ♥♦ ❛❣❡♥#'✳ ❚❤✉'✱ ✐❢ #❤❡%❡ ✐' ❛ '✉%♣❧✉' ✭❛' ❢♦% ✐♥'#❛♥❝❡ ✐♥ ❈♦'#❛♥③❛ ❛♥❞

◆❡✐❧❧✱ ✶✾✽✶❀ 9❛##❡%'♦♥✱ ✷✵✵✷✮✱ #❤❡ '✉%♣❧✉' ✐' ✏❞✐'#%✐❜✉#❡❞✑ #♦ #❤❡ ♥♦♥✲♣%♦❞✉❝❡❞

✐♥♣✉#✿ #❤✐' ✐' ❛❝#✉❛❧❧② ❥✉'#✐✜❡❞ ❜② ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣%✐❝✐♥❣ ❛✉#❤♦%' ♦♥ #❤❡ ❢♦♦#✐♥❣

✸✶

■ !❤✐♥❦ &❛!!❡)*♦♥ ✐* ✇)♦♥❣ ✇❤❡♥ ❤❡ ❝♦♥*✐❞❡)* ❙)❛✛❛✬* !❤❡♦)②✿ ✐! ✐* ❛ ♥♦♥✲❡6✉✐❧✐❜)✐✉♠

!❤❡♦)②✳ ❚❤❡ ❢❛❝! !❤❛! !❤❡)❡ ✐* ❛♥ ❡6✉❛❧ ✏❡✣❝✐❡♥❝②✑ ❢♦) ❛❧❧ ♣)♦❝❡**❡* ✐* ❜❡❝❛✉*❡ ❙)❛✛❛ ✐♥!)♦❞✉❝❡*

❞✐✛❡)❡♥!✐❛❧ )❡♥! ❛* !❤❡ ✇❛② !♦ ❝♦♠♣❡♥*❛!❡ ❢♦) ✐♥❡6✉❛❧✐!✐❡* ✐♥ !❤❡ ♣)♦❞✉❝!✐✈✐!② ♦❢ ♦♥❡ ❢❛❝!♦)

♦❢ ♣)♦❞✉❝!✐♦♥✳ ❆♥❞ !❤❡ ❢❛❝! !❤❛! ❙)❛✛❛ ✐* ♥♦! ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐!❤ ♥❛!✉)❛❧ )❡*♦✉)❝❡* ❛♥❞ ✇❛*!❡

✐* ♥♦! ❜❡❝❛✉*❡ ❤❡ !❤✐♥❦* !❤❛! ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝)❡❛!❡❞ ✇✐!❤ ❛✐)✱ ❜✉! !❤❛! ❤✐* ♦♥❧② ❝♦♥❝❡)♥❡❞ ✐*

❛❜♦✉! ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♠❛)❦❡!❡❞ ❣♦♦❞* ❛♥❞ *❡)✈✐❝❡* ✇✐!❤✐♥ ✐♥!❡)❞❡♣❡♥❞❡♥! *②*!❡♠* ♦❢ ♣)♦❞✉❝!✐♦♥✳

◆❛!✉)❛❧ )❡*♦✉)❝❡* ❛♥❞ ✇❛*!❡* ❛)❡ !❤✉* ❝♦♥*✐❞❡)❡❞ ❛* ♥♦♥✲)❡❧❡✈❛♥! ❢♦) ❤✐* *②*!❡♠ ♦❢ ♣)♦❞✉❝!✐♦♥✱

❜❡❝❛✉*❡ !❤❡② ❛)❡ ♥♦! ♣)✐❝❡❞✿ !❤❡)❡ ✐* ♥♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✇✐!❤ ♥❛!✉)❡ ✭!♦ )❡♣❤)❛*❡ &❡))✐♥❣*✱

✶✾✽✼✱ !❤❡)❡ ❛)❡ ♦♥❧② ✏❡①❛❝!✐♦♥*✑ ❛♥❞ ✏✐♥*❡)!✐♦♥*✑✮✳
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❊❈❖◆❖▼■❈❙❄ ✶✸✾

#❤❛# #❤❡ '❡❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞ ❝♦♠❡/ ❢'♦♠ #❤❡ /✉♥✱ ♦' ❢'♦♠ ♦#❤❡' ♣'✐♠❛'② ✐♥♣✉#/✳

❍❡♥❝❡ ♣'✐❝❡/ '❡✢❡❝# #❤❡ ❛♠♦✉♥# ♦❢ ❡♥❡'❣②✱ ♦' ♣'✐♠❛'② ✐♥♣✉#/✱ #❤❛# ❛'❡ ♥❡❡❞❡❞

#♦ ♣'♦❞✉❝❡ ❛♥② ❝♦♠♠♦❞✐#②✳ ❍♦✇❡✈❡'✱ ✇❤❛# ;❛##❡'/♦♥ ❞♦ ♥♦# ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐/

#❤❛# #❤✐/ ✏❞✐/#'✐❜✉#✐♦♥✑ ❢♦'❝❡/ #❤❡ #♦#❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♥♦♥✲♣'♦❞✉❝❡❞ ✐♥♣✉#/ #♦ ❜❡❝♦♠❡

❡A✉❛❧ #♦ #❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ #❤❡ /✉'♣❧✉/ ✭✐# ✐/ ❡A✉✐✈❛❧❡♥# #♦ /❛② #❤❛# #❤❡ ✏♦✇♥❡'/✑ ♦❢

#❤❡ ♥♦♥✲♣'♦❞✉❝❡❞ ✐♥♣✉# '❡❝❡✐✈❡ #❤❡ ✇❤♦❧❡ /✉'♣❧✉/✮✳ ❲❤❡♥ ;❛##❡'/♦♥ #❤❡'❡❢♦'❡

✜♥❞/ #❤❛# #❤❡ ♥❡# ✐♥♣✉#/ ✭/♦❧❛' ❛♥❞ ❣❡♦#❤❡'♠❛❧ ❡♥❡'❣②✱ ❢♦//✐❧ ❢✉❡❧/✱ ✉'❛♥✐✉♠✮

❤❛✈❡ ❛ #♦#❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✾✽ #✐♠❡/ #❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ #❤❡ ♥❡# ♦✉#♣✉# ✭❣❧♦❜❛❧ ●❉;✮✱ #❤✐/

✐/ ❛❝#✉❛❧❧② ❛♥ ✐♠♣♦/❡❞ '❡/✉❧# ♦❢ ✐#/ ✐♥✈✐/✐❜❧❡ ❝♦♥✈❡♥#✐♦♥ ❛❜♦✉# #❤❡ ❞✐/#'✐❜✉#✐♦♥

♦❢ #❤❡ /✉'♣❧✉/✳

✺✳✶✳✾ ❙❝✐✉❜❜❛✿ ❡①'❡♥❞❡❞ ❡♥❡*❣② ❛❝❝♦✉♥'✐♥❣

▲✐♥❦✐♥❣ #❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝/ ✇✐#❤ #❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✐♥❞✉/#'✐❛❧ ❡❝♦❧♦❣②

✭❋'♦/❝❤ ❛♥❞ ●❛❧❧♦♣♦✉❧♦/✱ ✶✾✽✾❀ ❆②'❡/✱ ✶✾✽✾❀ ❊'❦♠❛♥✱ ✶✾✾✽✮✱ ❙❝✐✉❜❜❛ ✭✷✵✵✺✮

✇❛♥#/ #♦ '❡✈✐✈❡ #❤❡ ❡♥❡'❣② #❤❡♦'② ♦❢ ✈❛❧✉❡✳ ❇✉# ❛/ ✏❛❧❧ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥/ /❤♦✇

#❤❛# ✐♥#'♦❞✉❝✐♥❣ /❡❝♦♥❞ ❧❛✇ ❝♦♥/✐❞❡'❛#✐♦♥/ ✐♥ #❤❡ ❛♥❛❧②/✐/ ❧❡❛❞/ #♦ '❡/✉❧#/ #❤❛#

♣'♦✈✐❞❡ ♠♦'❡ ♣'❡❝✐/❡ ❛♥❞ ✉/❡❢✉❧ ✐♥❢♦'♠❛#✐♦♥ ❢♦' #❤❡ ❞❡/✐❣♥ ❡♥❣✐♥❡❡'✱ ❛/ ✇❡❧❧ ❛/

❢♦' #❤❡ ❡♥❡'❣② ♣❧❛♥♥❡'✑ ✭❙❝✐✉❜❜❛✱ ✷✵✵✺✮✱ ❤❡ ❝❤♦♦/❡/ ❡①❡'❣② '❛#❤❡' #❤❛♥ ❡♥❡'❣②

❢♦' ❤✐/ ❛♥❛❧②/✐/✳

❊①❡'❣② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛/ #❤❡ ❡♠❜♦❞✐❡❞ ❡♥❡'❣② ♦❢ ❛ ✉♥✐# ♦❢ ♠❛##❡' ✭♦'

❡♥❡'❣②✮ ✇❤✐❝❤ ✐/ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ #♦ ♣❡'❢♦'♠ ❛ ♣❤②/✐❝❛❧ ✇♦'❦✳ ■♥ #❤❡ ❞❡✜♥✐#✐♦♥ ✉/❡❞

❜② ❙❝✐✉❜❜❛✱ #❤❡ ❡①❡'❣② ♦❢ ❛ ✉♥✐# ♦❢ ♠❛// ✭♦' ❡♥❡'❣②✮ ❛# /#❛#❡ 1✱ ❜② ❝♦♠♣❛'✐/♦♥

✇✐#❤ ❛ '❡❢❡'❡♥❝❡ /#❛#❡ 0✱ ✐/ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

e1 = h1 − h0 − T0 (s1 − s0) +
∑

i

(µici − µ0c0) [kJ/kg] ✭✺✳✸✸✮

❲✐#❤ hi #❤❡ /♣❡❝✐✜❝ #♦#❛❧ ❡♥#❤❛❧♣②✱ T0 #❤❡ #❡♠♣❡'❛#✉'❡ ♦❢ #❤❡ '❡❢❡'❡♥❝❡

/#❛#❡✱ si #❤❡ /♣❡❝✐✜❝ ❡♥#'♦♣②✱ µi #❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦#❡♥#✐❛❧ ❛♥❞ ci #❤❡ '❡❧❛#✐✈❡

❝♦♥❝❡♥#'❛#✐♦♥✳ ❚❤✐/ ❞❡✜♥✐#✐♦♥ ❢❛✈♦'/ ❛♥ ❡♥❣✐♥❡❡'✐♥❣ ♣♦✐♥# ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❛/ ❙❝✐✉❜❜❛

❝❤♦♦/❡/ #♦ ✏♥❡❣❧❡❝# ♦#❤❡' ❧❡//❡' ❝♦♥#'✐❜✉#✐♦♥/ ✭♠♦❧❡❝✉❧❛' ✈✐❜'❛#✐♦♥/✱ ♥✉❝❧❡❛'✱

♠❛❣♥❡#✐❝✱ ❡#❝✳✮✑ ✭❙❝✐✉❜❜❛✱ ✷✵✵✺✮✳ ❚❤❡ ❝❤♦/❡♥ '❡❢❡'❡♥❝❡ /#❛#❡ ✐/ #❤❡ ❡♥✈✐'♦♥♠❡♥#

❞❡✜♥❡❞ ❛/ ✏#❤❡ ♣♦'#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ✉♥✐✈❡'/❡ #❤❛# ✐/ ♦✉#/✐❞❡ ♦❢ #❤❡ ❜♦✉♥❞❛'✐❡/ ♦❢ #❤❡

♠♦❞❡❧❡❞ /②/#❡♠✑ ✭❙❝✐✉❜❜❛✱ ✷✵✵✺✮✳ ❆/ #❤❡ A✉❛❧✐#② ♦❢ ❡♥❡'❣② ❞❡❝'❡❛/❡/ ❛❢#❡'

❡❛❝❤ '♦✉♥❞ ♦❢ ♣'♦❞✉❝#✐♦♥✱ #❤❡ ❡①❡'❣② ♦❢ #❤❡ ♦✉#♣✉#/ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✉/#'✐❛❧ ♣'♦❝❡// ✐/

❛❧✇❛②/ ❧❡//❡' #❤❛♥ #❤❡ ❡①❡'❣② ♦❢ ✐#/ ✐♥♣✉#/✳

❚❤❡ ❡①❡'❣❡#✐❝ ❝♦/# ♦❢ ❛ ♣'♦❞✉❝# ✐/ #❤❡ /✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ❡①❡'❣❡#✐❝ ✐♥♣✉#/ '❡A✉✐'❡❞

❞✐'❡❝#❧② ❛♥❞ ✐♥❞✐'❡❝#❧② #♦ ♣'♦❞✉❝❡ ✐#✱ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② #❤❡ ♣'♦❞✉❝# ❡①❡'❣② ✭❛♥❞ #❤❡

❝♦♥✈❡'/✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛ ♣'♦❞✉❝# ✐/ #❤❡ ✐♥✈❡'/❡ ♦❢ ✐#/ ❡①❡'❣❡#✐❝ ❝♦/#✮✿

ci =

∑

Einput

Eproduct

✭✺✳✸✹✮

❙❝✐✉❜❜❛✬/ ❣♦❛❧ ✐/ ✏#❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥# ♦❢ ❛ ❢♦'♠❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡#❡ ❝♦/#✐♥❣ #❤❡♦'②

❜❛/❡❞ ♦♥ ❡①❡'❣② ♠❡#'✐❝/✑✱ ❜❡❝❛✉/❡ ✏❡①❡'❣② ❞❡/#'✉❝#✐♦♥ ✳✳✳ '❡♣'❡/❡♥#/ #❤❡ ❞'✐✈✐♥❣
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❢♦%❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ❧✐❢❡ ❢♦%♠,✑ ✭❙❝✐✉❜❜❛✱ ✷✵✵✺✮✳

✸✷

❍❡ ♣❡%❢♦%♠, 9❤❡ %❡❞✉❝9✐♦♥ ♦❢ ✢♦✇, ♦❢

♠❛99❡% ❛♥❞ ❡♥❡%❣② ✉,❡❞ ✐♥ ♣%♦❞✉❝9✐♦♥ ✐♥9♦ ❡①❡%❣② ✈❛❧✉❡,✿

✏❆ ♠❛9❡%✐❛❧ ,9%❡❛♠ ✐, ❛,,✐❣♥❡❞ ❛ 9♦9❛❧ ✭♦% ❝✉♠✉❧❛9✐✈❡✮ ❡①❡%❣❡9✐❝

❝♦♥9❡♥9 ❞❡✜♥❡❞ ❛, 9❤❡ ,✉♠ ♦❢ ✐9, %❛✇ ,9❛9❡ ❡①❡%❣② ❛♥❞ ♦❢ ❛❧❧ 9❤❡ ♥❡9

❡①❡%❣❡9✐❝ ✐♥♣✉9, %❡❝❡✐✈❡❞✱ ❞✐%❡❝9❧② ♦% ✐♥❞✐%❡❝9❧②✱ ✐♥ 9❤❡ ❡①9%❛❝9✐♦♥✱

♣%❡♣❛%❛9✐♦♥✱ 9%❛♥,♣♦%9❛9✐♦♥✱ ♣%❡9%❡❛9♠❡♥9✱ ❛♥❞ ♠❛♥✉❢❛❝9✉%✐♥❣ ♣%♦✲

❝❡,,❡,✑ ✭❙❝✐✉❜❜❛✱ ✷✵✵✺✮✳

❚❤❡ ♣%♦❜❧❡♠ ♦❢ 9❤✐, %❡❞✉❝9✐♦♥ ✐, 9❤❛9 ♠❛99❡% I✉❛❧✐9② ✐, ♥♦9 9❛❦❡♥ ✐♥9♦ ❛❝❝♦✉♥9

❛♥②♠♦%❡✿ ✉,✉❛❧❧② ♣❡♦♣❧❡ ❞♦ ♥♦9 ❝❤♦♦,❡ ❛ ♠❛9❡%✐❛❧ ♦✈❡% ❛♥ ♦9❤❡% ♠❛9❡%✐❛❧ ❥✉,9

❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛9 9❤❡✐% %❡❧❛9✐✈❡ ❡①❡%❣✐❡,✳ ❚❤✉, ❙❝✐✉❜❜❛ ❞❡❢❡♥❞, ❤✐♠,❡❧❢ ❜② ❛%❣✉✐♥❣

9❤❛9✿

✏❡①9❡♥❞❡❞ ❡①❡%❣② ❞♦❡, ♥♦9 ❞❡✜♥❡ ❛ ,❝❛❧❡ ♦❢ ♣%❛❝9✐❝❛❧ ♦% ✈✐%9✉❛❧

♣%❡❢❡%❡♥❝❡,✿ ✐9 ❡♥❛❜❧❡,✱ 9❤♦✉❣❤✱ ❛ ♣%♦❝❡,, ❡♥❣✐♥❡❡% ♦% ❛♥ ❡♥❡%❣②

♣❧❛♥♥❡% 9♦ ❡①❛❝9❧② ❝♦♠♣✉9❡ 9❤❡ %❡,♦✉%❝❡✲❡I✉✐✈❛❧❡♥9 ❝♦♥,✉♠♣9✐♦♥

❡♠❜♦❞✐❡❞ ✐♥ 9❤❡ ✉♥✐9 ♠❛,, ♦❢ 9✇♦ ❞✐✛❡%❡♥9 ❛%9✐❢❛❝9, ✳✳✳ ❊①9❡♥❞❡❞

❡①❡%❣② ✐, ❛♥ ✐♥❞✐❝❛9♦% ♦❢ %❡,♦✉%❝❡ ❝♦♥,✉♠♣9✐♦♥✱ ♥♦9 ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦%

,♦❝✐❛❧ ♣%❡❢❡%❡♥❝❡✑ ✭❙❝✐✉❜❜❛✱ ✷✵✵✺✮✳

❍♦✇❡✈❡%✱ ❢♦% ❤✐♠ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈❛❧✉❡ ✐, ♥♦♥❡9❤❡❧❡,, %❡❧❛9❡❞ ✇✐9❤ ❡①❡%❣②✿ ✏✐9 ❝❧❡❛%❧②

❛♣♣❡❛%, 9❤❛9 ❡①❡%❣❡9✐❝ ❝♦♥9❡♥9✱ ❛♥❞ ♥♦9 ❝❛♣✐9❛❧✱ ✐, 9❤❡ ❝♦%%❡❝9 ♠❡❛,✉%❡ ❢♦% 9❤❡

✇♦%9❤ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠♦❞✐9② ♦% ❛ ,❡%✈✐❝❡✱ ❛♥❞ 9❤❛9 9❤❡ ♠♦♥❡9❛%② ♣%✐❝❡ ♦✉❣❤9 9♦ %❡✢❡❝9

9❤✐, ♥❡✇ ♠❡❛,✉%❡ ♦❢ %❡,♦✉%❝❡ ❝♦♥,✉♠♣9✐♦♥✑✳ ❏✉,9 ❧♦♦❦✐♥❣ ❛9 9❤❡✐% %❡❧❛9✐✈❡ ❡①❡%✲

❣✐❡,✱ ♦♥❡ ❝❛♥ 9❤❡%❡❢♦%❡ ❦♥♦✇ ✇❤✐❝❤ ♠❛9❡%✐❛❧ ✐, ♠♦%❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡✱ ✐♥ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝

,❡♥,❡✳ ❇✉9 ✐, 9❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈❛❧✉❡ ♥♦9 ❡①♣%❡,,✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦% ,♦❝✐❛❧ ❝❤♦✐❝❡❄

❙❝✐✉❜❜❛✬, ❛♥,✇❡% ✐, 9❤❛9 ✏✇❤❡♥ ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ,❡♥,❡✱ ♦♥❡ ✐,

❝♦♥❢%♦♥9❡❞ ✇✐9❤ 9❤%❡❡ ❞✐✛❡%❡♥9 I✉❛♥9✐9✐❡,✿ ♠♦♥❡9❛%② ✈❛❧✉❡✱ ✉,❡ ✈❛❧✉❡ ✭❡❝♦♥♦♠✐❝

✈❛❧✉❡ 9♦ 9❤❡ ♣✉%❝❤❛,❡%✮✱ ❛♥❞ ✐♥9%✐♥,✐❝ ✭%❡,♦✉%❝❡✲❜❛,❡❞✮ ✈❛❧✉❡✑ ✭❙❝✐✉❜❜❛✱ ✷✵✵✺✮✳

❚❤✉, ❢♦% ❤✐♠ ❡①❡%❣② ❝❛♥ ❜❡ ✉,❡❞ 9♦ %❡✢❡❝9 9❤❡ ✐♥9%✐♥,✐❝ ✭❡①❡%❣②✲❜❛,❡❞✮ ✈❛❧✉❡

♦❢ ❛ ♣%♦❞✉❝9✱ ✇❤✐❝❤ ,❤♦✉❧❞ ♥♦9 ❜❡ ❝♦♥❢♦✉♥❞❡❞ ✇✐9❤ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡✱ 9❤❡ ❧❛99❡%

❜❡✐♥❣ ,②♥♦♥②♠ ♦❢ ✉,❡ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❜❡✐♥❣ ✉,✉❛❧❧② ♠❡❛,✉%❡❞ ✇✐9❤ ♠♦♥❡②✿ ✏❛♥②9❤✐♥❣

❝❛♥ ❜❡ ♠♦♥❡②✱ ❢%♦♠ ,9♦♥❡, ❛♥❞ ♠❡9❛❧, 9♦ ♣❛♣❡%✱ ❛♥❞ 9❤❛9 ✇❤❛9 ♠❛❦❡, 9❤❡,❡

9❤✐♥❣, ♠♦♥❡② ✐, ♥♦9 ✇❤❛9 9❤❡② ❛%❡✱ ❜✉9 ✇❤❛9 9❤❡② ❛%❡ ✉,❡❞ ❢♦%✳ ❋✉%9❤❡%♠♦%❡✱

9❤❡✐% ✈❛❧✉❡ ❛, ♠♦♥❡② ✐, ,❡♣❛%❛9❡ ❢%♦♠ 9❤❡✐% ✐♥9%✐♥,✐❝ ✈❛❧✉❡✑ ✭❙❝✐✉❜❜❛✱ ✷✵✵✺✱ ❤❡

❢♦❧❧♦✇, ❛♥ ❛%❣✉♠❡♥9 ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❋%✐❡❞♠❛♥✱ ✶✾✾✷✮✳

✸✸

✸✷

❍❡"❡ #❤❡"❡ ✐& ❛ ❝♦♥❢✉&✐♦♥ ❛❜♦✉# #❤❡ ♠❛♥❞❛#♦"② ❝♦♥❞✐#✐♦♥& ❢♦" ♣"♦❞✉❝#✐♦♥ ❛♥❞ #❤❡ &♦✉"❝❡

♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡✱ ❛& ❙❝✐✉❜❜❛ &#❛#❡& #❤❛# #❤❡"❡ ❡①✐&#& ❛♥ ✏✐♥#"✐♥&✐❝ ❛♥❞ ❞✐"❡❝# ❝♦""❡❧❛#✐♦♥

❜❡#✇❡❡♥ ❡①❡"❣② ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈❛❧✉❡✑✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ♦" ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✈❛❧✉❡✱ ❡①♣"❡&&❡❞ ❜② ♠♦♥❡②

♣"✐❝❡&✱ ✐& ❛ "❡&✉❧# ♦❢ ❛ ❝❛♣✐#❛❧✐&# ✇❛② ♦❢ ♣"♦❞✉❝✐♥❣ ❝♦♠♠♦❞✐#✐❡&✱ ♥♦# #❤❡ ❡①♣"❡&&✐♦♥ ♦❢ ❛♥

✐♥#"✐♥&✐❝ ✈❛❧✉❡ ❝♦""❡❧❛#❡❞ ✇✐#❤ ❡①❡"❣②✳

✸✸

■ #❤✐♥❦ ❙❝✐✉❜❜❛ ✐& ✇"♦♥❣ ♦♥ #✇♦ ♣♦✐♥#&✿ ✜"&# ❛♥ ✐♥#"✐♥&✐❝ ✈❛❧✉❡ ❢♦" ❛ ❝♦♠♠♦❞✐#② ❞♦❡& ♥♦#

❡①✐&#✱ ✈❛❧✉❡ ✐& ❛❧✇❛②& "❡❧❛#✐✈❡ #♦ ❛ &②&#❡♠ ♦❢ ♣"♦❞✉❝#✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥&✉♠♣#✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞ ✉&❡ ✈❛❧✉❡

✐& ♥♦# "❡✢❡❝#❡❞ ❜② ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦" ♠♦♥❡#❛"② ✈❛❧✉❡✳ ❊①❡"❣② ✐& ♥♦# ❝♦""❡❧❛#❡❞ ✇✐#❤ ✉&❡ ✈❛❧✉❡✱ ❜✉#

❝❛♥ ❜❡ ❝♦""❡❧❛#❡❞ ✇✐#❤ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡✱ ❛& #❤❡ ❡♥✈✐"♦♥♠❡♥# ❛♥❞ ♠♦"❡ &♣❡❝✐✜❝❛❧❧② #❤❡ ✉&❡ ♦❢

❡♥❡"❣② ✐& ❛ ❝♦♥❞✐#✐♦♥ ❢♦" #❤❡ ♣"♦❞✉❝#✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐#✐❡&✳ ❊①❡"❣② ✐& ❛♥ ✏✐♥❞✐❝❛#♦" ♦❢ "❡&♦✉"❝❡

❝♦♥&✉♠♣#✐♦♥✑✱ ❜✉# ♥♦# ♠♦"❡ #❤❛♥ #❤❛#✳
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❊❈❖◆❖▼■❈❙❄ ✶✹✶

❚❤❡ ♦&✐❣✐♥❛❧✐,② ♦❢ ❙❝✐✉❜❜❛✬4 ♣&♦♣♦4❛❧ ❧✐❡4 ✐♥ ,❤❡ &❡❞✉❝,✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣✐,❛❧✱ ❧❛❜♦&

❛♥❞ ❡♥✈✐&♦♥♠❡♥,❛❧ &❡♠❡❞✐❛,✐♦♥ ❡①♣❡♥❞✐,✉&❡4 ✐♥,♦ ❡①❡&❣② ✢♦✇4✳ ❚♦ ❦♥♦✇ ,❤❡

❡①,❡♥❞❡❞ ❡①❡&❣② ❝♦♥,❡♥, ♦❢ ❝❛♣✐,❛❧ ✭eecap✱ ❡@✉✐✈❛❧❡♥, ❢♦& ❤✐♠ ,♦ ,❤❡ ❡①,❡♥❞❡❞

❡①❡&❣② ❝♦♥,❡♥, ♦❢ ♠♦♥❡②✮✱ ❙❝✐✉❜❜❛ ♠✉❧,✐♣❧✐❡4 ,❤❡ ♠♦♥❡,❛&② ❝♦4, ♦❢ ,❤❡ ❝❛♣✐,❛❧

✇✐,❤ ,❤❡ ❡①,❡♥❞❡❞ ❡①❡&❣② ❝♦❡✣❝✐❡♥, ♦❢ ❝❛♣✐,❛❧ ✭Kcap✮✳ ❚❤✐4 ❧❛,,❡& ❝♦❡✣❝✐❡♥, ✐4

❣✐✈❡♥ ❜② ,❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡①❡&❣② ✐♥♣✉, ✭

∑

Einput✮ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ,❤❡ ❛♠♦✉♥, ♦❢ ❣❧♦❜❛❧

♠♦♥❡,❛&② ❝✐&❝✉❧❛,✐♦♥ ✭M2✮✿

eecap = c$Kcap = c$

∑

Einput

M2
✭✺✳✸✺✮

■❢ ,❤❡&❡ ✐4 ❛ ❝&❡❛,✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥❡② ✇❤✐❧❡ ,❤❡ ✐♥♣✉, ♦❢ ❡①❡&❣② ✐♥4✐❞❡ ,❤❡ ❡❝♦♥♦♠②

&❡♠❛✐♥4 ❝♦♥4,❛♥,✱ ,❤❡ ❡①,❡♥❞❡❞ ❡①❡&❣② ❝♦♥,❡♥, ♦❢ ❝❛♣✐,❛❧ ✇✐❧❧ ,❤❡&❡❢♦&❡ ❣♦ ❞♦✇♥✳

❆❝❝♦&❞✐♥❣ ,♦ ❙❝✐✉❜❜❛ ,❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ M2 ✐4 ✏❛&❜✐,&❛&②✑✿ ✇❡ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ ❤❡&❡ ,♦ ,❤❡

@✉❡4,✐♦♥ ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ❜&✐❞❣❡ ❜❡,✇❡❡♥ ,✇♦ ✈❛❧✉❡ 4②4,❡♠4✳ ❚✇♦ ♣&♦❜❧❡♠4 ❛&✐4❡

,❤❡♥✿ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ♠♦♥❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉4❡❞ ,♦ ❡✈❛❧✉❛,❡ ❡♥✈✐&♦♥♠❡♥,❛❧ 4❡&✈✐❝❡4✱ ❛♥❞

♦♥ ,❤❡ ♦,❤❡& ❤❛♥❞ ❡①❡&❣② ❝♦♥,❡♥, ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡&❡♥, ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ,❤❡ ❝♦✉♥,&② ✇❡

❛&❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛, ✭,❤✉4 ✐, ✐4 ♥♦, ❛♥ ✐♥,&✐♥4✐❝ ✈❛❧✉❡ ❛♥②♠♦&❡✱ ✐, ❞❡♣❡♥❞4 ♦♥ 4♦❝✐❛❧

❝❤♦✐❝❡✮✳

❚❤❡ &❡❞✉❝,✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜♦& ✐♥,♦ ❡①❡&❣② ✐4 ❞♦♥❡ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ ,❤❡ ❡①❡&❣② ✐♥♣✉, ♦❢

♦♥❡ 4❡❝,♦& ❜② ,❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ✇♦&❦✐♥❣ ❤♦✉&4 ✐♥ ,❤❛, 4❡❝,♦&✿

eelab = nhoursKlab = nhours

∑

Einput,Sector

nhours,Sector,

✭✺✳✸✻✮

❚❤✐4 &❡❞✉❝,✐♦♥ ✐4 ❡44❡♥,✐❛❧ ❢♦& ❙❝✐✉❜❜❛ ❛4 ✏,❤❡ ❛,,&✐❜✉,✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣✉&❡❧② ♠♦♥✲

❡,❛&② ✈❛❧✉❡ ,♦ ❧❛❜♦& ✐4 ✉♥4❛,✐4❢❛❝,♦&② ❜❡❝❛✉4❡ ✐, ❛44✐❣♥4 ❛ ❤✐❣❤❡& ✇❡✐❣❤, ,♦

♠❛&❦❡, ❝♦♥❞✐,✐♦♥4 ❛♥❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝♦♥4✐❞❡&❛,✐♦♥4 ,❤❛♥ ,♦ 4♦❝✐❛❧✱ ,❡❝❤♥✐❝❛❧✱ ❛♥❞

❡♥✈✐&♦♥♠❡♥,❛❧ ✐44✉❡4✑ ✭❙❝✐✉❜❜❛✱ ✷✵✵✺✮✳ ❍❡♥❝❡ ,❤✐4 &❡❞✉❝,✐♦♥ ,&✐❡4 ,♦ ♠✐,✐❣❛,❡

,❤✐4✱ ✐♥ ❛ ♣♦❧✐,✐❝❛❧❧② ♥❡✉,&❛❧ ✇❛②✱ ❛4 ✏❊❊❆ ✐4 ♥♦, ❛ 4♦❝✐❛❧ ♦& ♣♦❧✐,✐❝❛❧ ,❤❡♦&②✑

✭❙❝✐✉❜❜❛✱ ✷✵✵✺✮✳

❆ ❧✐,,❧❡ ❡①❡&❝✐4❡ ♠❛② ❤❡❧♣ ,♦ ✉♥❞❡&4,❛♥❞ ,❤❡ ,❤❡♦&② ♦❢ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❙❝✐✉❜❜❛✿ ❧❡,

✉4 ❧♦♦❦ ❛, ♦♥❡ ❝♦✉♥,&②✱ ♣&♦❞✉❝✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♠♠♦❞✐,②✱ ❜② ,❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❡♥❡&❣②✱

♠♦♥❡② ❛♥❞ ❝❛♣✐,❛❧✳

Exergyinput labor capital Exergyoutput
Einput nhours M2 → 1

✭✺✳✸✼✮

❲❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛,❡ ,❤❡ ❡①❡&❣② ❡①,❡♥❞❡❞ ❝♦♥,❡♥, ♦❢ ❝❛♣✐,❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦& ✢♦✇4✿

eecap = M2.Kcap = M2
Einput

M2
= Einput ✭✺✳✸✽✮

eelab = nhoursKlab = nhours

Einput

nhours

= Einput ✭✺✳✸✾✮

❚❤❡ ❡①❡&❣② ❝♦4, ♦❢ ,❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐,② ,❤❡♥ ❡@✉❛❧4 ,♦✿

Einput + eelab + eecap
1

=
Einput +Einput +Einput

1
= 3Einput ✭✺✳✹✵✮
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❲❡ ❝❛♥ (❤❡*❡❢♦*❡ -❡❡ (❤❛( (❤❡ (❤❡♦*② ♦❢ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❙❝✐✉❜❜❛ ✐- ❝♦♥-(*✉❝(❡❞ ✐♥

♦*❞❡* (♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡7✉❛❧ ✇❡✐❣❤( ✐♥ (❤❡ ♣*♦❞✉❝(✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧✉❡ (♦ ❝❛♣✐(❛❧✱ ❧❛❜♦*✱ ❛♥❞

❡♥❡*❣②✳ ▼♦*❡ ♣*❡❝✐-❡❧② (❤❡ ✈❛❧✉❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢*♦♠ (❤❡ -(*❡❛♠ ♦❢ ❝❛♣✐(❛❧ ❡7✉❛❧- (❤❡

✈❛❧✉❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢*♦♠ (❤❡ -(*❡❛♠ ♦❢ ❧❛❜♦*✱ ❛♥❞ (❤✐- ✈❛❧✉❡ ✐- ❡7✉❛❧ (♦ (❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢

(❤❡ ❡①❡*❣② ✐♥♣✉( ♦❢ (❤❡ -②-(❡♠ ✭✇❤❡*❡❛- ✐♥ ❈♦-(❛♥③❛✱ ✶✾✽✵❀ ❈♦-(❛♥③❛ ❛♥❞ ◆❡✐❧❧✱

✶✾✽✶ ❛♥❞ ❍❛♥♥♦♥✱ ✶✾✾✽ ❢♦* ✐♥-(❛♥❝❡✱ (❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ (❤❡ ❡♥❡*❣② ✐♥♣✉( ✐- (❤❡ -♦❧❡

-(*❡❛♠ ♦❢ ✈❛❧✉❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢*♦♠ ♦✉(-✐❞❡ (❤❡ -②-(❡♠✱ ❧❛❜♦* ❛♥❞ ♠♦♥❡② ❝❛♣✐(❛❧ ❛*❡

♥♦( ❛❝❝♦✉♥(❡❞✮✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ❙❝✐✉❜❜❛ ❝❧❛✐♠- (❤❛( ❊❊❆ ✐- ♥♦( ❛ ♣♦❧✐(✐❝❛❧ (❤❡♦*②✱ ❤✐-

(❤❡♦*② ♦❢ ✈❛❧✉❡ ✐- ❜❛-❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐( ♣♦❧✐(✐❝❛❧ ❞❡❝✐-✐♦♥ ❛❜♦✉( (❤❡ ❞✐-(*✐❜✉(✐♦♥

♦❢ (❤❡ -✉*♣❧✉-✿ ❛ (❤❡♦*② ♦❢ ❞✐-(*✐❜✉(✐♦♥ ✇❤❡*❡ -✉*♣❧✉- ✐- ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥(♦ (❤*❡❡

❡7✉❛❧ ♣❛*(-✱ ✇❤✐❝❤ *❡♠✉♥❡*❛(❡ ❡♥❡*❣②✱ ❧❛❜♦* ❛♥❞ ❝❛♣✐(❛❧✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢*♦♠

❤✐- (❤❡♦*②✳

❋✐♥❛❧❧② ❙❝✐✉❜❜❛ ❛❞❞- (♦ (❤❛( (❤❡ ❝♦-( ♦❢ ❡♥✈✐*♦♥♠❡♥(❛❧ *❡♠❡❞✐❛(✐♦♥✿ ❤❡

✐- ❛❣❛✐♥-( (❤❡ *❡❞✉❝(✐♦♥ ♦❢ (❤✐- ❝♦-( ✐♥(♦ ♠♦♥❡② (❤*♦✉❣❤ ❲✐❧❧✐♥❣♥❡-- ❚♦ N❛②

-(✉❞✐❡- ❜❡❝❛✉-❡✿

✏✇✐❧❧✐♥❣♥❡-- (♦ ♣❛② ❛♥❞ (❤❡ ❛((✐(✉❞❡ (♦✇❛*❞ ❛ -✉-(❛✐♥❛❜❧❡ *❡✲

-♦✉*❝❡ ❡①♣❧♦✐(❛(✐♦♥ ❛*❡ ❞✐✛❡*❡♥( ✐♥ ❞✐✛❡*❡♥( ❝♦✉♥(*✐❡-✱ ❛♥❞ ♠❛② ✇❡❧❧

✈❛*② ✐♥ (✐♠❡✿ (❤❡*❡❢♦*❡ ✳✳✳ (❤❡ ♠❡(❤♦❞ ❛❝(✉❛❧❧② ♣*♦♠♦(❡- ❛♥ ✉♥❢❛✐%

&%❛♥'❢❡%✱ ♥♦& ♦♥❧② ♦❢ &❤❡ ♣♦❧❧✉&✐♦♥✱ ❜✉& ❛❧'♦ ♦❢ &❤❡ ❛''♦❝✐❛&❡❞ ❤❡❛❧&❤

%✐'❦' ❢%♦♠ ♦♥❡ %❡❣✐♦♥ &♦ ❛♥♦&❤❡% ✑ ✭❙❝✐✉❜❜❛✱ ✷✵✵✺✮✳

■♥❞❡❡❞✱ ✏(❤❡ ♣♦♦* -❡❧❧ ❝❤❡❛♣✑ ♣*✐♥❝✐♣❧❡ ✭❞❡-❝*✐❜❡❞ ❜②▼❛*(✐♥❡③✲❆❧✐❡*✱ ✶✾✾✺✮ (❡❧❧-

✉- (❤❛( (❤❡ ♣♦❧❧✉(✐♦♥ ❝♦-( ♦❢ *❡♠❡❞✐❛(✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❧♦✇❡* ✐♥ ♣♦♦* ❝♦✉♥(*✐❡-✿ (❤✉-

(❤❡-❡ ❦✐♥❞ ♦❢ -(✉❞✐❡- ✇✐❧❧ ♣*♦♠♦(❡ ❛ ❞✐-♣❧❛❝❡♠❡♥( ♦❢ ♣♦❧❧✉(✐♥❣ ✐♥❞✉-(*✐❡- ✐♥

-✉❝❤ *❡❣✐♦♥-✳ ❍❡♥❝❡ ❙❝✐✉❜❜❛ ❞❡✜♥❡- ✏(❤❡ ❡♥✈✐*♦♥♠❡♥(❛❧ ♣♦❧❧✉(✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡

❝♦-(✱ ❝❛❧❝✉❧❛(❡❞ ❛- (❤❡ ❛❞❞✐(✐♦♥❛❧ ❡①(❡♥❞❡❞ ❡①❡*❣② ❡①♣❡♥❞✐(✉*❡ (❤❛( ✐- *❡7✉✐*❡❞

❢♦* ❜*✐♥❣✐♥❣ ❛❧❧ ❡♥✈✐*♦♥♠❡♥(❛❧ ❞✐-❝❤❛*❣❡- ❞♦✇♥ (♦ ❛ ③❡*♦ ♣❤②-✐❝❛❧ ❡①❡*❣② ❧❡✈❡❧✑

✭❙❝✐✉❜❜❛✱ ✷✵✵✺✮✳ ❙❝✐✉❜❜❛✬- ❣♦❛❧✱ ❜② ❞♦✐♥❣ (❤✐- *❡❞✉❝(✐♦♥✱ ✐- (♦ ♣*♦✈✐❞❡ ✏❛ ❝♦♥✲

-✐-(❡♥( ❜❛-✐- ❢♦* (❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❡♥✈✐*♦♥♠❡♥(❛❧ ❡①(❡*♥❛❧✐(②✑ ✭❙❝✐✉❜❜❛✱

✷✵✵✺✮✳ ❚❤✐- ❝♦-( ✐- (♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ (♦ (❤❡ ❡①❡*❣② ✐♥♣✉(- ♦❢ (❤❡ ♣*♦❞✉❝( ✐♥ ♦*❞❡* (♦

❦♥♦✇ ❤✐- *❡❛❧ ❝♦-(✳ ■❢ ✇❡ (❛❦❡ ❛❣❛✐♥ (❤❡ ♣*❡✈✐♦✉- ❡①❛♠♣❧❡✱ (❤❡ ❡①❡*❣② ❝♦-( ♦❢

(❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐(② ❜❡❝♦♠❡-✿

Einput+eelab+eecap+Erem+eelab,rem+eecap,rem

1 =
Einput+rem+Einput+rem+Einput+rem

1 = 3Einput+rem

✭✺✳✹✶✮

✺✳✶✳✶✵ ❈♦♥❝❧✉*✐♦♥ ♦♥ ,❤❡ ❞❡❜❛,❡ ❛2♦✉♥❞ ,❤❡ ,❤❡♦2② ♦❢ ✈❛❧✉❡

❙*❛✛❛✬- (❤❡♦*② ✐- ❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡ (❤❡♦*②✿ (❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ (❤❡ (❤❡♦*② ✐- (♦ ✉♥✲

❞❡*-(❛♥❞ ❤♦✇ (❤❡-❡ ✈❛❧✉❡- ❛*❡ *❡❧❛(❡❞ ✇✐(❤ (❤❡ *❡-✉❧( ♦❢ (❤❡ ❞✐-(*✐❜✉(✐♦♥ ♦❢

(❤❡ -✉*♣❧✉-✳ ❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠♦❞✐(② ❞❡♣❡♥❞- ♦♥ (❤❡ ❝♦♥❞✐(✐♦♥- ♦❢

♣*♦❞✉❝(✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐-(*✐❜✉(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ -✉*♣❧✉-✿ ❙(❛❤❡❧ ✭✷✵✵✺✮ ❛❣*❡❡- ✇✐(❤ (❤✐-✱ ❛-

♦♣♣♦-❡❞ (♦ ❋❛*❜❡* ❡( ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮✱ ✇❤♦ *❡❧❛(❡ (❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡ (♦ ❝♦♥-✉♠❡*✬-

♣*❡❢❡*❡♥❝❡-✳

●❡♦*❣❡-❝✉✲❘♦❡❣❡♥ ✭✶✾✼✾✮-❤♦✇- (❤❛( ❛♥ ❡♥❡*❣② (❤❡♦*② ♦❢ ✈❛❧✉❡ ✐- *❡❞✉❝(✐✈❡✱

❜❡❝❛✉-❡ ✏♠❛((❡* ♠❛((❡*- (♦♦✑ ❢♦* (❤❡ ♣*♦❝❡-- ♦❢ ♣*♦❞✉❝(✐♦♥✳ ❋✉*(❤❡*♠♦*❡ ❤❡
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#❤♦✇# '❤❛' ❞✐#'+✐❜✉'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ #✉+♣❧✉# ❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ '❤❡ ♣+✐❝❡ ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐'✐❡#✱

✇❤✐❝❤ ✐# ♥♦' '❤❡ ❝❛#❡ ✐♥ '❤❡ ❡♥❡+❣② '❤❡♦+② ♦❢ ✈❛❧✉❡ ♠♦❞❡❧#✿ '❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ '❤❡ #✉+✲

♣❧✉#✱ ✐♥ '❤❡#❡ ♠♦❞❡❧#✱ ✐# #✐♠♣❧② '❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ '❤❡ ♥❡' ✐♥♣✉'#✱ ✇❤✐❝❤ ✐# ❡<✉✐✈❛❧❡♥'

'♦ #❛② '❤❛' '❤❡ #✉+♣❧✉# ✐# ❡♥'✐+❡❧② ❣✐✈❡♥ '♦ '❤❡ ♦✇♥❡+# ♦❢ #✉❝❤ ♥❡' ✐♥♣✉'#✳

❇✉' #'✐❧❧✱ ❈♦#'❛♥③❛ ✭✭✶✾✽✵❀ ✶✾✽✶❀ ✶✾✽✹✮✮ ❛♥❞ ❍❛♥♥♦♥ ✭✶✾✾✽✮ ✇❛♥' '♦ ❝❛❧✲

❝✉❧❛'❡ '❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ '❤❡ ❡♥✈✐+♦♥♠❡♥' ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡♥✈✐+♦♥♠❡♥'❛❧ ♣+♦❝❡##❡# ✐♥'♦

❙+❛✛❛✬# #②#'❡♠✱ ❛♥❞ ❜② +❡♣❧❛❝✐♥❣ ❧❛❜♦+ ♥❡' ✐♥♣✉' ❜② #♦❧❛+ ❡♥❡+❣② ♥❡' ✐♥♣✉'#✳

❚❤❡ ❡♥❡+❣② ♥❡❡❞❡❞ '♦ ♣+♦❞✉❝❡ '❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣+♦❞✉❝'✐♦♥ ✐# '❤❡♥ ❦♥♦✇♥✱ ❛♥❞ ✇❡

❝❛♥ ❝♦♠♣❛+❡ '❤✐# ❛♠♦✉♥' ✇✐'❤ '❤❡ ❡♥❡+❣② ♥❡❡❞❡❞ ❜② '❤❡ ❡♥✈✐+♦♥♠❡♥'✳ M❛'✲

'❡+#♦♥ ✭✷✵✵✷❀ ✷✵✵✻✮ ❞♦❡# '❤❡ #❛♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛'✐♦♥✱ ❜✉' ✇✐'❤ #❡✈❡+❛❧ ❡♥✈✐+♦♥♠❡♥'❛❧

♥❡' ✐♥♣✉'#✳ ❙❝✐✉❜❜❛ ✭✷✵✵✺✮ ✜♥❛❧❧② ❛❧#♦ +❡❞✉❝❡# '❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐'✐❡# ✐♥'♦

'❤❡✐+ ❡①❡+❣❡'✐❝ ❝♦♥'❡♥'#✿ ❤✐# ❣♦❛❧ ✐# ♥♦' '♦ ✜♥❞ '❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ '❤❡ ❡♥✈✐+♦♥♠❡♥'✱

❜✉' '❤❡ ✏'+✉❡✑ ✈❛❧✉❡ ♦❢ '❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐'✐❡#✳

❚❤❡ ♣+♦❜❧❡♠ ✇✐'❤ '❤❡#❡ ❛''❡♠♣'# '♦ ❝❛❧❝✉❧❛'❡ '❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ '❤❡ ❡♥✈✐+♦♥♠❡♥'

❢+♦♠ ❛ ❙+❛✣❛♥ ❢+❛♠❡✇♦+❦ ✐# '✇♦❢♦❧❞✳ ❋✐+#' '❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ '❤❡ ❞✐#'+✐❜✉'✐♦♥

✉♣♦♥ ✈❛❧✉❡# ✐# ♥♦' '❛❦❡♥ ✐♥'♦ ❛❝❝♦✉♥'✱ ❞✐#'+✐❜✉'✐♦♥ ✐# ✜①❡❞ ✭#❛♠❡ ✇❡✐❣❤' ❜❡✲

'✇❡❡♥ ❡♥❡+❣②✱ ❝❛♣✐'❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦+ ❢♦+ ❙❝✐✉❜❜❛✱ #✉+♣❧✉# ❞✐#'+✐❜✉'❡❞ '♦ '❤❡ ♥❡'

✐♥♣✉'# ✐♥ ❈♦#'❛♥③❛✱ ❍❛♥♥♦♥ ❛♥❞ M❛''❡+#♦♥✮✳ ■♥ '❤❡ ❝❛#❡ ♦❢ '❤❡ ❡♥❡+❣② '❤❡♦+②

♦❢ ✈❛❧✉❡✱ ✐❢ '❤❡ ❞✐#'+✐❜✉'✐♦♥ ✇❡+❡ ❞✐✛❡+❡♥'✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦' '❛❧❦ ❛❜♦✉' ❛ ♣✉+❡ ❡♥✲

❡+❣② '❤❡♦+② ♦❢ ✈❛❧✉❡ ❛♥②♠♦+❡✱ ❜❡❝❛✉#❡ ♣+✐❝❡# ✇♦✉❧❞ ♥♦' +❡✢❡❝' '❤❡ ❝♦♥#✉♠♣'✐♦♥

♦❢ ❡♥❡+❣② ❛♥②♠♦+❡✳

❙❡❝♦♥❞✱ ❛❞❞✐♥❣ ♥❛'✉+❛❧ ♣+♦❝❡##❡# ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦' ♥❡❡❞ ❛♥② ❧❛❜♦+ '♦ ❜❡ ♣+♦✲

❝❡##❡❞ ♠❡❛♥# '❤❛' '❤❡ ❝❧❛##✐❝❛❧ ❧❛❜♦+ '❤❡♦+② ♦❢ ✈❛❧✉❡ ♠✉#' ❜❡ ❛❜❛♥❞♦♥❡❞✳ ❊✈❡♥

✐❢ ❛❧❧ #✉+♣❧✉# ❣♦❡# '♦ ❧❛❜♦+✱ ♣+✐❝❡# ✇✐❧❧ ♥♦' +❡✢❡❝' '❤❡ ❧❛❜♦+ ❡♠❜♦❞✐❡❞ ✐♥'♦

'❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐'✐❡#✿ ♥❛'✉+❛❧ +❡#♦✉+❝❡# ✇✐❧❧ #'✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ♣+✐❝❡ ✭❜❡❝❛✉#❡ '❤❡② ❛+❡

♣+♦❞✉❝❡❞✮ ❛♥❞ '❤✉# ❧❛❜♦+ ✇♦✉❧❞ ♥♦' ❜❡ '❤❡ #♦❧❡ ♣+♦❞✉❝❡+ ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡

❛♥②♠♦+❡✳ ▼② ♣♦✐♥' ♦❢ ✈✐❡✇ ✐# '❤❛' '❤✐# ❣♦❡# ❞✐+❡❝'❧② ❛❣❛✐♥#' '❤❡ ♣♦❧✐'✐❝❛❧ ❡❝♦♥✲

♦♠② ♦❢ ❙+❛✛❛✳ ❋✉+'❤❡+♠♦+❡✱ '❤✐# ❧❡❛❞# '♦ '❤❡ ♣♦#✐'✐♦♥ '❤❛' ❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡ ✐#

+❡❧❛'❡❞ '♦ '❤❡ ♣♦##❡##✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠♦❞✐'②✱ ❛♥❞ '❤❡♥ ❢♦+ ✐♥#'❛♥❝❡ +♦②❛❧'✐❡# ❢♦+

'❤❡ ✉#❡ ♦❢ ♥❛'✉+❛❧ +❡#♦✉+❝❡# ❛+❡ ❥✉#'✐✜❡❞✳ ❚❤✐# ✐# ✇❤② ■ ✇♦✉❧❞ ♣+❡❢❡+ '♦ ❦❡❡♣ '❤❡

♥❛'✉+❛❧ +❡#♦✉+❝❡# ♦✉' ♦❢ '❤❡ #❝♦♣❡ ♦❢ ♣+✐❝❡❞ ❝♦♠♠♦❞✐'✐❡# ✭#❡❡ ❛❧#♦ #✉❜#❡❝'✐♦♥
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❚❤✐# ❞♦❡# ♥♦' ♠❡❛♥ '❤❛' '❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✇♦+❧❞ ✐# ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥' ❢+♦♠ '❤❡ ♥❛'✉+❛❧

♦♥❡✳ ❊①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥♥♦' ❜❡ ❝+❡❛'❡❞ ✇✐'❤♦✉' '❤❡ ✉#❡ ♦❢ ♥❛'✉+❛❧ +❡#♦✉+❝❡#

❛♥❞ #❡+✈✐❝❡#✳ ❲❡ #'✐❧❧ ♥❡❡❞ ❛ ❜✐♦♣❤②#✐❝❛❧ '❤❡♦+② ♦❢ ♣+♦❞✉❝'✐♦♥ '♦ ❡①♣❧❛✐♥ '❤❡

❧✐♠✐'# '♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝'✐✈✐'② '❤❛' ❛+❡ ✐♠♣♦#❡❞ ❜② '❤❡ ❡♥✈✐+♦♥♠❡♥'✱ ❛# ✇❛♥'❡❞ ❜②

❈❤+✐#'❡♥#❡♥ ✭✶✾✽✼❀ ✶✾✽✾✮✳ ❍♦✇❡✈❡+✱ ♠② ♣♦✐♥' ♦❢ ✈✐❡✇ ✐# '❤❛' '❤✐# ❜✐♦♣❤②#✐❝❛❧

'❤❡♦+② ✐# #❡♣❛+❛'❡❞ ❢+♦♠ '❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ '❤❡♦+② ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ❡♥❡+❣②

'❤❡♦+② ♦❢ ✈❛❧✉❡ ✐# ♥♦' ✐♥'❡+❡#'✐♥❣ ✐❢ ✇❡ ✇❛♥' '♦ ✈❛❧✉❡ '❤❡ ❡♥✈✐+♦♥♠❡♥' ✭❛# '❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ '❤❡ ❡♥✈✐+♦♥♠❡♥' ✐# ✐♥✜♥✐'❡✮ ❜✉' ✐' ✐# ✐♥'❡+❡#'✐♥❣ '♦ ❦♥♦✇ ✇❤❛' ✐# '❤❡

❡♥❡+❣② ♥❡❡❞❡❞ '♦ ♣+♦❞✉❝❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ❛♠♦✉♥' ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐'✐❡#✳ ❚❤✐# ❛❝❝♦✉♥'✐♥❣

✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①'❡♥❞❡❞ '♦ ❛❧❧ #♦+' ♦❢ ♥❛'✉+❛❧ +❡#♦✉+❝❡#✮ ✇♦✉❧❞ ❤❡❧♣ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡+#

'♦ ❦♥♦✇ ✇❤✐❝❤ '❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐# '❤❡ ♠♦#' ❡♥❡+❣② ❡✣❝✐❡♥'✳ ❚❤✐# ✐# '❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ '❤❡

❛♥❛❧②#✐# ♦❢ ❏✉❞#♦♥ ✭✶✾✽✾✮✱ ❢♦+ ✐♥#'❛♥❝❡✳ ❍❡♥❝❡ '❤❡ ❡♥✈✐+♦♥♠❡♥' ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡''❡+

♣+♦'❡❝'❡❞✱ ✐❢ '❤❡ ❡♥❡+❣② ❡✣❝✐❡♥❝② ✭❛♥❞ ❛❧❧ ♥❛'✉+❛❧ +❡#♦✉+❝❡# ❡✣❝✐❡♥❝②✮ ✇❡+❡ '♦

❜❡ ❝+✐'❡+✐❛ ❢♦+ ♦♣'✐♠✐#❛'✐♦♥✳
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❊❈❖◆❖▼■❈❙❄ ✶✹✹
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❊❈❖◆❖▼■❈❙❄ ✶✹✺

✺✳✷ ❚❤❡ &❡❝♦♥❞ ❞✐,❡❝-✐♦♥✿ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥✢✐❝-& ❛♥❞

❈❧❛&&✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝&

✺✳✷✳✶ ❊♥❣❧❛♥❞

❊♥❣❧❛♥❞ ✭✶✾✽✻✮ ❤❛/ ❜❡❡♥ ♦♥❡ ♦❢ 4❤❡ ✜6/4 4♦ /♣❡❝✐✜❝❛❧❧② 4❛❧❦ ❛❜♦✉4 4❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐③❛✲

4✐♦♥ ♦❢ ❙6❛✛❛✱ ❛♥❞ 4❤❡ ❧✐♥❦ 4❤❛4 ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞6❛✇♥ ❜❡4✇❡❡♥ ❙6❛✛❛ ❛♥❞ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧

❡❝♦♥♦♠✐❝/ ✐♥ ♦6❞❡6 4♦ ❝♦♠♣❡4❡ ❛❣❛✐♥/4 4❤❡ ♥❡♦❝❧❛//✐❝❛❧ 4❤❡♦6②✳

❍❡ ✜6/4 ❞❡/❝6✐❜❡/ ❤♦✇ ✐/ ❞❡♣✐❝4❡❞ ♣6♦❞✉❝4✐♦♥ ✐♥ 4❤❡ ♥❡♦❝❧❛//✐❝❛❧ 4❤❡♦6②✿

✜6/4 4❤❡6❡ ✐/ ❛ ❞✐/4✐♥❝4✐♦♥ ❜❡4✇❡❡♥ ✐♥♣✉4/ ❛♥❞ ❢❛❝4♦6/ ♦❢ ♣6♦❞✉❝4✐♦♥✱

✸✹

4❤❡♥ ✐♥✲

♣✉4/ ❛6❡ 46❛♥/❢♦6♠❡❞ ✐♥4♦ ❝♦♠♠♦❞✐4✐❡/✳ ❚❤✉/ 4❤❡6❡ ✐/ ♥♦ ✐♠♣♦64❛♥❝❡ ✏❛44❛❝❤❡❞

4♦ 4❤❡ ❤✐/4♦6✐❝❛❧ ♣6♦❝❡//❡/ ✇❤❡6❡❜② ❵❢❛❝4♦6/ ♦❢ ♣6♦❞✉❝4✐♦♥✬ ❤❛✈❡ ❝♦♠❡ ✐♥4♦ ❜❡✲

✐♥❣✑ ✭❊♥❣❧❛♥❞✱ ✶✾✽✻✮✳ ❍❡ 4❤❡♥ ❞❡/❝6✐❜❡/ 4❤❡ ♥❡♦✲❘✐❝❛6❞✐❛♥ 4❤❡♦6②✿ ♥❛4✉6❛❧

6❡/♦✉6❝❡/ ❛6❡ /❛✐❞ 4♦ ❜❡ ♥♦♥ ♣6♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ✐♥ /❤♦64 /✉♣♣❧② ✭/♦ 4❤❡② ❝❛♥ 6❡❝❡✐✈❡

❛ 6❡♥4✮✱ N✉❛♥4✐4✐❡/ ♦❢ ✐♥♣✉4/ ✭♥♦4 ❞✐✛❡6❡♥4 ❢6♦♠ ❢❛❝4♦6/ ♦❢ ♣6♦❞✉❝4✐♦♥✮ ✏❝❛♥ ✈❛6②

❤✐/4♦6✐❝❛❧❧②✑✳ O6♦❞✉❝4✐♦♥ ✐/ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜❡4✇❡❡♥ ✐♥♣✉4/ ❢♦6 ❛♥ ♦4❤❡6 ❝②❝❧❡ ♦❢ ♣6♦✲

❞✉❝4✐♦♥ ❛♥❞ /✉6♣❧✉/✱ ❛♥❞ 4❤❡♥ /✉6♣❧✉/ ✐/ ❞✐/46✐❜✉4❡❞ ❛♠♦♥❣ 4❤❡ ♣♦♣✉❧❛4✐♦♥✳ ■♥

♦6❞❡6 4♦ ❞❡✜♥❡ 4❤❡ /✉6♣❧✉/✱ ♦♥❡ ♠✉/4 ❧♦♦❦ ❛4 4❤❡ ♣❤②/✐❝❛❧ 6❡N✉✐6❡♠❡♥4/ ❢♦6 4❤❡

/②/4❡♠ ♦❢ ♣6♦❞✉❝4✐♦♥ 4♦ ❝❛66② ♦♥✳ ❍❡ 4♦✉❝❤❡/ ✉♣♦♥ 4❤❡ ♣6♦❜❧❡♠ ♦❢ 4❤❡ ❞❡✜♥✐✲

4✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜♦6 ✐♥ 4❤✐/ 4❤❡♦6②✿ ✐/ ✐4 ❛ ♣6♦❞✉❝❡❞ ✐♥♣✉4✱ ♦6 ♥♦♥✲♣6♦❞✉❝❡❞ ✐♥♣✉4❄ ■✳❡✳

✐/ ❝♦♥/✉♠♣4✐♦♥ ❛ ♣6♦❝❡// ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ 4❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ♦6 ♥♦4❄ ❊♥❣❧❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝4

4❤✐/ ♣♦✐♥4 ✇✐4❤ 4❤❡ ❞✐❝❤♦4♦♠② ❜❡4✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝4✐✈❡ ❛♥❞ /✉❜❥❡❝4✐✈❡ ♥❡❡❞/ ✭/❡❡ ❛❧/♦

▼❛64✐♥/✱ ✷✵✶✸ ❛♥❞ /✉❜/❡❝4✐♦♥ ✺✳✷✳✽ ♦♥ 4❤✐/ ♣♦✐♥4✮✳ ❆❝❝♦6❞✐♥❣ 4♦ ❤✐♠✱ ✐❢ ❧❛❜♦6 ✐/

/❡❡♥ ❛/ ❛♥ ✐♥♣✉4✱ 4❤❡♥ ♣❛64 ♦❢ 4❤❡ ❝♦♥/✉♠♣4✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡/ ❛ 6❡N✉✐6❡♠❡♥4 ❢♦6 4❤❡

/②/4❡♠✱ ❛♥❞ 4❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡/ ❛♥ ♦❜❥❡❝4✐✈❡ ♥❡❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡6✱ 4❤❡ ❝♦♥/✉♠♣4✐♦♥ ♣6♦✲

❝❡// ✏✐/ ♥♦4 ❣♦✈❡6♥❡❞ ❜② ♣6♦✜4 ❝6✐4❡6✐❛✑ ✭❊♥❣❧❛♥❞✱ ✶✾✽✻✮✱ ❛♥❞ 4❤✐/ ♠❛② ❡①♣❧❛✐♥

✇❤② ❙6❛✛❛ ❝❤♦/❡ 4♦ 6❡♣6❡/❡♥4 ❧❛❜♦6 ❛/ ❛ ♥♦♥✲♣6♦❞✉❝❡❞ ✐♥♣✉4✳

✸✺

✸✹

❆♥ ✐♥♣✉% &❡❝❡✐✈❡* ❛ ♣&✐❝❡✱ ❛ ❢❛❝%♦& ♦❢ ♣&♦❞✉❝%✐♦♥ &❡❝❡✐✈❡* ❛ &❡✈❡♥✉❡✿ ❞✐*%&✐❜✉%✐♦♥ ♦❢

&❡✈❡♥✉❡ ✐* ❞❡%❡&♠✐♥❡❞ ❛❢%❡& %❤❡ ♣&✐❝❡ ❛**❡**♠❡♥%✱ %❤❡ ❧❛%%❡& ♦❝❝✉&&✐♥❣ %❤&♦✉❣❤ %❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐*♠

♦❢ ♦✛❡& ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞✳ ❚❤❡ ❞✐*%&✐❜✉%✐♦♥ ♦❢ &❡✈❡♥✉❡ ❞♦❡* ♥♦% ✐♠♣❛❝% %❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ %❤❡ *✉&♣❧✉*

✇❤✐❝❤ ✐* ❞✐*%&✐❜✉%❡❞✳ ■❢ %❤❡&❡ ✐* ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❞✐*%&✐❜✉%✐♦♥✱ ❢♦& ✐♥*%❛♥❝❡ %❤&♦✉❣❤ %❛①❛%✐♦♥✱ %❤❡

❞❡♠❛♥❞ ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ %❤✉* ♣&✐❝❡* ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡✳ ■♥ %❤❡ ❙&❛✣❛♥ %❤❡♦&②✱ ❞✐*%&✐❜✉%✐♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡*

♣&✐❝❡*✱ ❛♥❞ ♣&✐❝❡* ❛♥❞ &❡✈❡♥✉❡* ❛&❡ *✐♠✉❧%❛♥❡♦✉*❧② ❞❡%❡&♠✐♥❡❞✳

✸✺

■♥ ❤✐* ❛&%✐❝❧❡ ✏▼❛&❦❡% ❛♥❞ ♥♦♥✲♠❛&❦❡% ❞❡%❡&♠✐♥❛♥%* ♦❢ ♣&✐✈❛%❡ ❝♦♥*✉♠♣%✐♦♥✑✱ ❈♦❣♦②

✭✶✾✾✺✮ ❛*❦* ✇❤❛% ✇♦✉❧❞ ❜❡ %❤❡ ✐♠♣❛❝% ♦❢ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ %❤❡ ✏❝♦♥*✉♠♣%✐♦♥ ♣&♦❝❡**✑ ✐♥*✐❞❡ %❤❡

♠❛&❦❡%✳ ❆* %❤❡ ♦✉%♣✉% ♦❢ %❤✐* ❝♦♥*✉♠♣%✐♦♥ ♣&♦❝❡** ✐* ❡♥❥♦②♠❡♥% ❛♥❞ ♥♦% ❧❛❜♦& ❢♦&❝❡✱ ❈♦❣♦②

❞♦❡* ♥♦% ❞✐&❡❝%❧② ❛♥*✇❡& %❤❡ L✉❡*%✐♦♥ ♦❢ ❊♥❣❧❛♥❞ ❛❜♦✉% %❤❡ ✐♥%❡❣&❛%✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥*✉♠♣%✐♦♥ ✐♥%♦

❙&❛✛❛✬* *②*%❡♠✳ ◆❡✈❡&%❤❡❧❡** ❤✐* ❛♣♣&♦❛❝❤ ✐* ✐♥%❡&❡*%✐♥❣✳ ❈♦♥*✉♠♣%✐♦♥ ✐* ❤❡&❡ ✏✈✐❡✇❡❞ ❛* ❛

♣&♦❝❡** ❤❛✈✐♥❣ ❡♥❥♦②♠❡♥% %❛&❣❡%* ❛* ♦✉%♣✉%* ❛♥❞ &❡L✉✐&✐♥❣ ♠❛&❦❡% ❛♥❞ ♥♦♥✲♠❛&❦❡% ✐♥♣✉%*✑

✭❈♦❣♦②✱ ✶✾✾✺✮✿ ✐% &❡♣&❡*❡♥%* %❤❡ %✐♠❡ *♣❡♥% ✐♥ *✉♣❡&♠❛&❦❡%*✱ &❡♣❛✐&✐♥❣ %❤❡ ❤♦✉*❡ %♦ ❤❛✈❡ ❛

❝♦♠❢♦&%❛❜❧❡ ❞✇❡❧❧✐♥❣✱ ✇❛✐%✐♥❣ ❛% %❤❡ ❣❛* *%❛%✐♦♥✱ ❡%❝✳ ✳

❈♦♥*✐❞❡&✐♥❣ %❤✐* ✏♣&♦❝❡**✑✱ ❤❡ %❤❡♥ ❧♦♦❦* ✇❤❛% ❛&❡ %❤❡ ❝❤❛♥❣❡* ✐❢ ❛ ❝♦♠♣❛♥② ❞❡❝✐❞❡* %♦

*❡❧❧ %❤❡ ✏❝♦♥*✉♠♣%✐♦♥✑ *❡&✈✐❝❡✿

❼ ♦♥ %❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ *✐❞❡✱ ✇✐❧❧ %❤❡&❡ ❜❡ ♠♦&❡ ♦& ❧❡** ♣&♦✜%*❄ ❯*✐♥❣ ❙&❛✛❛✱ ❤❡ *❤♦✇* %❤❛%

%❤❡ &❛%❡ ♦❢ ♣&♦✜% ✇♦✉❧❞ ♥♦% ❝❤❛♥❣❡ ✭❛* %❤❡ *❡&✈✐❝❡ ✏❝♦♥*✉♠♣%✐♦♥✑ ✐* ❛ ♥♦♥✲❜❛*✐❝ ❣♦♦❞✮

❜✉% %❤❛% %❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ♣&♦✜% ✇♦✉❧❞ ✐♥❝&❡❛*❡✳

❼ ❖♥ %❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② *✐❞❡✱ ❤❡ ✇♦♥❞❡&* ✐❢ ✐% ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❡** %✐♠❡✲❝♦♥*✉♠✐♥❣✱ %❤✉* ✐❢ ✐% ✇✐❧❧

✐♥❝&❡❛*❡ %❤❡ ❧❡✐*✉&❡ %✐♠❡ ❢♦& %❤❡ ✇♦&❦❡&* ✭%❤❡ %✐♠❡ *♣❡♥% ✐♥ %❤❡ ❝♦♥*✉♠✐♥❣ ♣&♦❝❡**

✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦& ❧❡✐*✉&❡✱ ❜✉% ✐♥ ♦&❞❡& %♦ ❜✉② %❤❡ ✏❝♦♥*✉♠♣%✐♦♥✑ *❡&✈✐❝❡✱ ✇♦&❦❡&*
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❊❈❖◆❖▼■❈❙❄ ✶✹✻

❊♥❣❧❛♥❞ )❤❡♥ )❛❧❦- ❛❜♦✉) )❤❡ ♥❡✇ ✭❛) )❤❛) )✐♠❡✮ ✜❡❧❞ ♦❢ ❡♥✈✐9♦♥♠❡♥)❛❧

❡❝♦♥♦♠✐❝-✱ )❤9♦✉❣❤ )✇♦ ♦❢ ✐)- ♠❛❥♦9 ❝♦♥)9✐❜✉)✐♦♥- )♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝ -❝✐❡♥❝❡✿ )❤❡ ✐♠✲

♣♦9)❛♥❝❡ ♦❢ ✇❛-)❡- ✭❜❡❝❛✉-❡ )❤❡② ❤❛9♠ )❤❡ ❡♥✈✐9♦♥♠❡♥)✱ ❛♥❞ )❤✉- ❤❛9♠ ❜♦)❤

❧✐❢❡ A✉❛❧✐)② ❛♥❞ ♥❛)✉9❛❧ 9❡-♦✉9❝❡ ♣9♦❞✉❝)✐♦♥✮ ❛♥❞ )❤❡ ❞❡✜♥✐)✐♦♥ ♦❢ ♥❛)✉9❛❧ -❡9✲

✈✐❝❡- ✭♦9 ❡❝♦-②-)❡♠ -❡9✈✐❝❡-✮✳ ❆❝❝♦9❞✐♥❣ )♦ ❤✐♠ ❡♥✈✐9♦♥♠❡♥) ❛♥❞ -♦❝✐❡)② -❤♦✉❧❞

❜❡ -❡❡♥ ❛- ❛ ✇❤♦❧❡✱ ❛♥❞ ♥♦) ❛- )✇♦ -❡♣❛9❛)❡ ❜❧♦❝❦-✳

✸✻

❍❡ )❤✐♥❦- )❤❛) -♦❧✉)✐♦♥

)♦ ❡♥✈✐9♦♥♠❡♥)❛❧ ♣9♦❜❧❡♠- ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✏)❤❡ -♦❝✐❛❧ ♦9❣❛♥✐③❛)✐♦♥

♦❢ ♣9♦❞✉❝)✐♦♥✑ ❛♥❞ ♥♦) ❥✉-) )❤9♦✉❣❤ ♠❛9❦❡) 9❡❣✉❧❛)✐♦♥-✳ ❚❤✐- ✐- )❤❡ 9❡❛-♦♥

✇❤② ❤❡ )❤✐♥❦- )❤❛) ❜♦)❤ ❡♥✈✐9♦♥♠❡♥)❛❧ ❛♥❞ ♥❡♦✲❘✐❝❛9❞✐❛♥ -❝❤♦♦❧- -❤♦✉❧❞ ✇♦9❦

)♦❣❡)❤❡9✳

■♥ ♦9❞❡9 )♦ ✐♥✐)✐❛)❡ )❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥)✱ ❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣- ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♥❡♦✲❘✐❝❛9❞✐❛♥

♠♦❞❡❧✱ ✇✐)❤ ♦♥❡ ♣9♦❞✉❝❡❞ ❝♦♠♠♦❞✐)②✱ ❝♦9♥✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❥♦✐♥)❧② ♣9♦❞✉❝❡❞ ✇❛-)❡✱

❡♠✐--✐♦♥✳ ❚♦ ♣9♦❞✉❝❡ ♦♥❡ ✉♥✐) ♦❢ ❝♦9♥ ❛♥❞ e ✉♥✐)- ♦❢ ❡♠✐--✐♦♥-✱ )❤❡9❡ ✐- ❛

♥❡❡❞ ❢♦9 a ✉♥✐)- ♦❢ ❝♦9♥✱ ❛ A✉❛♥)✐)② h ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❧❛❜♦9✱ n1 ✉♥✐)- ♦❢ ❧❛♥❞✱ n2

✉♥✐)- ♦❢ -✉♥❧✐❣❤)✱ n3 ✉♥✐)- ♦❢ ♣9❡❝✐♣✐)❛)✐♦♥ ❛♥❞ n4 ✉♥✐)- ♦❢ ❈❖

✷

✱ ✇✐)❤ ❧❛♥❞✱

-✉♥❧✐❣❤)✱ ♣9❡❝✐♣✐)❛)✐♦♥ ❛♥❞ ❈❖

✷

♥❛)✉9❛❧ 9❡-♦✉9❝❡- ✇✐)❤ ♥♦ ♣9✐❝❡ ❛♥❞ ♥♦ 9❡♥)✳

❚❤❡9❡ ❛9❡ -❡✈❡9❛❧ )❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡- )♦ ♣9♦❞✉❝❡ ❝♦9♥✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥)- e✱ a✱
h✱ ❛♥❞ ni✳ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡- ✇✐)❤ ❧♦✇❡9 e ✭♣9♦❞✉❝)✐♦♥ ♦❢ ❡♠✐--✐♦♥✮ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡9 a
❛♥❞ h ❝♦❡✣❝✐❡♥)- ✭✐♥♣✉)- ♦❢ ❝♦9♥ ❛♥❞ ❧❛❜♦9✮✳ ❋✉9)❤❡9♠♦9❡✱ lim a (e)

e→0
= ∞ ❛♥❞

lim h (e)
e→0

= ∞✳

■❢ )❤❡9❡ ✐- ♥♦ ❡♠✐--✐♦♥ 9❡❣✉❧❛)✐♦♥✱ )❤❡ ❝❤♦-❡♥ )❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐- ✇9✐))❡♥ (e0✱ a0✱
h0)✳ ■❢ )❤❡9❡ ✐- ❛ 9❡❣✉❧❛)✐♦♥✱ )❤❡ ❧♦✇❡-) ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡♠✐--✐♦♥ ♣♦--✐❜❧❡ ✐- ❛))❛✐♥❡❞

✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ )♦ ❞♦ ♠♦+❡ ✇♦+❦✮✳

❼ ❖♥ )❤❡ ❡♥✈✐+♦♥♠❡♥)❛❧ 2✐❞❡✱ ❤❡ ❛2❦2 )❤❡ 4✉❡2)✐♦♥ ✇❤❡)❤❡+ )❤❡+❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥ ✐♥❝+❡❛2✐♥❣

❛✇❛+❡♥❡22 ♦❢ ❡♥✈✐+♦♥♠❡♥)❛❧ ❝♦♥❝❡+♥✳

❖♥ ❛❧❧ )❤❛) ♣♦✐♥)2✱ )❤❡+❡ ❛+❡ ♥♦ ❞❡✜♥✐)❡ ❛♥2✇❡+2✿ ✐) ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥)❡+❡2)✐♥❣ )♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣+✐✈❛)❡

2❡❝)♦+ ❢♦+ ❝♦♥2✉♠♣)✐♦♥✱ ❜✉) ✐) ✇✐❧❧ ♥♦) ❜❡ ✐♥)❡+❡2)✐♥❣ ✐❢ )❤❡ ✐♥2)✐)✉)✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❝✉❧)✉+❛❧ ❝♦♥)❡①)2

❛+❡ ♥♦) ✇❡❧❧ )❛❦❡♥ ✐♥)♦ ❛❝❝♦✉♥)✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ )❤❡♠✱ ✐) ❝♦✉❧❞ ❡✈❡♥ ❜❡ ♠♦+❡ ✐♥)❡+❡2)✐♥❣ )♦ ❣♦

❜❛❝❦✇❛+❞ ❛♥❞ )♦ +❡♠♦✈❡ ❢+♦♠ )❤❡ ♠❛+❦❡) 2♦♠❡ 2❡+✈✐❝❡2✳

❚❤✐2 ❛♥❛❧②2✐2 ✐2 ❞♦♥❡ ❛❧♦♥❣ )❤+❡❡ ❞✐✛❡+❡♥) ❛2♣❡❝)2 ✭❡❝♦♥♦♠②✱ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❡♥✈✐+♦♥♠❡♥)✮✿

)❤❡+❡ ✐2 ♥♦ ❛))❡♠♣) )♦ ❝♦♥♥❡❝) )❤❡2❡ ❛2♣❡❝)2 ✐♥)♦ ❛ ♠♦+❡ ❣❧♦❜❛❧ 2②2)❡♠✳ ❙+❛✛❛ ✐2 ❥✉2) ✉2❡❞

)♦ ✐❧❧✉2)+❛)❡ )❤❡ ❝❛2❡❀ )❤❡+❡ ✐2 ❛❧2♦ ♥♦ +❡❛❧ ❛))❡♠♣) )♦ ✐♥)❡❣+❛)❡ ❙+❛✛❛ ✐♥)♦ )❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧

❡❝♦♥♦♠✐❝2 ❢+❛♠❡✇♦+❦✳ ❆♥❞ )❤❡+❡ ❛+❡ 2♦♠❡ ♠✐2✉♥❞❡+2)❛♥❞✐♥❣2 ♦❢ ❙+❛✛❛✱ ❡✳❣✳ ✇❤❡+❡ ❈♦❣♦②

2)❛)❡2 )❤❛) ✏)❤❡ ❬❙+❛✛❛❪ ♠❡)❤♦❞♦❧♦❣② ✳✳✳ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ )♦ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐❢ ♠♦+❡ ❝♦♠♣❧❡① ❢❡❛)✉+❡2

♦❢ )❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ 2✉❝❤ ❛2 ❥♦✐♥) ♣+♦❞✉❝)✐♦♥✱ ✐♥❝+❡❛2✐♥❣ +❡)✉+♥ )♦ 2❝❛❧❡✱ ✇❛❣❡ ❞✐✛❡+❡♥)✐❛❧2✱ ♥♦♥✲

❝♦♠♣❡)✐)✐✈❡ ♠❛+❦❡)2✱ ❡)❝✳ ✇❡+❡ ❝♦♥2✐❞❡+❡❞✑✳ ■ ❝❧❛✐♠ )❤❛) )❤✐2 ✐2 ✇+♦♥❣✱ ❛♥❞ )❤❛) )❤❡ ❙+❛✛❛

2②2)❡♠ ❝❛♥ ❝♦♣❡ ✇✐)❤ ❛❧❧ )❤✐2 ♣♦✐♥) ✇✐)❤♦✉) ❜❡✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡❞✳

❇✉) ❛♥②✇❛② )❤❡ 4✉❡2)✐♦♥ ♦❢ ✇❤❡)❤❡+ ✇❡ ♥❡❡❞ )♦ ✐♥)❡❣+❛)❡ )❤❡ ❝♦♥2✉♠♣)✐♦♥ ♣+♦❝❡22 ✭❛♥❞

✇❤② ♥♦) ❡✈❡♥ )❤❡ ✏❧❡✐2✉+❡✑ ♣+♦❝❡22✮ ✐♥)♦ )❤❡ ❛♥❛❧②2✐2 ✐2 ❛ ❣♦♦❞ 4✉❡2)✐♦♥✿ )❤✐2 ✐2 +❡❧❛)❡❞ )♦ )❤❡

4✉❡2)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ❞❡✜♥✐)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ 2✉+♣❧✉2 ♦❢ )❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❙❤♦✉❧❞ ✇❡ )❛❦❡ ✐♥)♦ ❛❝❝♦✉♥) ✐♥ )❤❡

❞❡✜♥✐)✐♦♥ ♦❢ 2✉+♣❧✉2 ❡✈❡+②)❤✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐2 ♥♦) ❝♦♥2✉♠❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❞✉2)+②✱ ♦+ 2❤♦✉❧❞ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡

❢+♦♠ )❤❛) ✇❤❛) ✐2 ♥❡❝❡22❛+② )♦ ❧✐✈❡ ✭)❤❡ ♠❡❛♥2 ♦❢ 2✉❜2✐2)❡♥❝❡✮❄ ❚❤❡ 2❡❝♦♥❞ ♦♣)✐♦♥ ✇❛2 ❝❤♦2❡♥

❜② ❙♠✐)❤ ❛♥❞ ❘✐❝❛+❞♦ ❜✉) )❤❡ ✜+2) ♦♥❡ ✐2 ♠♦+❡ ❡❛2②✱ ♠❛②❜❡ ❧❡22 ❛+❜✐)+❛+② ❛♥❞ ✇❛2 ❝❤♦2❡♥

❜② ❙+❛✛❛✳ ❖♥ )❤❛) ♣♦✐♥)✱ ❘✐❝❤❛+❞ ❆+❡♥❛✱ ❞✉+✐♥❣ ♠❡❡)✐♥❣ ✐♥ ❖❝)♦❜❡+ ✷✵✶✹ ✐♥ ◆❛♥)❡++❡2

❯♥✐✈❡+2✐)②✱ ❊❝♦♥♦♠✐①✱ ✉♥❞❡+❧✐♥❡❞ )❤❛) ✐) ✐2 ♥♦) )❤❛) ❡❛2② )♦ 2❡♣❛+❛)❡ ✇❤❛) ✐2 ♥❡❡❞❡❞ ❜② )❤❡

✐♥❞✉2)+② ❢+♦♠ ✇❤❛) ✐2 2✉♣❡+✢✉♦✉2✳ ❋♦+ ✐♥2)❛♥❝❡✱ ✐2 )❤❡ ❝♦✛❡❡ ❜+❡❛❦ ♣❛+) ♦❢ ✇❤❛) ✐2 ♥❡❝❡22❛+②

✐♥ ♦+❞❡+ )♦ ♣❡+❢♦+♠ )❤❡ ♣+♦❝❡22 ♦❢ ♣+♦❞✉❝)✐♦♥❄ ❖+ ✐2 )❤❡ ❝♦✛❡❡ ❛ ♣❛+) ♦❢ )❤❡ 2✉+♣❧✉2 ❝♦♥2✉♠❡❞

❜② )❤❡ ✇♦+❦❡+❄

✸✻

❚❤✐2 ✐2 ✇❤② ❤❡ ✐2 ❝♦♥2✐❞❡+❡❞ ❛2 ♦♥❡ ♦❢ )❤❡ ❢❛)❤❡+2 ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝2✳
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❊❈❖◆❖▼■❈❙❄ ✶✹✼

✇❤❡♥ '❤❡ ❝♦*♥ ✐♥♣✉' ✐. ❡/✉❛❧ '♦ '❤❡ ❝♦*♥ ♦✉'♣✉'✿ '❤✐. '❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐. ✇*✐''❡♥ (e1✱
a1 = 1✱ h1)✳ ❊♥❣❧❛♥❞ '❤❡♥ ✇*✐'❡. ❞♦✇♥ '❤❡ ♣*✐❝❡ .②.'❡♠✱ ✇✐'❤ ✇❛❣❡ ♣❛✐❞ ✐♥

❛❞✈❛♥❝❡ ❢♦* '❤❡ ♣*♦❝❡.. ♦❢ ♣*♦❞✉❝'✐♦♥✿

p = p (1 + r) [a (e) + wh (e)] ✭✺✳✹✷✮

■❢ '❤❡ ♣*✐❝❡ ♦❢ ❝♦*♥ ✐. '❤❡ ♥✉♠❡*❛✐*❡✱ '❤❡ ♣*✐❝❡ .②.'❡♠ ❜❡❝♦♠❡.✿

1 = (1 + r) [a (e) + wh (e)] ✭✺✳✹✸✮

❆♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ '❤❡ *❡❧❛'✐♦♥ ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ ✇❛❣❡ ❛♥❞ '❤❡ *❛'❡ ♦❢ ♣*♦✜'✿

r =
1

a (e) + wh (e)
− 1 ✭✺✳✹✹✮

❍❡♥❝❡ ✏'❤❡ ❤✐❣❤❡.' ♣♦..✐❜❧❡ ♣*♦✜' *❛'❡ ✳✳✳ ✐. *❡❛❧✐③❡❞ ✇❤❡♥ '❤❡ *❡❛❧ ✇❛❣❡

*❛'❡ ✐. ③❡*♦ ❛♥❞ '❤❡*❡ ✐. ♥♦ ❡♥✈✐*♦♥♠❡♥'❛❧ ♣*♦'❡❝'✐♦♥✑ ✭❊♥❣❧❛♥❞✱ ✶✾✽✻✮✳ ■❢ '❤❡

❧♦✇❡.' ❡♠✐..✐♦♥ ✐. ❝❤♦.❡♥✱ '❤❡♥ '❤❡ *❛'❡ ♦❢ ♣*♦✜' ❛♥❞ '❤❡ ✇❛❣❡ ❜❡❝♦♠❡. ❡/✉❛❧ '♦

③❡*♦✱ ❛. ♣*♦❞✉❝'✐♦♥ ❝❡❛.❡.✳ ❇❡'✇❡❡♥ '❤❡.❡ '✇♦ ♣♦✐♥'.✱ ❢♦* ❡❛❝❤ ❡♠✐..✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱

'❤❡ .✉*♣❧✉. ❞❡❝*❡❛.❡. ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣*♦♣*✐❛'❡❞ ❜② ✇❛❣❡ ❡❛*♥❡*. ♦* ❝❛♣✐'❛❧✐.'.✳

❆❝❝♦*❞✐♥❣ '♦ ❊♥❣❧❛♥❞✱

✏'❤❡.❡ *❡.✉❧'. .✉❣❣❡.' '❤❛' '❤❡*❡ ✐. ♥♦ .✐♥❣❧❡ ❵.♦❝✐❛❧❧② ♦♣'✐♠❛❧✬

❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣♦❧❧✉'✐♦♥✳

✸✼

❘❛'❤❡*✱ ✈❛*✐♦✉. .♦❝✐❛❧ ❝❧❛..❡. .'❛♥❞ '♦ ❣❛✐♥ '❤❡

♠♦.' ❢*♦♠ ❞✐✛❡*❡♥' ❛♥❞ ❝♦♥✢✐❝'✐♥❣ ❧❡✈❡❧. ♦❢ ❡♥✈✐*♦♥♠❡♥'❛❧ /✉❛❧✐'②✳

❚❤❡ ♣❛*'✐❝✉❧❛* ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡♥✈✐*♦♥♠❡♥'❛❧ /✉❛❧✐'② ❛❝'✉❛❧❧② ❡♥❢♦*❝❡❞ ❜②

'❤❡ .'❛'❡ ✇✐❧❧ ♣*❡.✉♠❛❜❧② *❡✢❡❝' '❤❡ *❡❧❛'✐✈❡ ♣♦❧✐'✐❝❛❧ ♣♦✇❡* ♦❢ '❤♦.❡

✈❛*✐♦✉. .♦❝✐❛❧ ❝❧❛..❡. ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ '❤❡✐* *❡.♣❡❝'✐✈❡ ❝❛♣❛❝✐'✐❡. '♦ ✐♥✢✉✲

❡♥❝❡ ❣♦✈❡*♥♠❡♥' ❞❡❝✐.✐♦♥. ♦♥ ❡♥✈✐*♦♥♠❡♥'❛❧ ♣*♦'❡❝'✐♦♥✑ ✭❊♥❣❧❛♥❞✱

✶✾✽✻✮✳

❋*♦♠ '❤❛' ❛♥❛❧②.✐.✱ ❊♥❣❧❛♥❞ '❤✐♥❦. '❤❛' '❤❡ ♥♦'✐♦♥ ♦❢ ❝❧❛.. .'*✉❣❣❧❡ ♠✉.' ❜❡

❡♥❧❛*❣❡❞ '♦ '❛❦❡ ✐♥'♦ ❛❝❝♦✉♥' ❡♥✈✐*♦♥♠❡♥'❛❧ ♣*♦❜❧❡♠.✿

✏■♥ ❛♥ ❡❛*❧✐❡* ❡*❛ ♦❢ ❝❛♣✐'❛❧✐.' ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥'✱ ❝❧❛.. ❝♦♥✢✐❝' ❜❡✲

'✇❡❡♥ ✇♦*❦❡*. ❛♥❞ ❝❛♣✐'❛❧✐.'. ❝❡♥'❡*❡❞ ♦♥ .✉❝❤ ✐..✉❡. ❛. '❤❡ ❧❡♥❣'❤

♦❢ '❤❡ ✇♦*❦✐♥❣✲❞❛② ❛♥❞ '❤❡ .✐③❡ ♦❢ '❤❡ ❜✉♥❞❧❡ ♦❢ ✇❛❣❡ ❣♦♦❞. ❝✉.✲

'♦♠❛*✐❧② ❝♦♥.✉♠❡❞ ❜② ✇♦*❦✐♥❣✲❝❧❛.. ❤♦✉.❡❤♦❧❞.✳ ◆♦✇✱ ❤♦✇❡✈❡*✱

'❤❡*❡ ❛*❡ ❛''❡♠♣'. ❜② ✇♦*❦❡*. ♥♦' ♦♥❧② '♦ ❡.❝❛♣❡ ❢*♦♠ ♣❤②.✐❝❛❧❧②

❛♥❞ ♠❡♥'❛❧❧② ❞❡❜✐❧✐'❛'✐♥❣ ✇♦*❦ ❡♥✈✐*♦♥♠❡♥'. '❤*♦✉❣❤ ❛ .❤♦*'❡♥✐♥❣

♦❢ '❤❡ ✇♦*❦✐♥❣✲❞❛② ❜✉' ❛❧.♦ '♦ ✐♠♣♦.❡ '❡❝❤♥✐/✉❡. ♦❢ ♣*♦❞✉❝'✐♦♥ ♦♥

❝❛♣✐'❛❧✐.'. ✇❤✐❝❤ ✐♠♣*♦✈❡ ❡♥✈✐*♦♥♠❡♥'❛❧ /✉❛❧✐'② ✐♥ '❤❡ ✇♦*❦♣❧❛❝❡

❛♥❞ ✐♥ ✇♦*❦✐♥❣✲❝❧❛.. ❝♦♠♠✉♥✐'✐❡.✳ ❚❤♦.❡ ♣*♦❧❡'❛*✐❛♥ ❡✛♦*'. ♥❡❡❞

'♦ ❜❡ *❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❛♥❞ ✐♥❝♦*♣♦*❛'❡❞ ✇✐'❤✐♥ ♠♦❞❡*♥ ♣♦❧✐'✐❝❛❧ ❡❝♦♥✲

♦♠②✑ ✭❊♥❣❧❛♥❞✱ ✶✾✽✻✮✳

✸✼

❊♥✈✐$♦♥♠❡♥(❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝, ❛,,❡$(, (❤❛( ❛ ✏,♦❝✐❛❧❧② ♦♣(✐♠❛❧✑ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣♦❧❧✉(✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

❝❛❧❝✉❧❛(❡❞ ✭❈♦❛,❡✱ ✶✾✻✵✮✱ ✇✐(❤ (❤❡ ❛,,✉♠♣(✐♦♥ (❤❛( (❤❡ ❛❣❡♥(, ❛$❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧, (❤❛( ❞♦ ♥♦(

❛((❡♠♣( (♦ ❛,,❡♠❜❧❡ ✐♥ ♦$❞❡$ (♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♠❛$❦❡( ♣$✐❝❡,✳
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❊❈❖◆❖▼■❈❙❄ ✶✹✽

❚❤✐& ❝❧❛&& &*+✉❣❣❧❡ ❝❛♥ *❤❡♥ ❜❡ &❡❡♥ ❛& ❛ ✜❣❤* ❜❡*✇❡❡♥ ❝❛♣✐*❛❧✐&*& ✇❤♦ ✇❛♥*

❤✐❣❤❡+ ♣+♦✜*&✱ ✇♦+❦❡+& ✇❤♦ ✇❛♥* ❤✐❣❤❡+ ✇❛❣❡& ❛♥❞ ❡♥✈✐+♦♥♠❡♥*❛❧✐&*& ✇❤♦ ✇❛♥*

❡♥✈✐+♦♥♠❡♥*❛❧ ♣+♦*❡❝*✐♦♥&✳ ❚❤❡ ;✉❡&*✐♦♥ ✐& *❤❡♥✿ ✇❤♦ ❛+❡ *❤❡&❡ ❡♥✈✐+♦♥♠❡♥✲

*❛❧✐&*&❄ ❆+❡ *❤❡② ✇♦+❦❡+& ♦+ ❝❛♣✐*❛❧✐&*&❄ ❖+ ♥❡✐*❤❡+ ♦❢ *✇♦ ♦♣*✐♦♥&✱ ❧✐✈✐♥❣ ✐♥

♥♦♥✲❝❛♣✐*❛❧✐&* &♦❝✐❡*②❄ ❖+ ♠❛②❜❡ *❤❡+❡ ✐& ♥♦ ♥❡❡❞ *♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝❧❛&& ❞❡❢❡♥❞✐♥❣

*❤❡ ❡♥✈✐+♦♥♠❡♥*✱ ❛& *❤❡ ♣+♦*❡❝*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❡♥✈✐+♦♥♠❡♥* ✇✐❧❧ ❡♠❡+❣❡ ❛& ❛ &♦❝✐❛❧

♥❡❡❞✱ ✐✳❡✳ ❛& ❛ ❝♦♥❝❡+♥ &❤❛+❡❞ ❜② ❡✈❡+②❜♦❞②❄ ❆❝*✉❛❧❧② ✇❤❛* ✇❡ &❡❡ ✐& *❤❛*✱

❡✈❡♥ ✐❢ ✐♥ ❝❡+*❛✐♥ ❝♦✉♥*+✐❡& ✐* ❡✛❡❝*✐✈❡❧② ❡♠❡+❣❡& ❛& ❛ ♣♦❧✐*✐❝❛❧ ❝♦♥&❡♥&✉& *❤❛*

*❤❡ ❡♥✈✐+♦♥♠❡♥* &❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣+♦*❡❝*❡❞✱ *❤❡ *❡♥&✐♦♥ ❜❡*✇❡❡♥ *❤✐& ♣+♦*❡❝*✐♦♥ ❛♥❞

*❤❡ ❞❡&✐+❡ ❢♦+ ❤✐❣❤❡+ ♣+♦✜*& ❛♥❞ ❤✐❣❤❡+ ✇❛❣❡& +❡♠❛✐♥ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ✈✐&✐❜❧❡✱ ❛♥❞

*❤❡ ♣+♦*❡❝*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❡♥✈✐+♦♥♠❡♥* ♥❡❡❞& *❤❡ ❛❝*✐♦♥ ♦❢ ❛❝*✐✈✐&*& *♦ &✉+✈✐✈❡ ❛& ❛

♣♦❧✐*✐❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡✳

✺✳✷✳✷  ❡""✐♥❣&✿ $❡♥'( ❛♥❞ ❡①'❡$♥❛❧✐'✐❡(

✺✳✷✳✷✳✶ ❚❤❡ ♣❤②)✐❝❛❧ )②).❡♠

D❡++✐♥❣& *+✐❡& *♦ ❝♦♥&✐❞❡+ *❤❡ ✐♠♣❛❝* ♦❢ ❡①*❡+♥❛❧✐*✐❡& ❣❡♥❡+❛*❡❞ ❜② *❤❡ ❡❝♦♥♦♠②

♦♥ *❤❡ ❡♥✈✐+♦♥♠❡♥*✱ *❤+♦✉❣❤ ❛ ❥♦✐♥* ♣+♦❞✉❝*✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❊①*❡+♥❛❧✐*✐❡& ❛+❡ ✜+&*

❞❡✜♥❡❞ ✐♥ *❤✐& ✇❛②✿ ✏*❤❡ ❜❛&✐& ♦❢ ❡①*❡+♥❛❧ ❡✛❡❝*& ✐& *❤❡ ♥♦♥✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢

*❤❡ ♣+❡❢❡+❡♥❝❡ ❛♥❞ ♣+♦❞✉❝*✐♦♥ ❢✉♥❝*✐♦♥& ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❣❡♥*& ✇❤♦ ♦♣❡+❛*❡ ✇✐*❤✐♥

❛ ❝♦♠♠♦♥ ❡♥✈✐+♦♥♠❡♥*✱ ❜✉* ✇❤♦ ❞♦ ♥♦* ♠❡❡* ✐♥ *❤❡ ♠❛+❦❡*♣❧❛❝❡✑ ✭D❡++✐♥❣&✱

✶✾✽✼✱ ♣✳ ✶✮✳

■♥ ♦+❞❡+ *♦ *❛❦❡ ✐♥*♦ ❛❝❝♦✉♥* ❡①*❡+♥❛❧✐*✐❡&✱ ❤❡ ✇❛♥*& *♦ ❛✈♦✐❞ *❤❡ ♠❛+❦❡*

&♦❧✉*✐♦♥ ♣+❡✈❛✐❧✐♥❣ ✐♥ ❡♥✈✐+♦♥♠❡♥*❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝&✱ ✐✳❡✳ *❤❡ ✐♥*+♦❞✉❝*✐♦♥ ♦❢ *❛①❡&

❛♥❞ &✉❜&✐❞✐❡& ♦+ *❤❡ ❞❡✜♥✐*✐♦♥ ♦❢ ♣+✐❝❡& *❤+♦✉❣❤ &✉❜❥❡❝*✐✈❡ ✈❛❧✉❛*✐♦♥✳ ❆❝❝♦+❞✐♥❣

*♦ ❤✐♠ *❤✐& ❦✐♥❞ ♦❢ &♦❧✉*✐♦♥& ❧❡❛❞& *♦ *❤❡ ❛**+✐❜✉*✐♦♥ ♦❢ +✐❣❤*& ✲ *♦ ♣♦❧❧✉*❡ ♦+ *♦

❡①*+❛❝* ✲ ♦♥ +❡&♦✉+❝❡& ♣+❡✈✐♦✉&❧② ❝♦♥&✐❞❡+❡❞ ❛& ❝♦♠♠♦♥ ❣♦♦❞&✱ ❛♥❞ ❢✉+*❤❡+♠♦+❡

❞♦❡& ♥♦* +❡✈♦❧✉*✐♦♥✐③❡ *❤❡ ✇❛② ✇❡ ❧♦♦❦ ❛* *❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ &②&*❡♠✳

■♥❞❡❡❞✱ *✇♦ &*+♦♥❣ ❤②♣♦*❤❡&❡& ❛+❡ ❛❧✇❛②& ❛&&✉♠❡❞ ✐♥ *❤❡ ♥❡♦❝❧❛&&✐❝❛❧ *❤❡✲

♦+②✿ ❡♥✈✐+♦♥♠❡♥*❛❧ ❣♦♦❞& ❤❛✈❡ ♥♦ ♣+✐❝❡ ✲ ✏❢+❡❡ ❣✐❢*&✑ ✲ ❛♥❞ ✇❛&*❡& ❝❛♥ ❜❡ ❡♠✐*✲

*❡❞ ✐♥ *❤❡ ❡♥✈✐+♦♥♠❡♥* ✇✐*❤♦✉* ❝♦&* ✲ ✏❢+❡❡ ❞✐&♣♦&❛❧✑✳ ■♥ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝&✱

❢♦+ D❡++✐♥❣&✱ ❜♦*❤ ❤②♣♦*❤❡&❡& &❤♦✉❧❞ ❜❡ +❡❥❡❝*❡❞✳ ■♥ ♦+❞❡+ *♦ ♣+♦✈❡ *❤❛*✱ ❤❡

❝♦♥&*+✉❝*& ❛ ✇♦+❧❞ ♠♦❞❡❧✱ ❜❛&❡❞ ♦♥ ✜✈❡ ❤②♣♦*❤❡&❡& ✭D❡++✐♥❣&✱ ✶✾✽✼✱ ♣✳ ✶✽✲✷✶✮✿

✶✳ ❚❤❡ &②&*❡♠ ✐& *❤❡+♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❝❧♦&❡❞ ✭❜✉* ♥♦* ✐&♦❧❛*❡❞✮✱ *❤✉& *❤❡+❡

❛+❡ ❡♥❡+❣② ❡①❝❤❛♥❣❡& ✇✐*❤ *❤❡ ♦✉*&✐❞❡ ♦❢ *❤❡ &②&*❡♠ ✭✐✳❡✳ &♣❛❝❡✮ ❜✉* ♥♦

♠❛*❡+✐❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡❀

✷✳ ❚❤❡ &②&*❡♠ ✐& ♥♦* ❞❡❝♦♠♣♦&❛❜❧❡✱ ✐✳❡✳ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ ❡♥✈✐+♦♥♠❡♥*❛❧ ♣+♦✲

❝❡&&❡& ❛+❡ ✐♥*❡+❞❡♣❡♥❞❡♥*❀

✸✳ ■* ✐& ♣♦&&✐❜❧❡ *♦ +❡♣+❡&❡♥* *❤❡ &②&*❡♠ *❤+♦✉❣❤ ❥♦✐♥* ♣+♦❞✉❝*✐♦♥ ♣+♦❝❡&&❡&✱

✇✐*❤ ❛ ♥✉♠❜❡+ ♦❢ ♣+♦❝❡&&❡& ❡;✉❛❧ *♦ *❤❡ ♥✉♠❜❡+ ♦❢ +❡&♦✉+❝❡&✱ ❡❛❝❤ ♣+♦❝❡&&

✉&✐♥❣ ❛* ❧❡❛&* ♦♥❡ ✐♥♣✉*✱ ❡❛❝❤ +❡&♦✉+❝❡ ❜❡✐♥❣ ♣+♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛* ❧❡❛&* ♦♥❡

♣+♦❝❡&&✳ ❚❤❡&❡ +❡&♦✉+❝❡& ✐♥❝❧✉❞❡ ❢♦+ D❡++✐♥❣& ❣♦♦❞& ♣+♦❞✉❝❡❞ ❜② *❤❡

❡❝♦♥♦♠② ✭✏❝♦♠♠♦❞✐*✐❡&✑✮ ❜✉* ❛❧&♦ ❧❛❜♦+ ❛♥❞ ♥❛*✉+❛❧ +❡&♦✉+❝❡&✿ ✏✇❤❛* ✐&
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✉♥✉%✉❛❧ ✐% )❤❡ ✐♥❝❧✉%✐♦♥ ✐♥ )❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡♥✈✐2♦♥♠❡♥)❛❧ 2❡%♦✉2❝❡%✿ )❤♦%❡

)❤❛) ❞♦ ♥♦) ❤❛✈❡ )❤❡ %)❛)✉% ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐)✐❡%✳ ❙✉❝❤ 2❡%♦✉2❝❡% ❛2❡ ♥♦)

✈❛❧♦2✐③❡❞ ✲ )❤❡② ❧✐❡ ♦✉)%✐❞❡ )❤❡ )❤❡ ♣2✐❝❡ %②%)❡♠ ♦❢ )❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✑ ✭<❡22✐♥❣%✱

✶✾✽✼✱ ♣✳ ✶✶✮❀

✹✳ <2♦❝❡%%❡% ♣2♦❞✉❝❡ ♥❡✇ 2❡%♦✉2❝❡%✱ ❞❡❣2❛❞❡❞ ♠❡❛♥% ♦❢ ♣2♦❞✉❝)✐♦♥ ✭❡D✉✐✈❛✲

❧❡♥) )♦ ♦❧❞❡2 ✜①❡❞ ❝❛♣✐)❛❧ ✐♥ ❙2❛✛❛✮ ❛♥❞ ✇❛%)❡% ✭❞❡✜♥❡❞ ❛% )❤❡ ❞✐✛❡2❡♥❝❡

❜❡)✇❡❡♥ )❤❡ ✐♥♣✉)% ❛♥❞ )❤❡ )✇♦ ✜2%) ❦✐♥❞% ♦❢ ♦✉)♣✉)%✮❀

✺✳ ❆❧❧ )❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥)% ❛2❡ ✜①❡❞✱ ♠❡❛♥✐♥❣ )❤❛) ❝♦♥%)❛♥) 2❡)✉2♥ ✐% ❛%✲

%✉♠❡❞✱ ❜✉) )❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡% ❛2❡ ♣♦%%✐❜❧❡✳

<❡22✐♥❣% ❝❤♦♦%❡% )♦ ♦♥❧② ❝♦♥%✐❞❡2 ♠❛)❡2✐❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡% ✭<❡22✐♥❣%✱ ✶✾✽✼✱ ♣✳ ✶✾✮✳

❆ )❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐% ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ )❤✐% ✇❛②✿

✏)❡❝❤♥♦❧♦❣② ♠❡❛♥% )❤❡ ♣♦♦❧ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ )❤❛) ❜♦✉♥❞% ❛❧❧ ♠❛✲

)❡2✐❛❧ )2❛♥%❢♦2♠❛)✐♦♥% ♦❢ )❤❡ ❣❧♦❜❛❧ %②%)❡♠✳ ■) )❤✉% 2❡♣2❡%❡♥)% )❤❡

%✉♠ ♦❢ ❛❧❧ )❤❡ ❤✐%)♦2✐❝❛❧❧② ❛❝D✉✐2❡❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧✱ ❣❡♥❡)✐❝✱ ✐♥)✉✐)✐✈❡✱ ♦2

2❡❝♦2❞❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ♠❛)❡2✐❛❧ )2❛♥%❢♦2♠❛)✐♦♥%✑ ✭<❡22✐♥❣%✱ ✶✾✽✼✱

♣✳ ✷✶✮✳

❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐% 2❡♣2❡%❡♥)❡❞ ❜② )✇♦ ♠❛)2✐❝❡% A ❛♥❞ B ✇✐)❤✱ 2❡%♣❡❝)✐✈❡❧②✱ ✐♥♣✉)%

❛♥❞ ♦✉)♣✉)% ❝♦❡✣❝✐❡♥)%✿

A (t) =











a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

an1 an2 · · · ann











B (t) =











b11 b12 · · · b1n
b21 b22 · · · b2n
✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

✳

bn1 bn2 · · · bnn











✭✺✳✹✺✮

❇♦)❤ ♠❛)2✐❝❡% ❛2❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛)✐✈❡✱ ❛♥❞ A (t) ✐% ♥♦♥✲❞❡❝♦♠♣♦%❛❜❧❡✳ ❚❤❡ n
2♦✇% 2❡♣2❡%❡♥) )❤❡ n ♣2♦❝❡%%❡%✱ ❛♥❞ )❤❡ n ❝♦❧✉♠♥%✱ )❤❡ n 2❡%♦✉2❝❡%✳

▲❡) q (t) ❜❡ )❤❡ ❧✐♥❡ ✈❡❝)♦2 ❞❡%❝2✐❜✐♥❣ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❛%% ✐♥ )❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤

♣❡2✐♦❞ ♦❢ ♣2♦❞✉❝)✐♦♥✳ ■❢ )❤❡ ❤②♣♦)❤❡%✐% ❛❜♦✉) ♠❛%% ❝♦♥%❡2✈❛)✐♦♥ ✭❤②♣♦)❤❡%✐%

✶✮ ✐% 2❡)❛✐♥❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ 2❡♣2❡%❡♥) )❤❡ ❝♦♥%)2❛✐♥) ♦♥ )❤❡ %②%)❡♠ ✐♥ )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

✇❛②✱ ✇✐)❤ e )❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝)♦2 ✉♥✐)② ❛♥❞ qt
)❤❡ )2❛♥%♣♦%❡ ♦❢ ✈❡❝)♦2 q✿

q (t) e = q (t+ 1) e ✭✺✳✹✻✮

A (t)qt (t) = B (t)qt (t) ✭✺✳✹✼✮

❲❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ )❤❡ 2❛)❡ ♦❢ ♠❛)❡2✐❛❧ ❣2♦✇)❤ ♦❢ )❤❡ %②%)❡♠ ✐♥ )❤✐% ✇❛②✿

g =
q (t+ 1) e

q (t) e
− 1 ✭✺✳✹✽✮
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❚❤❡ ✉♣❤♦❧❞✐♥❣ ♦❢ ❤②♣♦0❤❡1✐1 ✶ 0❤❡♥ ❧❡❛❞1 0♦ ❛ 3❛0❡ ♦❢ ❣3♦✇0❤ ❡5✉❛❧ 0♦ ③❡3♦✳

❍❡♥❝❡✱ ✐❢ ❤②♣♦0❤❡1✐1 ✷ ✐1 ❝♦♥✜3♠❡❞ ✐♥ 3❡❛❧✐0②✱ ❡❛❝❤ 0✐♠❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ❛11✉♠❡1 ❛ 3❛0❡

♦❢ ❣3♦✇0❤ 1✉♣❡3✐♦3 0♦ ③❡3♦✱ 0❤❡3❡ ✐1 ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐0 ❛11✉♠♣0✐♦♥ ♦❢ ❢3❡❡ ❣✐❢0 ❢3♦♠

♥❛0✉3❡✳

>❡33✐♥❣1 0❤❡♥ ❞❡❛❧1 ✇✐0❤ 0❤❡ ❛11✉♠♣0✐♦♥ ♦❢ ✏❢3❡❡ ❞✐1♣♦1❛❧✑ ✭>❡33✐♥❣1✱ ✶✾✽✼✱

♣✳ ✷✽✲✷✾✮✳ ❚❤✐1 ❤②♣♦0❤❡1✐1 ✐♠♣❧✐❡1 0❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 3❡❧❛0✐♦♥1❤✐♣✿

qt (t) > A (t)qt (t) ✭✺✳✹✾✮

❚❤✉1 1♦♠❡ 3❡1♦✉3❝❡1 ❛3❡ ♥♦0 ✉1❡❞ ❛1 ✐♥♣✉01 ❜② 0❤❡ 1②10❡♠ ❛♥❞ ❞✐1❛♣♣❡❛31✳

■❢ ❤②♣♦0❤❡1✐1 ✶ ❤♦❧❞1✱ 0❤✐1 ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ 03✉❡ ❢♦3 ❛ 1✉❜1②10❡♠ ✐♥1✐❞❡ 0❤❡ ❣❧♦❜❛❧

1②10❡♠✳ ❆0 0❤❡ ❣❧♦❜❛❧ 1②10❡♠ ❧❡✈❡❧✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❤❛✈❡✿

qt (t) = A (t)qt (t) ✭✺✳✺✵✮

❚❤✐1 ❧❛00❡3 ❡5✉❛0✐♦♥ ♠❡❛♥1 0❤❛0 ✐❢ 0❤❡3❡ ✐1 ❛ 0❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♦♥❡ ♣3♦✲

❝❡11✱ ❛♥ ♦0❤❡3 0❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♦♥❡ ♦3 1❡✈❡3❛❧ ♦0❤❡3 ♣3♦❝❡11❡1 ✐1 ✐♠♣❧✐❡❞✱

✐♥ ♦3❞❡3 0♦ ❦❡❡♣ 03✉❡ 0❤❡ ♠❛11 ❜❛❧❛♥❝❡ ♣3✐♥❝✐♣❧❡✳ ❚❤✐1 ❛❧1♦ ✐♠♣❧✐❡1 0❤❛0 ✇✐0❤✐♥

1②10❡♠ ✇✐0❤ ❛ 10❛❜❧❡ 0❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❛❧❧ ✇❛10❡1 ❛3❡ ✐♥♣✉01 ❢♦3 ♦0❤❡3 ♣3♦❝❡11❡1✳

>❡33✐♥❣1 0❤❡♥ ❧♦♦❦1 ❛0 1♦♠❡ ♣♦11✐❜✐❧✐0✐❡1 ✐♥ ♦3❞❡3 0♦ 3❡❧❛① ❤②♣♦0❤❡1✐1 ✷

✭>❡33✐♥❣1✱ ✶✾✽✼✱ ♣✳ ✸✶✲✸✸✮✳ ❙②10❡♠ ✺✳✹✺ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛30✐❛❧❧② ❞❡❝♦♠♣♦1❛❜❧❡ ✐♥0♦

0✇♦ 1✉❜1②10❡♠1 ✐❢ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✇3✐0❡ ✐0✱ 0❤3♦✉❣❤ 3♦✇1 ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥1 ♣❡3♠✉0❛0✐♦♥✱

❛1✿

A (t) =

[

A11 A12

0 A22

]

B (t) =

[

B11 0
0 B22

]

✭✺✳✺✶✮

❚❤❡ ✜310 1✉❜1②10❡♠ ✭♦♥ 0❤❡ ✜310 3♦✇1✮ ✐1 0❤❡♥ ✐♥♣✉0 ❞❡♣❡♥❞❡♥0 ♦♥ 0❤❡ 1❡❝♦♥❞

1✉❜1②10❡♠✱ ✇❤❡3❡❛1 0❤❡ 1❡❝♦♥❞ ✐1 ♥♦0 ❞❡♣❡♥❞❡♥0 ♦♥ 0❤❡ ✜310 ♦♥❡✳ >❡33✐♥❣1

✭✶✾✽✼✱ ♣✳ ✸✸✮ 0❤❡♥ ❡①♣❧❛✐♥1 0❤❛0 0❤❡ 1②10❡♠ ♠❛② ❜❡ ❝♦♥1✐❞❡3❡❞ ❞❡❝♦♠♣♦1❛❜❧❡

✐❢ ♣3♦❝❡11❡1 ❛3❡ ❞✐10❛♥0 ✐♥ 0✐♠❡✳ ❆ 0❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♦♥❡ ♣3♦❝❡11 ✇✐❧❧

❧✐00❧❡ ❜② ❧✐00❧❡ ❛✛❡❝0 ❛❧❧ ♣3♦❝❡11❡1 ✐❢ 0❤❡ 1②10❡♠ ✐1 ♥♦♥ ❞❡❝♦♠♣♦1❛❜❧❡✱ ❜✉0 1♦♠❡

♣3♦❝❡11❡1 ✇✐❧❧ ✇❛✐0 1❡✈❡3❛❧ ♣❡3✐♦❞1 ❜❡❢♦3❡ ❜❡✐♥❣ ❛✛❡❝0❡❞✳ ❲❡ ❝❛♥ 0❤❡♥ ❝♦♥1✐❞❡3

0❤❡ 1②10❡♠ ❛1 ❞❡❝♦♠♣♦1❛❜❧❡ ❞✉3✐♥❣ ❛ 1❤♦30 ♣❡3✐♦❞ ♦❢ 0✐♠❡✿ ❞✉3✐♥❣ 0❤✐1 ♣❡3✐♦❞✱

❤②♣♦0❤❡1✐1 ✷ ❝❛♥ ❜❡ 3❡❧❛①❡❞✳

>❡33✐♥❣1 0❤❡♥ ✐♥03♦❞✉❝❡1 0❤❡ ❛11✉♠♣0✐♦♥ 0❤❛0 ❡❛❝❤ ♣3♦❝❡11 ✐1 ♦✇♥❡❞ ❜② ❛

1♣❡❝✐✜❝ ❝❧❛11 ♦❢ ❛❣❡♥01✳ ■❢ 0✇♦ ♣3♦❝❡11❡1 ❛3❡ ✐♥0❡3❞❡♣❡♥❞❡♥0✱ ✐0 ♠❡❛♥1 0❤❛0 0❤❡②

❜♦0❤ ♥❡❡❞ ❛0 ❧❡❛10 ♦♥❡ ♦✉0♣✉0 ❢3♦♠ 0❤❡ ♦0❤❡3 ♣3♦❝❡11 0♦ ♦♣❡3❛0❡✳ ❆♥ ❡①❝❤❛♥❣❡

✐1 ♥❡❡❞❡❞ ❛♥❞ >❡33✐♥❣1 ❞❡✜♥❡1 ✐0 ❛1 ❛ 03❛♥1❛❝0✐♦♥✿ ✏❆ 03❛♥1❛❝0✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡1 0❤❡

3❡❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ 0❤❡ ♦✉0♣✉01 ♦❢ ❞✐10✐♥❝0 ♣3♦❝❡11❡1 0♦ ♠✉0✉❛❧ ❛❞✈❛♥0❛❣❡ ❛♥❞ ❜②

0❤❡ ❛❣3❡❡♠❡♥0 ♦❢ 0❤❡ ❛❣❡♥0 ✐♥✈♦❧✈❡❞✑ ✭>❡33✐♥❣1✱ ✶✾✽✼✱ ♣✳ ✸✹✮✳

❍♦✇❡✈❡3✱ ✐1 0❤❡3❡ ❛❧✇❛②1 ♠✉0✉❛❧ ❛❣3❡❡♠❡♥0❄ ▲❡0 0❤❡ 1②10❡♠ ✺✳✹✺ ❜❡ ❝♦♠✲

♣♦1❡❞ ♦❢ ♦♥❧② 0✇♦ ♣3♦❝❡11 ✇✐0❤ 0❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 0❡❝❤♥♦❧♦❣②✿

A (t) =

[

a11 a12
0 a22

]

B (t) =

[

b11 0
0 b22

]

✭✺✳✺✷✮

■♥ 0❤✐1 ❦✐♥❞ ♦❢ 1②10❡♠✱ ♦✇♥❡31 ♦❢ ♣3♦❝❡11 ✶ ❞♦ ♥♦0 ♣3♦❞✉❝❡ ❛♥②0❤✐♥❣ 0❤❛0

❝❛♥ ❜❡ ✉1❡❞ ✐♥ ♣3♦❝❡11 ✷✳ ❚❤❡3❡ ✐1 ♥♦ ♥❡❡❞ ❢♦3 ♦✇♥❡31 ♦❢ ♣3♦❝❡11 ✷ 0♦ ❣✐✈❡ ❛
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♣❛$% ♦❢ %❤❡✐$ ♦✉%♣✉% %♦ ♣$♦❝❡-- ✶✿ %❤❡$❡ ✐- ♥♦ ♠❛♥❞❛%♦$② %$❛♥-❛❝%✐♦♥✳ 4❡$$✐♥❣-

%❤❡♥ ✐♥%$♦❞✉❝❡- %❤❡ %❡$♠- ✏❡①❛❝%✐♦♥✑ ❛♥❞ ✏✐♥-❡$%✐♦♥✑ %♦ ❞❡-❝$✐❜❡ %❤❡ ♣♦--✐❜❧❡

♦✉%❝♦♠❡- ♦❢ -✉❝❤ -✐%✉❛%✐♦♥✿

✏❛♥ ❡①❛❝%✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡- %❤❡ ❢♦$❝✐❜❧❡ ✉♥❝♦♠♣❡♥-❛%❡❞ ❛❝;✉✐-✐%✐♦♥ ♦❢

%❤❡ ♦✉%♣✉%- ♦❢ ♦♥❡ ♣$♦❝❡-- ❜② %❤❡ ❛❣❡♥%✭-✮ ♦♣❡$❛%✐♥❣ ❛♥♦%❤❡$ ♣$♦✲

❝❡--✳ ❆♥ ✐♥-❡$%✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡- %❤❡ ❢♦$❝✐❜❧❡ ✉♥❝♦♠♣❡♥-❛%❡❞ ✐♠♣♦-✐%✐♦♥ ♦❢

%❤❡ ♦✉%♣✉% ♦❢ ♦♥❡ ♣$♦❝❡--✱ ❜② %❤❡ ❛❣❡♥%✭-✮ ♦♣❡$❛%✐♥❣ %❤❛% ♣$♦❝❡--✱

♦♥ ❛♥♦%❤❡$ ♣$♦❝❡--✑ ✭4❡$$✐♥❣-✱ ✶✾✽✼✱ ♣✳ ✸✺✮✳

■♥ -②-%❡♠ ✺✳✺✷✱ %❤❡$❡ ♠❛② ❜❡ ❛♥ ❡①❛❝%✐♦♥ ♦❢ $❡-♦✉$❝❡ ✷ ❜② %❤❡ ♦✇♥❡$- ♦❢ ♣$♦❝❡--

✶✱ ♦$ ❛♥ ✐♥-❡$%✐♦♥ ♦❢ $❡-♦✉$❝❡ ✷ ❜② %❤❡ ♦✇♥❡$- ♦❢ ♣$♦❝❡-- ✶✳ ❚❤✐- ❞❡♣❡♥❞- ♦♥

♣♦✇❡$ $❡❧❛%✐♦♥-❤✐♣- ❜❡%✇❡❡♥ ❛❣❡♥%-✳ ❆♥ ❡①❛❝%✐♦♥ ❝❛♥ ♦❝❝✉$ ❢♦$ ✐♥-%❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ❛

♣$♦❝❡-- ❡①%$❛❝%- ❛ ♥♦♥ $❡♥❡✇❛❜❧❡ $❡-♦✉$❝❡ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥-❡$%✐♦♥ ✇❤❡♥ %❤❡$❡ ✐- ✇❛-%❡

❞✐-♣♦-❛❧ ✐♥ %❤❡ ❡♥✈✐$♦♥♠❡♥%✱ ✇✐%❤♦✉%✱ ✐♥ ❡❛❝❤ -✐%✉❛%✐♦♥✱ ❛♥ ❛❣$❡❡♠❡♥% ✇✐%❤ %❤❡

✏♦✇♥❡$- ♦❢ %❤❡ ❡♥✈✐$♦♥♠❡♥%✑✳

✸✽

■♥-❡$%✐♦♥- ❛♥❞ ❡①❛❝%✐♦♥- ❛$❡ ♥♦% ❢❛✐$✱ ❜✉% %❤❡② ❝❛♥ ❜❡ -✉-%❛✐♥❛❜❧❡✿ ❢♦$ ✐♥✲

-%❛♥❝❡ ✐❢ %❤❡ ❣$♦✇%❤ $❛%❡ ♦❢ ♣$♦❝❡-- ✷ ✐- ❤✐❣❤❡$ %❤❛♥ %❤❡ ❣$♦✇%❤ $❛%❡ ♦❢ ♣$♦❝❡--

✶✱ %❤❡ ❡①❛❝%✐♦♥ ✐- -✉-%❛✐♥❛❜❧❡✳ ■❢ ✐% ✐- ♥♦% %❤❡ ❝❛-❡✱ $❡-♦✉$❝❡ ✷ -%❛$%- ❜❡✐♥❣

❞❡♣❧❡%❡❞✳

❆- $❡❣❛$❞- %❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ -%❛❜✐❧✐%②✱ 4❡$$✐♥❣- ✭✶✾✽✼✱ ♣✳ ✹✸✮ %❤❡♥ ✐♥;✉✐$❡- ✐❢

❛ -✉❜-②-%❡♠ ❝❛♥ ❛% %❤❡ -❛♠❡ %✐♠❡ ❝♦♥-❡$✈❡ ❛ -%❛❜❧❡ %❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇❤✐❧❡ ❢$❡❡❧②

❞✐-♣♦-✐♥❣ ✇❛-%❡ ✐♥ %❤❡ ❡♥✈✐$♦♥♠❡♥%✳ ■❢ ❤②♣♦%❤❡-✐- ✷ ✐- $❡%❛✐♥❡❞✱ %❤❡♥ %❤✐- ❝❛♥

♦♥❧② ❜❡ %❤❡ ❝❛-❡ ✐♥ ❛ ❧✐♠✐%❡❞ ♣❡$✐♦❞ ♦❢ %✐♠❡✱ ❜❡❝❛✉-❡ ❛❧❧ ♣$♦❝❡--❡- ❛$❡ ❝♦♥♥❡❝%❡❞✳

4❡$$✐♥❣- ❤✐❣❤❧✐❣❤%- ❤❡$❡ %❤❡ ❞✐✣❝✉❧%② ♦❢ ❦♥♦✇✐♥❣ ❜♦%❤ %❤❡ ❞✐-%❛♥❝❡ ❜❡%✇❡❡♥ %✇♦

♣$♦❝❡--❡- ✭%❤❡ %✐♠❡ ❢$❛♠❡ ❜❡❢♦$❡ ♦♥❡ ♣$♦❝❡-- ✐- ✐♠♣❛❝%❡❞ ❜② %❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❛♥

♦%❤❡$ ♣$♦❝❡--✮ ❛♥❞ %❤❡ %❡❝❤♥✐❝❛❧ $❡❧❛%✐♦♥-❤✐♣ %❤❛% ❡①✐-%- ❜❡%✇❡❡♥ %✇♦ ♣$♦❝❡--❡-✳

❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ -②-%❡♠ ❝❛♥♥♦% ❜❡ ❝♦♥%$♦❧❧❡❞✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♥♦% ♦❜-❡$✈❡❞ ✭✐✳❡✳ ✇❡ ❝❛♥♥♦%

✉♥❞❡$-%❛♥❞ ❛❧❧ $❡❧❛%✐♦♥-❤✐♣- %❤❛% ❡①✐-% ✐♥ %❤❡ $❡❛❧ ✇♦$❧❞✮✳

❚❤✐- ❛❧❧♦✇- 4❡$$✐♥❣- %♦ ❝$✐%✐❝✐③❡ %❤❡ ♥❡♦❝❧❛--✐❝❛❧ ❛♣♣$♦❛❝❤ ❛❜♦✉% ❡♥✈✐$♦♥✲

♠❡♥%❛❧ ♣$♦❜❧❡♠-✿ %❤✐- ❛♣♣$♦❛❝❤ ❛--✉♠❡- %❤❛% ✇❤❡♥ ❛ $❡-♦✉$❝❡ ❜❡❝♦♠❡-  ❡❧❛✲

%✐✈❡❧② -❝❛$❝❡✱ ✐%-  ❡❧❛%✐✈❡ ♣$✐❝❡ ✇✐❧❧ ✐♥❝$❡❛-❡ ❛♥❞ ♥❡✇ %❡❝❤♥✐;✉❡- ♦❢ ❡①%$❛❝%✐♦♥

❛♥❞ $❡❝②❝❧✐♥❣ ✇✐❧❧ ❡♠❡$❣❡✳ ■% ❛--✉♠❡- ❛- ✇❡❧❧ %❤❛% ✐% ✐- ♣♦--✐❜❧❡ %♦ ❡✈❛❧✉❛%❡

%❤❡  ❡❧❛%✐✈❡ ❝♦-% ♦❢ ❛ ♣♦❧❧✉%✐♦♥ ✲ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝$❡❛-❡- ♦♥❧② ✐❢ %❤❡ ♣♦❧❧✉%✐♦♥  ❡❧❛%✐✈❡❧②

✐♥❝$❡❛-❡- ✲ ❛♥❞ %❤❡♥ %♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❝♦♥%$♦❧ ♣♦❧✐❝✐❡- ❛❧❧♦✇✐♥❣ %♦ ♦❜%❛✐♥ %❤❡ -♦❝✐❛❧❧②

♦♣%✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣♦❧❧✉%✐♦♥✳ ❚❤❡$❡ ✐- ♥♦ ❛❝❝♦✉♥% ♦❢ %❤❡ ❛❜-♦❧✉%❡ -❝❛$❝✐%② ♦❢ -♦♠❡

$❡-♦✉$❝❡- ✲ ❜❡❝❛✉-❡ ♥❡♦❝❧❛--✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐-%- ❛--✉♠❡ %❤❛% ♣$✐❝❡- ✇✐❧❧ ❢♦$❝❡ -✉❜-%✐✲

%✉%✐♦♥ ✲ ❛♥❞ %❤❡ ♣♦--✐❜✐❧✐%② ♦❢ ♥♦♥✲❝♦♥%$♦❧ ♦❢ ❡♥✈✐$♦♥♠❡♥%❛❧ ❝♦♥❞✐%✐♦♥- ✲ ❜❡❝❛✉-❡

%❤❡② -❛② %❤❛% ✐% ✐- ❥✉-% ❛ ♠❛%%❡$ ♦❢ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥% ❛❧❧♦❝❛%✐♦♥ ♦❢ $❡-♦✉$❝❡-✳ ❚❤✉- ❢♦$

%❤❡ ♥❡♦❝❧❛--✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠② %❤❡$❡ ✐- ♥♦ ❛❜-♦❧✉%❡ ❧✐♠✐% ♦❢ %❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ -✉❜-②-%❡♠✱

❡✈❡♥ ✐❢ ❛❧❧ ❡❝♦♥♦♠✐-%- ❛❣$❡❡ %❤❛% %❤❡ ❊❛$%❤ ✐- ♥♦% ✐♥✜♥✐%❡✳

❚❤❡ ♦♥❧② ♣♦--✐❜✐❧✐%② ❢♦$ %❤❡ -②-%❡♠ %♦ ❦❡❡♣ ❣$♦✇✐♥❣✱ ✐- %♦ ❝♦♥%✐♥✉♦✉-❧② ✜♥❞

♥❡✇ $❡-♦✉$❝❡- %♦ ❞❡♣❧❡%❡✱ ✐✳❡✳ %♦ ❝♦♥%✐♥✉♦✉-❧② ❝❤❛♥❣❡ %❤❡ ❡①✐-%✐♥❣ %❡❝❤♥♦❧♦❣②✿

%❤❡ ♠❛❣✐❝ ❦❡② ✐- %♦ ❦❡❡♣ ✐♥%$♦❞✉❝✐♥❣ ♥❡✇ $❡-♦✉$❝❡- ✐♥%♦ %❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ -✉❜-②-✲

%❡♠✳ ❆♥❞ %❤❡♥ ♠❛②❜❡ %❤❡ ❣❧♦❜❛❧ -②-%❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ❝♦♥%$♦❧❧❛❜❧❡✱ ❜✉% ✇❤❡♥
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❚❤✐# ❧❡❛❞# ♦❢ ❝♦✉,#❡ -♦ -❤❡ .✉❡#-✐♦♥✿ ✇❤♦ ❛,❡ -❤♦#❡ ♦✇♥❡,#❄
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#❤✐& ❣♦❛❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡✱ ❣1♦✇#❤ ✇✐❧❧ ❡♥❞✳ ❇❡❝❛✉&❡ #❤❡1❡ ❛1❡ &♦♠❡ ❛❜&♦❧✉#❡❧②

&❝❛1❝❡ 1❡&♦✉1❝❡&✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉&❡ ❡♥❡1❣② ❛♥❞ ♠❛##❡1& ❛1❡ ❝♦♥#✐♥✉♦✉&❧② ❞❡❣1❛❞❡❞✱

&♦ 1❡❝②❝❧✐♥❣ ❝❛♥♥♦# ❜❡ ❝♦♠♣❧❡#❡✳

✺✳✷✳✷✳✷ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ *②*,❡♠

:❡11✐♥❣& ✐♥✈❡&#✐❣❛#❡& ❤♦✇ #❤❡ 1❡❧❛#✐♦♥&❤✐♣ ❜❡#✇❡❡♥ #❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞ #❤❡ ❡♥✈✐✲

1♦♥♠❡♥# ❛✛❡❝#& #❤❡ ❝1❡❛#✐♦♥ ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡&✳ ❍❡ &#❛1#& ✇✐#❤ #❤❡ ❞❡✜♥✐#✐♦♥

♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡✿ ✏#❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ 1❡&♦✉1❝❡ ✐& ❞❡✜♥❡❞ #♦ ❜❡ ❛ ❝♦11❡&♣♦♥❞✐♥❣

#1❛♥&❛❝#✐♦♥ ✇❡✐❣❤# ✜①❡❞ ❜② #❤❡ ❝♦♥❞✐#✐♦♥& ♦❢ ♣1♦❞✉❝#✐♦♥✱ ❞✐&#1✐❜✉#✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡①✲

❝❤❛♥❣❡✑ ✭:❡11✐♥❣&✱ ✶✾✽✼✱ ♣✳ ✻✺✮✳ ❍❡ ✐& ♥♦# ❝♦♥&✐❞❡1✐♥❣ ✉&❡✲✈❛❧✉❡✱ ❜✉# ❤❡ ♣♦✐♥#&

♦✉# #❤❛# ❛ 1❡&♦✉1❝❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ♣♦&✐#✐✈❡ ♣1✐❝❡ ♦♥❧② ✐❢ ✐# ❣❡♥❡1❛#❡& ❛ ♣♦&✐#✐✈❡

♠❛1❣✐♥❛❧ ✉#✐❧✐#② ✭:❡11✐♥❣&✱ ✶✾✽✼✱ ♣✳ ✻✺✮✳
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❇✉# ✐❢ #❤✐& ❧❛##❡1 ❝♦♥❞✐#✐♦♥ ✐& ♥❡❝❡&&❛1② #♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣♦&✐#✐✈❡ ♣1✐❝❡✱ ✐# ✐& ♥♦#

&✉✣❝✐❡♥#✱ ❛& ✐# ❛❧&♦ ❞❡♣❡♥❞& ♦♥ ♦✇♥❡1&❤✐♣✿ ♦♥❧② ♦✇♥❡❞ ❝♦♠♠♦❞✐#✐❡& ❝❛♥ ❤❛✈❡

❛ ♣1✐❝❡✱ ❛♥❞ ❝♦♠♠♦❞✐#✐❡& ❛1❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ #❤✐& ✇❛②✿

✏❝♦♠♠♦❞✐#✐❡& ✐♥ &✉❝❤ ❛ &②&#❡♠ ✐♠♣❧② 1❡&♦✉1❝❡& #❤❛# ❤❛✈❡ ✈❛❧✉❡

✐♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❛1❡ &✉❜❥❡❝# #♦ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ 1✐❣❤#& ♦❢ ♣1♦♣❡1#②✳ ❚❤❡②

✐♥❝❧✉❞❡ ♥♦# ♦♥❧② ♣1♦❞✉❝#& ✐♥ #❤❡ ✉&✉❛❧ &❡♥&❡ ♦❢ #❤❡ ✇♦1❞✱ ❜✉# ❛❧&♦

❧❛❜♦1 ❛♥❞ ❛♥② ✈❛❧♦1✐③❡❞ 1❡&♦✉1❝❡ ❡①#1❛❝#❡❞ ❢1♦♠ #❤❡ ❡♥✈✐1♦♥♠❡♥#✑

✭:❡11✐♥❣&✱ ✶✾✽✼✱ ♣✳ ✶✶✮✳

▲❛❜♦1 ✐& #❤✉& ❛ ❝♦♠♠♦❞✐#②✱ ❜✉# ♥❛#✉1❛❧ 1❡&♦✉1❝❡& ❛1❡ ♥♦#✿ #❤❡② ❤❛✈❡ ♥♦ ♣1✐❝❡

❜❡❝❛✉&❡ #❤❡② ❛1❡ ♥♦# &✉❜❥❡❝# #♦ 1✐❣❤#& ♦❢ ♣1♦♣❡1#② ✲ ✏#❤❡② ❧✐❡ ♦✉#&✐❞❡ #❤❡ #❤❡

♣1✐❝❡ &②&#❡♠ ♦❢ #❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✑ ✭:❡11✐♥❣&✱ ✶✾✽✼✱ ♣✳ ✶✶✮✳

❍❡ #❤❡♥ &❡#& ✉♣ #❤❡ ❞❡✜♥✐#✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❛❧✉❡ &②&#❡♠ ✐♥&✐❞❡ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠②✿

✏#❤❡ ✈❛❧✉❡ &②&#❡♠ ✐& ❞❡✜♥❡❞ #♦ ❜❡ #❤❡ &❡# ♦❢ #1❛♥&❛❝#✐♦♥ ✇❡✐❣❤#&

❣♦✈❡1♥✐♥❣ #❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ 1❡&♦✉1❝❡& ❜❡#✇❡❡♥ #❤❡ ❛❣❡♥#& ❝♦♥#1♦❧❧✐♥❣

#❤❡ ♠✉#✉❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥# ♣1♦❝❡&&❡& ♦❢ ❛ ❤✉♠❛♥ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡

&②&#❡♠ ✐& #❤✉& ❝♦❡①#❡♥&✐✈❡ ✇✐#❤ #❤❡ ♠❛1❦❡#✑ ✭:❡11✐♥❣&✱ ✶✾✽✼✱ ♣✳ ✻✺✮✳

■♥#❡1❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡#✇❡❡♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣1♦❝❡&&❡& ❡♥&✉1❡& #❤❛# #❤❡ ✐♥♣✉# ♠❛#1✐① ✐&

♥♦♥✲❞❡❝♦♠♣♦&❛❜❧❡✱ ❛♥❞ #❤✉& #❤❛# #❤❡1❡ ✐& ♦♥❡ ✉♥✐Q✉❡ &♦❧✉#✐♦♥ ❢♦1 ❡❛❝❤ ♣1✐❝❡✳

❍❡ ❛❞❞& #❤❡♥✿ ✏❚❤❡ ✈❛❧✉❡ &②&#❡♠ ✐& ❛♥② &②&#❡♠ ♦❢ ✇❡✐❣❤#& ❡&#❛❜❧✐&❤✐♥❣ #❤❡ 1❛#✐♦

✐♥ ✇❤✐❝❤ 1❡&♦✉1❝❡&✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ #❡1♠& ♦❢ ♣1♦♣❡1#② 1✐❣❤#&✱ ❛1❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ♦♥❡ ❢♦1

❛♥♦#❤❡1✑ ✭:❡11✐♥❣&✱ ✶✾✽✼✱ ♣✳ ✻✻✮✳ ❚❤✉& ❛❣❛✐♥ ♦✇♥❡1&❤✐♣ 1✐❣❤#& ♦♥ 1❡&♦✉1❝❡& ❛1❡

#❤❡ ✇❛② #♦ ❦♥♦✇ ✐❢ #❤❡1❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ♣1✐❝❡ ♦♥ ❛ &♣❡❝✐✜❝ 1❡&♦✉1❝❡✳

■♥ ♦1❞❡1 #♦ ❞❡✜♥❡ ❤✐& ♣1✐❝❡ &②&#❡♠✱ :❡11✐♥❣& ❛❞❞& #✇♦ ❤②♣♦#❤❡&❡&✿

✶✳ :1✐❝❡& ❞❡♣❡♥❞& ♦♥ ❝♦♥❞✐#✐♦♥& ♦❢ ♣1♦❞✉❝#✐♦♥ ❛♥❞ ♦❢ ❞✐&#1✐❜✉#✐♦♥✳ ❚❤❡

✜1&# ♠❡❛♥& #❤❡ #❡❝❤♥♦❧♦❣② ✉&❡❞ ❜② #❤❡ &②&#❡♠✱ #❤❡ ❧❛##❡1 #❤❡ ❝♦♥❞✐#✐♦♥&

❣♦✈❡1♥✐♥❣ #❤❡ &❤❛1✐♥❣ ♦❢ #❤❡ &✉1♣❧✉&✳ ■♥ :❡11✐♥❣& #❡1♠&✱ ❝♦♥❞✐#✐♦♥& ♦❢

❞✐&#1✐❜✉#✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡ ✏#❤❡ ❡①#1❛✲❡❝♦♥♦♠✐❝ ✲ ❝✉❧#✉1❛❧✱ ❧❡❣❛❧✱ ✐❞❡♦❧♦❣✐❝❛❧✱ ❛♥❞
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❚❤✐# ✐# $❛&❤❡$ #&$❛♥❣❡✿ ✇❤② ❛& &❤❡ ♠❛$❣✐♥❄ ■& #❡❡♠# #✉✣❝✐❡♥& &♦ #❛② &❤❛& ❛ ❣♦♦❞ #❤♦✉❧❞

❣❡♥❡$❛&❡ ✉&✐❧✐&② ✐❢ ♦♥❡ ✇❛♥&# &♦ #♦❧❞ ✐& ✇✐&❤ ❛ ♣♦#✐&✐✈❡ ♣$✐❝❡✳
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♣♦❧✐'✐❝❛❧ ✲ ❝♦♥❞✐'✐♦♥- ❛✛❡❝'✐♥❣ '❤❡ ❞✐-'2✐❜✉'✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡

♣2♦♣2✐❡'♦2- ♦❢ ❞✐-'✐♥❝' ❢❛❝'♦2- ♦❢ ♣2♦❞✉❝'✐♦♥✑ ✭:❡22✐♥❣-✱ ✶✾✽✼✱ ♣✳ ✻✼✮✳

✷✳ ❚❤❡2❡ ✐- ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❣2❡❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥'❛2✐'② ❜❡'✇❡❡♥ 2❡-♦✉2❝❡-✳

❚❤✐- ❧❛''❡2 ❤②♣♦'❤❡-✐- ❡①♣❧❛✐♥- ✇❤② ❝♦♥✢✐❝'- ❛❜♦✉' '❤❡ ❞✐-'2✐❜✉'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ -✉2✲

♣❧✉- ❝❛♥ ♦❝❝✉2✳ ❇② ❛--✉♠✐♥❣ '❤❛' '❤❡2❡ ✐- ❝♦♠♣❡'✐'✐♦♥ ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ ❞✐✛❡2❡♥'

♦✇♥❡2- ♦❢ '❤❡ ♠❡❛♥- ♦❢ ♣2♦❞✉❝'✐♦♥✱ :❡22✐♥❣- ❝♦♠❡- ❝❧♦-❡ '♦ ▼❛2①✿ '❤❡ ♦♥❧②

♣♦--✐❜✐❧✐'② ❢♦2 ♦✇♥❡2- ♦❢ '❤❡ -❛♠❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ♣2♦❞✉❝'✐♦♥ '♦ ✐♥❝2❡❛-❡ '❤❡✐2 -❤❛2❡

♦❢ '❤❡ ♥❡' -✉2♣❧✉- ✐- '♦ ❥♦✐♥ ❢♦2❝❡- ❛❣❛✐♥-' '❤❡ ♦✇♥❡2- ♦❢ '❤❡ ♦'❤❡2 ♠❡❛♥- ♦❢

♣2♦❞✉❝'✐♦♥ ✭❜❡❝❛✉-❡ ❝♦♠♣❡'✐'✐♦♥ ❡♥-✉2❡- '❤❛' '❤❡② ✇✐❧❧ ❣❡' '❤❡ -❛♠❡ 2❛'❡ ♦❢

♣2♦✜' ♦♥ '❤❡✐2 -❤❛2❡❞ 2❡-♦✉2❝❡✱ :❡22✐♥❣-✱ ✶✾✽✼✱ ♣✳ ✻✼✲✻✽✮✳ ❚❤❡② ✇✐❧❧ ❛❝' ❧✐❦❡ ❛

❝❧❛##✱ ✐♥ ❛ ▼❛2①✐-' -❡♥-❡✿ ✏'❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝'♦2- ♦❢ ✐♥'❡2❡-' ❛2❡ ♥♦' ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧-

♣❡2 -❡✱ ❜✉' '❤❡ ❣2♦✉♣ ♦❢ ♣2♦♣2✐❡'♦2- ♦❢ ❡❛❝❤ -❡' ♦❢ ♣❡2❢❡❝'❧② -✉❜-'✐'✉'❛❜❧❡ 2❡✲

-♦✉2❝❡- ❛❞✈❛♥❝❡❞ ✐♥ ♣2♦❞✉❝'✐♦♥✑ ✭:❡22✐♥❣-✱ ✶✾✽✼✱ ♣✳ ✻✽✮✳ ❍♦✇❡✈❡2✱ '❤❡ ❢❛❝' '❤❛'

❤❡ ❝♦♥♥❡❝'- '❤❡ ♦2✐❣✐♥ ♦❢ '❤❡ -'2✉❣❣❧❡ ✐♥ '❤❡ ❧✐♠✐'❡❞ -✉♣♣❧② ♦❢ 2❡-♦✉2❝❡- '❡❧❧-

✉- '❤❛' '❤❡ ❝❛♣✐'❛❧✐-' -②-'❡♠ ♦❢ ♣2♦❞✉❝'✐♦♥ ✭❛♥❞ ❞✐-'2✐❜✉'✐♦♥✮ ✐- ♥♦' ❛❝'✉❛❧❧②

❝♦♥'❡-'❡❞ ✭-❡❡ ❇✉2❦❡''✱ ✷✵✵✻✱ -❡❝'✐♦♥ ✺✳✷✳✻✮✳

❍✐- ♣2✐❝❡ -②-'❡♠ ✇✐'❤ ❥♦✐♥' ♣2♦❞✉❝'✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇2✐''❡♥ ❧✐❦❡ '❤✐- ✭:❡22✐♥❣-✱

✶✾✽✼✱ ♣✳ ✼✶✮✱ ✇✐'❤♦✉' ❡♥✈✐2♦♥♠❡♥'❛❧ 2❡-♦✉2❝❡- ✭✇❤✐❝❤ ❜❡❛2 ♥♦ ♣2✐❝❡✮ ❛♥❞ ❡♥✈✐✲

2♦♥♠❡♥'❛❧ ♣2♦❝❡--❡- ✭✇❤✐❝❤ ❛2❡ ♥♦' ♦✇♥❡❞✮✿

B(t)p (t+ 1) = A(t)
[

I+Drj (t)
]

p(t) ✭✺✳✺✸✮

❲✐'❤ B ❛♥❞ A '❤❡ ♠❛'2✐❝❡- ❞❡-❝2✐❜✐♥❣ '❤❡ '❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✇✐'❤✱ 2❡-♣❡❝'✐✈❡❧②✱

✐♥♣✉'- ❛♥❞ ♦✉'♣✉'- ❝♦❡✣❝✐❡♥' ❢♦2 '❤❡ n ❝♦♠♠♦❞✐'✐❡- ✭✐♥ ❝♦❧✉♠♥-✮ ✉-❡❞ ✐♥ '❤❡ n
♣2♦❝❡--❡- ♦❢ ♣2♦❞✉❝'✐♦♥ ✭✐♥ 2♦✇-✮ ❞✉2✐♥❣ ♣❡2✐♦❞ ♦❢ ♣2♦❞✉❝'✐♦♥ T ✱ p '❤❡ ❝♦❧✉♠♥

✈❡❝'♦2 ♦❢ ♣2✐❝❡-✱ ❛♥❞ Drj '❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛'2✐① ❤❛✈✐♥❣ ✐♥ ✐'- ♠❛✐♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧ '❤❡

n ❛❜-♦❧✉'❡ 2❡♥'-rj ❢♦2 ❡❛❝❤ ❝♦♠♠♦❞✐'② j✳
❲❡ ❝❛♥ '❤❡♥ 2❡♣2❡-❡♥' -②-'❡♠ ✺✳✺✸ ✉♥❞❡2 '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦2♠✿
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✭✺✳✺✹✮

:❡22✐♥❣- -'❛2'- ❢2♦♠ ❛ -❡' ♦❢ ✐♥✐'✐❛❧ ♣2✐❝❡-✱ ❛♥❞ '❤❡♥ -'✉❞② '❤❡ ♥❡❝❡--❛2②

❝♦♥❞✐'✐♦♥- ♦♥ '❤❡ ❞✐-'2✐❜✉'✐♦♥ ✈❛2✐❛❜❧❡- ❛♥❞ '❤❡ '❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐♥ ♦2❞❡2 '♦ -'❛❜✐❧✐③❡

'❤❡ ♣2✐❝❡ ✈❡❝'♦2✱ ✐✳❡✳ '❤❡ ♥❡❝❡--❛2② ❝♦♥❞✐'✐♦♥- ✉♥❞❡2 ✇❤✐❝❤ '❤❡ ✏-②-'❡♠ ❝❛♥

❝♦♥✈❡2❣❡ '♦ ❛♥ ❡U✉✐❧✐❜2✐✉♠ 2❛'❡ ♦❢ ❣2♦✇'❤✑ ✭:❡22✐♥❣-✱ ✶✾✽✼✮✳

❲✐'❤ ❛ -'❛❜❧❡ '❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✐❢ '❤❡2❡ ✐- ❛ ✉♥✐❢♦2♠ 2❛'❡ ♦❢ 2❡♥'- ♦♥ ❛❧❧ ♣2♦❝❡--❡-✱

:❡22✐♥❣- -❤♦✇- '❤❛' '❤❡ ♣2✐❝❡ -②-'❡♠ ✐- -'❛❜❧❡ ♦♥❧② ✐❢ '❤✐- ✉♥✐❢♦2♠ 2❛'❡ ✐- ❡U✉❛❧

'♦ '❤❡ ♣❤②-✐❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ 2❛'❡ ♦❢ -✉2♣❧✉- R ✭2❡❧❛'✐✈❡ ♣2✐❝❡- ❛2❡ -'❛❜❧❡ ✐♥ '❤❡

❛❜-❡♥❝❡ ♦❢ ❥♦✐♥' ♣2♦❞✉❝'✐♦♥ ✐❢ '❤❡ ✉♥✐❢♦2♠ 2❛'❡ ♦❢ -✉2♣❧✉- ✐- ❜❡'✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ R✮✳
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❊❈❖◆❖▼■❈❙❄ ✶✺✹

■❢ %❤❡ (❛%❡* ♦❢ (❡♥%* ❛(❡ ♥♦% ✉♥✐❢♦(♠✱ ❜✉% *%❛❜❧❡ ✐♥ %✐♠❡✱ %❤❡ *%❛❜✐❧✐%② ♦❢ %❤❡ ♣(✐❝❡

*②*%❡♠ ✐* ❡♥*✉(❡❞ ✇❤❡♥ %❤❡ ♣(✐❝❡ ✈❡❝%♦( ✐* ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❡❝%♦( ♦❢ %❤❡ *♦❝✐♦✲%❡❝❤♥✐❝❛❧

♠❛%(✐① B−1A
[

I+Drj

]

✭=❡((✐♥❣*✱ ✶✾✽✼✱ ♣✳ ✼✹✮✳ ❇✉% ❛* ❛ (❡*✉❧% ♦❢ ❤②♣♦%❤❡*✐*

✷✱ %❤❡ (❛%❡* ♦❢ (❡♥%* ♠❛② ❛% %❤❡ *❛♠❡ %✐♠❡ ❜❡ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦(♠ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦♥*%❛♥% ✐♥

%✐♠❡✳

■♥ ♦(❞❡( %♦ ❞❡♠♦♥*%(❛%❡ %❤✐*✱ =❡((✐♥❣* ❧✐♥❦* %❤❡ (❛%❡ ♦❢ (❡♥% ♦❢ ❛ (❡*♦✉(❝❡ %♦

%❤❡ ❡①❝❡** ❞❡♠❛♥❞ ♦♥ %❤✐* (❡*♦✉(❝❡✳ ❊①❝❡** ❞❡♠❛♥❞ ✐* %❤❡ ❞✐✛❡(❡♥❝❡ ❜❡%✇❡❡♥

%❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ %❤❡ H✉❛♥%✐%② ♣(♦❞✉❝❡❞ ♦❢ %❤❡ (❡*♦✉(❝❡❀ %❤❡♥ %❤❡ (❛%❡ ♦❢ (❡♥%

✐♥❝(❡❛*❡* ✐❢ %❤❡ ❡①❝❡** ❞❡♠❛♥❞ ✐* ♣♦*✐%✐✈❡✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡$%❛ ✭=❡((✐♥❣*✱ ✶✾✽✼✱ ♣✳

✼✺✮✳ ▲❡% qE ❜❡ %❤❡ ❧✐♥❡ ✈❡❝%♦( ♦❢ ❡①❝❡** ❞❡♠❛♥❞✱ *②*%❡♠ ✺✳✺✸ ❜❡❝♦♠❡*✿

Bp (t+ 1) = A [I+ f (qE (t))]p (t) ✭✺✳✺✺✮

❚❤✐* *②*%❡♠ ❝❛♥ ♦♥❧② ❡♥❣❡♥❞❡( ❛ ♣(✐❝❡ *%❛❜✐❧✐%② ✐❢ %❤❡ ❡①❝❡** ❞❡♠❛♥❞ ✈❛♥✲

✐*❤❡❞ ✐♥ %❤❡ ❧♦♥❣ (✉♥✿

limt→∞qE (t) = limt→∞q (t) [A− I] = 0 ✭✺✳✺✻✮

❍♦✇❡✈❡(✱ %❤✐* *%❛❜✐❧✐%② ♦❢ %❤❡ ♣(✐❝❡ *②*%❡♠ ✐* ♥♦% ♣♦**✐❜❧❡ ✐❢ ❡♥✈✐(♦♥♠❡♥%❛❧

(❡*♦✉(❝❡* ❛♥❞ ♣(♦❝❡**❡* ❛(❡ ✐♥%(♦❞✉❝❡❞✱ ❛* %❤❡ ❤②♣♦%❤❡*✐* ♦❢ ❛ %✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥%

%❡❝❤♥♦❧♦❣② ❝❛♥♥♦% ❤♦❧❞ ❛♥②♠♦(❡✳ ❲✐%❤♦✉% ❢(❡❡ ❣✐❢% ❛♥❞ ❢(❡❡ ❞✐*♣♦*❛❧✱ ✐♥✈❡♥%✐♦♥*

❛♥❞ ✐♥♥♦✈❛%✐♦♥* ❛(❡ ♥❡❡❞❡❞✳

◆♦✇ ❛(✐*❡* %❤❡ H✉❡*%✐♦♥ ♦♥ %❤❡ ❡①✐*%❡♥❝❡ ♦❢ ❢(❡❡ ❣✐❢% ❛♥❞ ❢(❡❡ ❞✐*♣♦*❛❧✱ ❛

H✉❡*%✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ (❡*%❛%❡ ❛*✿ ✇❤② ✐* %❤❡(❡ ♥♦ ♣(✐❝❡ ♦♥ ❡♥✈✐(♦♥♠❡♥%❛❧ (❡*♦✉(❝❡*❄

❆❝❝♦(❞✐♥❣ %♦ =❡((✐♥❣*✱ %❤❡(❡ ✐* ✈❛❧✉❡ ✇❤❡♥ %❤❡(❡ ✐* ♣(♦♣❡(%②✳ ■❢ %❤❡(❡ ✐* ♥♦ ✈❛❧✉❡

♦♥ ❛ (❡*♦✉(❝❡ ✉*❡❞ ❜② %❤❡ ♣(♦❞✉❝%✐♦♥ *②*%❡♠✱ %❤❡♥ %❤❡(❡ ✐* ❛♥ ❡①❛❝%✐♦♥✿ %❤❡(❡

✐* ♥♦ (❡❝♦❣♥✐%✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ♣(♦♣❡(%② (✐❣❤%* ♦♥ %❤✐* (❡*♦✉(❝❡✳ ❇✉% %❤✐* ♦✇♥❡(*❤✐♣ ✐*

♥♦% ❥✉*% ❛ ❝❧❛✐♠ ✐♥ =❡((✐♥❣* *②*%❡♠✿ %❤❡(❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛ (❡♥% ♦♥❧② ✐❢ %❤❡ (❡*♦✉(❝❡ ✐*

♦✇♥❡❞✱ ❜✉% ❛❧*♦ ✈❛❧✉❡❞✱ ✐✳❡✳ ✐❢ %❤❡ ♣(♦❝❡** ♦❢ ♣(♦❞✉❝%✐♦♥ ♦❢ %❤❛% (❡*♦✉(❝❡ ✉*❡*

❛% ❧❡❛*% ♦♥❡ ♣♦*✐%✐✈❡❧② ♣(✐❝❡❞ (❡*♦✉(❝❡✳ ❆* =❡((✐♥❣* *%❛%❡* ✐%✿

✏(❡*♦✉(❝❡* ❛(❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② *❝❛(❝❡ ❬❛♥❞ %❤✉* (❡❝❡✐✈❡ ❛ ♣(✐❝❡❪

✇❤❡♥ %❤❡✐( ✉%✐❧✐③❛%✐♦♥ ✐♥ %❤❡ ♣(♦❝❡** ♦❢ ❛ ❤✉♠❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✐♠♣❧✐❡*

%❤❡ ❝♦♠♠✐%♠❡♥% ♦❢ ♣♦*✐%✐✈❡❧② ✈❛❧✉❡❞ (❡*♦✉(❝❡* %♦ *❡❝✉(❡ %❤❡✐( ♣♦*✲

*❡**✐♦♥✳ ❚❤❡ %❡(♠ ♣♦**❡**✐♦♥ ❤❛* ❛ ✈❡(② ♣(❡❝✐*❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ❤❡(❡✳ ❚❤❡
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♣.♦❞✉❝/✐♦♥✱ .❡♣.❡3❡♥/✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣.♦❝❡33❡3✳ ❏♦✐♥/ ♣.♦❞✉❝/✐♦♥

✐3 ❛❧❧♦✇❡❞✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♣.♦❝❡33 ✉3❡3 ❛/ ❧❡❛3/ ♦♥❡ ✐♥♣✉/✳ ❚❤❡ ♠❛/.✐❝❡3 ♦❢ /❡❝❤♥♦❧♦❣②

✭A ❢♦. ✐♥♣✉/✱ B ❢♦. ♦✉/♣✉/✱ ❜♦/❤ ♣♦3✐/✐✈❡ ♠❛/.✐❝❡3✮ ❛.❡ ❛33✉♠❡❞ /♦ ❜❡ 3E✉❛.❡

✭3❛♠❡ ♥✉♠❜❡. ♦❢ ♣.♦❝❡33❡3 ❛♥❞ .❡3♦✉.❝❡3✮❀ ♣.♦❝❡33❡3 ❛.❡ ❞✐3♣❧❛②❡❞ ✐♥ .♦✇3✱

❛♥❞ .❡3♦✉.❝❡3 ✐♥ ❝♦❧✉♠♥3✳ ❋✐①❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥/ ❛.❡ ❛33✉♠❡❞

✹✷

❛♥❞ ♦♥❧② ♠❛/❡.✐❛❧

.❡3♦✉.❝❡3 ❛.❡ .❡♣.❡3❡♥/❡❞✳

✹✸

❍❡ ✇♦.❦3 ✇✐/❤ ❛ 3②3/❡♠ ✇❤❡.❡ ❡♥✈✐.♦♥♠❡♥/❛❧ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣.♦❝❡33❡3 ❛.❡

✐♥/❡.❞❡♣❡♥❞❡♥/✱ ❜✉/ ✐♥/❡.❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❤❛3 ♥♦/ /❤❡ 3❛♠❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ❛3 ✐♥ ❙.❛✛❛✱

✹✶

❍♦✇❡✈❡%✱ ❝✉%✐♦✉*❧② ❤❡ *.❛%.* ❤✐* ✇♦%❦ ✇✐.❤ ❛ ❞❡✜♥✐.✐♦♥ ♦❢ *❝❛%❝✐.② ✭✏❛ %❡*♦✉%❝❡ ♦% *❡%✈✐❝❡

✐* ❞❡✜♥❡❞ .♦ ❜❡ *❝❛%❝❡ ✐❢ ✐.* ✉*❡ ✐♥❝✉%* ❛ *✐❣♥✐✜❝❛♥. ♣♦*✐.✐✈❡ ♦♣♣♦%.✉♥✐.② ❝♦*. ❢♦% *♦❝✐❡.②✱

❡✐.❤❡% ❡❧*❡✇❤❡%❡ ♦% ✐♥ .❤❡ ❢✉.✉%❡✑✱ ❖✬❈♦♥♥♦%✱ ✶✾✾✸❜✮✱ ❛♥❞ ❧✐♥❦* .❤❛. ✇✐.❤ .❤❡ ❢❛❝. .❤❛.

❡♥✈✐%♦♥♠❡♥.❛❧ %❡*♦✉%❝❡* ♠❛② ❤❛✈❡ ♥♦ ♣%✐❝❡ ✭✐✳❡✳ ❜❡ ✏❢%❡❡ ❣♦♦❞*✑✮ ✐❢ .❤❡② ✇❡%❡ ♥♦. *❝❛%❝❡✳

❚❤✐* %❡❧❛.✐♦♥ ❜❡.✇❡❡♥ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ *❝❛%❝✐.② ✐* ❛❝.✉❛❧❧② %❡❛❧❧② ♥❡♦❝❧❛**✐❝❛❧✱ ❛♥❞ ♦♣♣♦*❡❞ .♦ .❤❡

✈✐❡✇ ♦❢ ❙%❛✛❛ ✭✇❤❡%❡ ✐. ✐* ♣%♦❞✉❝.✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞* .♦ ✈❛❧✉❡✱ ♥♦. *❝❛%❝✐.②✮✳

✹✷

❚❤❡ ❛**✉♠♣.✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥*.❛♥. %❡.✉%♥* ❤❡❧♣* .♦ ✏❜%✐♥❣ ♦✉. .❤❡ ❢♦%❝❡ ♦❢ .❤❡ ❦❡② ♥♦.✐♦♥* ♦❢

✐%%❡♣❧❛❝❡❛❜✐❧✐.② ❛♥❞ ♥♦♥✲*✉❜*.✐.✉.❛❜✐❧✐.② ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❛♣✐.❛❧ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇* ✉* .♦ ❡①♣%❡** *.❛%❦❧②

.❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✈❛❧✉❡ *②*.❡♠ ❝♦♥✢✐❝. ✐♥ %❡*♦✉%❝❡ ✉*❡ ❛♥❞ ❝♦♥.%♦❧✑✳ ❆❝.✉❛❧❧②✱ ❛* ■ .❤✐♥❦ .❤❛. .❤✐*

❛**✉♠♣.✐♦♥ ✐* ♥♦. ♥❡❡❞❡❞✱ .❤❡ *❛❦❡ ♦❢ *✐♠♣❧✐❝✐.② ✭❜❡❝❛✉*❡ ❖✬❈♦♥♥♦% ✇❛♥.* .♦ ❡①♣%❡** .❤❡

❞②♥❛♠✐❝* ♦❢ .❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✲❡♥✈✐%♦♥♠❡♥. *②*.❡♠✮ ✐* .❤❡ ♦♥❧② %❡❛❧ %❡❛*♦♥ .♦ ✉*❡ ✐.✳

✹✸

❆* ✐♥ L❡%%✐♥❣* ✭✶✾✽✼✮ ✭❛♥❞ *♦♠❡ ♦.❤❡%* ❛✉.❤♦%* ❧✐❦❡ L❛..❡%*♦♥✱ ✶✾✾✽✮✱ .❤❡%❡ ✐*✱ ✐♥

❖✬❈♦♥♥♦%✱ ❛ ♥❡❡❞ .♦ %❡♣%❡*❡♥. ❛❧❧ ♣❤②*✐❝❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡*✱ ❛♥❞ .♦ %❡❧❛.❡ ✈❛❧✉❡* .♦ .❤❡*❡ ♣❤②*✲

✐❝❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡*✳ ❍♦✇❡✈❡%✱ ✐♥ ❙%❛✛❛✱ ✈❛❧✉❡ ✐* ❝♦♥♥❡❝.❡❞ .♦ .❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♠❛%❦❡.❡❞ ❣♦♦❞*

❛♥❞ *❡%✈✐❝❡* ❜❡.✇❡❡♥ ❛❣❡♥.*✱ .❤✉* ✐. ✐* ♥♦. ♥❡❝❡**❛%✐❧② %❡❧❛.❡❞ ✇✐.❤ ♠❛.❡%✐❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡* ✭❛

*❡%✈✐❝❡ *❡❝.♦%✱ ❢♦% ✐♥*.❛♥❝❡✱ ❝❛♥ ❜❡ %❡♣%❡*❡♥.❡❞ ✐♥ ❙%❛✛❛✱ ✇❤❡%❡❛* ✐♥ ❖✬❈♦♥♥♦%✱ .❤✐* *❡❝.♦%

✇♦✉❧❞ ✉*❡ *♦♠❡ ♣❤②*✐❝❛❧ ✐♥♣✉.*✱ ❜✉. ✇♦✉❧❞ ♣%♦❞✉❝❡ ♥♦.❤✐♥❣✮✳
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❊❈❖◆❖▼■❈❙❄ ✶✺✽

❛$ %❤❡(❡ ✐$ ♥♦% ❛❧✇❛②$ ♦♥❡ ❜❛$✐❝ ❝♦♠♠♦❞✐%② ❢♦( ❛❧❧ ♣(♦❝❡$$❡$ ✐♥ ❖✬❈♦♥♥♦(✬$

❡①❛♠♣❧❡$✳ ❚❤❡ ♣❤②$✐❝❛❧ $②$%❡♠ ❝❛♥ ❜❡ (❡♣(❡$❡♥%❡❞ ✐♥ %❤✐$ ✇❛②✿

y (T )B = y (T )A+ s (T ) ✭✺✳✺✽✮

❲✐%❤ y (T ) %❤❡ ❧✐♥❡ ✈❡❝%♦( ♦❢ ♣(♦❝❡$$❡$ ❛❝%✐✈✐%✐❡$ ❛♥❞ s %❤❡ ❧✐♥❡ ✈❡❝%♦( ♦❢ %❤❡

$✉(♣❧✉$✳ ❚❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ A✉❛♥%✐%② ❛% %❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ %❤❡ ♣❡(✐♦❞ ♦❢ ♣(♦❞✉❝%✐♦♥ ✐$

%❤✉$✿

q (T ) = y (T )A ✭✺✳✺✾✮

❆♥❞ ❛% %❤❡ ❡♥❞ ♦❢ %❤❡ ♣❡(✐♦❞✿

q (T + 1) = y (T )B ✭✺✳✻✵✮

■❢ %❤❡(❡ ❛(❡ ♥♦ ❢(❡❡ ❣✐❢% ❛♥❞ ♥♦ ❢(❡❡ ❞✐$♣♦$❛❧✱ %❤❡♥ %❤❡ ♣(♦❞✉❝❡❞ A✉❛♥%✐%②

❛% %❤❡ ❡♥❞ ♦❢ %❤❡ ♣❡(✐♦❞ ✐$ ❡A✉❛❧ %♦ %❤❡ A✉❛♥%✐%② ✉$❡❞ ✐♥ ♣(♦❞✉❝%✐♦♥ ✐♥ %❤❡

❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ %❤❡ ♥❡①% ♣❡(✐♦❞✱ %❤❛% ✐$✿

q (T + 1) = y (T + 1)A ✭✺✳✻✶✮

q (T + 1) = y (T )B = y (T )A+ s (T ) = y (T + 1)A ✭✺✳✻✷✮

❍❡♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ %❤❡ ✐♥✐%✐❛❧ ❛❝%✐✈✐%② ✈❡❝%♦(✱ A✉❛♥%✐%✐❡$ ✐♥ %❤❡ $✉(♣❧✉$

✈❡❝%♦( s ❛(❡ ♣♦$✐%✐✈❡ ♦( ♥❡❣❛%✐✈❡✳ ◗✉❛♥%✐%✐❡$ ♦❢ %❤❡ ❞✐✛❡(❡♥% (❡$♦✉(❝❡$ ❛♥❞

❛❝%✐✈✐%② ❧❡✈❡❧$ ♦❢ %❤❡ ❞✐✛❡(❡♥% ♣(♦❝❡$$❡$ ✇✐❧❧ %❤❡♥ ✐♥❝(❡❛$❡ ♦( ❞❡❝(❡❛$❡ ❢(♦♠

♣❡(✐♦❞$ %♦ ♣❡(✐♦❞$✳ ❆% ♦♥❡ ♣♦✐♥%✱ ✐% ✐$ ♣♦$$✐❜❧❡ %❤❛% %❤❡② ❜❡❝♦♠❡ ♥❡❣❛%✐✈❡✿

✐% ♠❡❛♥$ %❤❛% %❤❡ $②$%❡♠ ❤❛✈❡ ❜(♦❦❡♥ ❞♦✇♥✳ ❚❤✉$ ✏❢❡❛$✐❜❧❡ %✐♠❡ ♣❛%❤$ ❢♦(

%❤❡ ❡♥$❡♠❜❧❡ ❛(❡ (❡$%(✐❝%❡❞ %♦ ♥♦♥✲♥❡❣❛%✐✈❡ $♦❧✉%✐♦♥$ ❢♦( ❛ $❡A✉❡♥❝❡ y (T )✱
y (T + 1)✱ ✳✳✳✑ ✭❖✬❈♦♥♥♦(✱ ✶✾✾✸❜✮✳

❖✬❈♦♥♥♦( ❞♦❡$ ♥♦% ♦♥❧② ✇❛♥% %♦ ❛♥❛❧②③❡ ❢❡❛$✐❜❧❡ ♣❛%❤$✱ ❜✉% ❢✉(%❤❡(♠♦(❡

♣❛%❤$ %❤❛% ❛❧❧♦✇$ ❢♦( ❛ ✏❜❛❧❛♥❝❡❞ ❣(♦✇%❤✑ ✭❖✬❈♦♥♥♦(✱ ✶✾✾✸❜✮✱ ✐♥ (❡❢❡(❡♥❝❡ %♦

❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥✬$ ♠♦❞❡❧ ✭✶✾✹✻✮✱ ✐✳❡✳ ✇✐%❤ ❛ ✉♥✐❢♦(♠ (❛%❡ ♦❢ ❣(♦✇%❤ ❢♦( ❛❧❧ ♣(♦✲

❝❡$$❡$✳

✹✹

▼❛%❤❡♠❛%✐❝❛❧❧②✱ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥$%(❛✐♥% ✐$ %❤❡♥ ❛❞❞❡❞✿

s (T ) = gy (T )A ✭✺✳✻✸✮

❲✐%❤ g %❤❡ ✉♥✐❢♦(♠ (❛%❡ ♦❢ ❣(♦✇%❤✳ ❙②$%❡♠ ✺✳✺✽ ❝❛♥ ❜❡✱ ♥♦✇✱ ✇(✐%%❡♥ ✐♥

%❤✐$ ✇❛②✿

y (T )B = (1 + g)y (T )A ✭✺✳✻✹✮

❍❡♥❝❡ %❤❡ ❛❝%✐✈✐%② ✈❡❝%♦( y (T ) ♠✉$% ❜❡ ❛ ❡✐❣❡♥✈❡❝%♦( ♦❢ ♠❛%(✐① AB−1
✳

❇② ❝♦♥$✐❞❡(✐♥❣ ❛ ❣❧♦❜❛❧ $②$%❡♠ ✇❤❡(❡ ♥❛%✉(❛❧ (❡$♦✉(❝❡$ ❛(❡ ✐♥ ❧✐♠✐%❡❞ $✉♣✲

♣❧②✱ %❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ A✉❛♥%✐%✐❡$ ✐♥ %❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ %❤❡ ♣❡(✐♦❞ ♦❢ ♣(♦❞✉❝%✐♦♥ T ❛(❡

✹✹

■♥ ❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥✬* ❛♣♣,♦❛❝❤✱ 0❤❡ ❞✐✛❡,❡♥❝❡ ✇✐0❤ ❖✬❈♦♥♥♦, ✐* 0❤❛0 0❤❡,❡ ❛,❡ ♥♦ *❝❛,❝❡

,❡*♦✉,❝❡* ✭❛❧❧ ♥❛0✉,❛❧ ,❡*♦✉,❝❡* ❛,❡ ✏❢,❡❡ ❣♦♦❞*✑✮ ❛♥❞ 0❤❡,❡ ✐* ✏❢,❡❡ ❞✐*♣♦*❛❧✑ ✭✐❢ 0❤❡,❡ ✐* ❡①❝❡**

♣,♦❞✉❝0✐♦♥✱ 0❤❡ ♣,✐❝❡ ✐* *❡0 0♦ ③❡,♦✮✳
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❊❈❖◆❖▼■❈❙❄ ✶✺✾

♦♥❧② '❤❡ ♦♥❡* ♣,♦❞✉❝❡❞ ❛' ♣❡,✐♦❞ T −1✳ ❈♦♥*'❛♥' ❣,♦✇'❤ ♦❢ '❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ *✉❜✲

*②*'❡♠ ❝❛♥ '❤❡♥ ♦♥❧② ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❜② ❛ ❞❡❝,❡❛*✐♥❣ ❛❝'✐✈✐'② ♦❢ ♦'❤❡, *✉❜*②*'❡♠* ✿

✏❜❛❧❛♥❝❡❞ ❣!♦✇$❤ ♦❢ $❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐❧❧ '❤❡♥ ♠❡❛♥ ♣,♦♣♦,'✐♦♥❛❧ ❣,♦✇'❤ ❢,♦♠ ♦♥❡

♣❡,✐♦❞ '♦ '❤❡ ♥❡①' ♦❢ '❤❡ ,✉❜✈❡❝$♦! ♦❢ $❤♦,❡ !❡,♦✉!❝❡, ✈❛❧✉❡❞ ❜② ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣!♦✲

♣!✐❡$♦!,✳ ❚❤❡ ❡♥*❡♠❜❧❡ ❛❝'✐✈✐'② ♠❛② '❤❡♥ ❜❡ ✬✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞✑ ✬ ✭❖✬❈♦♥♥♦,✱ ✶✾✾✸❜✮✳

❆♥❞ ❝♦♥*'❛♥' ❣,♦✇'❤ ♦❢ ❛❧❧ '❤❡ *②*'❡♠ ✐* ♥♦' ♣♦**✐❜❧❡ ✭g ♠✉*' ❜❡ ❡H✉❛❧ '♦ 0✱ *❡❡
❖✬❈♦♥♥♦,✱ ✶✾✾✸❛ ❢♦, ❛ ❞✐*❝✉**✐♦♥ ♦♥ ❙♣❛❝❡*❤✐♣ ❡❛,'❤ ♠♦❞❡❧*✱ ✇✐'❤ ❛♥ ❛❝❝♦✉♥'

♦❢ ♠❛''❡, ❛♥❞ ❡♥❡,❣② ✢♦✇*✮✳

❆* ,❡❣❛,❞* '❤❡ ♣,✐❝❡ *②*'❡♠✱ ❖✬❈♦♥♥♦, ✜,*' ❛**✉♠❡* '❤❛' '❤❡,❡ ✐* ♦♥❧② ♦♥❡

,❛'❡ ♦❢ ♣,♦✜'✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦, ❛ ✏❜❛❧❛♥❝❡❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡①♣❛♥*✐♦♥✑ ✭❖✬❈♦♥♥♦,✱ ✶✾✾✸❜✮✳

❚❤✐* ❛**✉♠♣'✐♦♥ ✐* ♥♦' ,❡❧❛'❡❞ '♦ '❤❡ ✐♥'❡,❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ♣,♦❝❡**❡*✱ ❜✉' '♦

'❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♠♣❡'✐'✐♦♥ ❜❡'✇❡❡♥ ♣,♦❝❡**❡* ✭✐♥ ❛ ❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥✬* ✇❛②✮✳ ❚❤❡

♣,✐❝❡ *②*'❡♠ ✐* '❤✉* ✇,✐''❡♥ ❛* ❢♦❧❧♦✇*✿

Bp = (1 + π)Ap ✭✺✳✻✺✮

✺✳✷✳✸✳✶ ❋✐'() ❡①❛♠♣❧❡

■♥ ❛ ✈❡,② *✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐'❤ '✇♦ ♣,♦❝❡**❡*✱ ❖✬❈♦♥♥♦, ,❡♣,❡*❡♥'* '❤❡ ❡❝♦♥♦♠②

❛* ❛ *✐♥❣❧❡ ♣,♦❝❡** ♣,♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♥♦♥ ❜❛*✐❝ ❣♦♦❞ 1✱ ❛♥❞ '❤❡ ❡♥✈✐,♦♥♠❡♥' ❛* ❛

*✐♥❣❧❡ ♣,♦❝❡** ✇❤✐❝❤ ♣,♦❞✉❝❡* ❛ ❜❛*✐❝ ❣♦♦❞ 2✳ ❍❡ '❤✉* '❛❦❡* '❤❡ ♦♣♣♦*✐'❡ ✈✐❡✇ ❛*

'❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❙,❛✛❛ ✭✶✾✻✵✮✱ ✇❤♦ ,❡♣,❡*❡♥'* ♥❛'✉,❛❧ ,❡*♦✉,❝❡* ❛* ❡H✉✐✈❛❧❡♥' '♦ ♥♦♥✲

❜❛*✐❝ ❣♦♦❞*✱ ❜❡❝❛✉*❡ '❤❡,❡ ❛,❡ ♥♦' ♣,♦❞✉❝❡❞ ❜② '❤❡ *②*'❡♠✳ ■♥ '❤❡ ❖✬❈♦♥♥♦,✬*

*②*'❡♠✱ '❤❡♥ ❡♥✈✐,♦♥♠❡♥' ✐* ♣,♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ✐* '❤❡ *✉♣♣♦,' ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❛❝'✐✈✐'✐❡*✳

❚❤❡ ✐♥♣✉' ♦✉'♣✉' ,❡♣,❡*❡♥'❛'✐♦♥ ✐* '❤✉*✱ ✇✐'❤ '❤❡ ✜,*' ♣,♦❝❡** '❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝

♦♥❡✱ ❛♥❞ '❤❡ *❡❝♦♥❞ '❤❡ ❡♥✈✐,♦♥♠❡♥'❛❧ ♦♥❡✿

A =

[

a11 a12
0 a22

]

; B =

[

b11 0
0 b22

]

✭✺✳✻✻✮

❆❝❝♦,❞✐♥❣ '♦ ❖✬❈♦♥♥♦,✱ '❤❡,❡ ❛,❡ '❤❡♥ '✇♦ *♦❧✉'✐♦♥* ❢♦, '❤❡ ♣,✐❝❡ *②*'❡♠

✺✳✻✺✱ ❛* ♠❛',✐① B−1A ❤❛* '✇♦ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡*✳ ❚❤❡*❡ '✇♦ *♦❧✉'✐♦♥* ❧❡❛❞* '♦ '✇♦

❞✐✛❡,❡♥' *❡'* ♦❢ ♣,✐❝❡* ❛♥❞ '✇♦ ❞✐✛❡,❡♥' ,❛'❡* ♦❢ ♣,♦✜'✳ ❚❤❡ ✜,*' ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✐*

❡H✉❛❧ '♦✿

λ1 =
a11
b11

=
1

1 + π1
✭✺✳✻✼✮

❲✐'❤ π1 = (b11 − a11) /a11 '❤❡ ♦✇♥✲❣,♦✇'❤ ,❛'❡ ♦❢ '❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣♦♦❞✳ ❚❤❡

♣,✐❝❡ *♦❧✉'✐♦♥ ✐* ❬p1 = 1❀ p2 = 0❪ ✇❤❡♥ π1 ✐* '❤❡ ❝❤♦*❡♥ ✉♥✐❢♦,♠ ,❛'❡ ♦❢ ♣,♦✜'✳

❚❤❡ *❡❝♦♥❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✐* ❡H✉❛❧ '♦✿

λ2 =
a22
b22

=
1

1 + π2
✭✺✳✻✽✮

❲✐'❤ π2 = (b22 − a22) /a22 '❤❡ ♦✇♥✲❣,♦✇'❤ ,❛'❡ ♦❢ '❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣♦♦❞✳ ■❢

π2 ✐* '❤❡ ❝❤♦*❡♥ ✉♥✐❢♦,♠ ,❛'❡ ♦❢ ♣,♦✜'✱ '❤❡♥ ❜♦'❤ ♣,✐❝❡* ❛,❡ *',✐❝'❧② ♣♦*✐'✐✈❡ ✐❢

π2 < π1✳ ■❢ '❤✐* ✐* ♥♦' '❤❡ ❝❛*❡✱ ✇❡ ❛,❡ ✐♥ '❤❛' *♣❡❝✐❛❧ ❝❛*❡ ',❡❛'❡❞ ❜② ❙,❛✛❛

❛* '❤❡ ❜❡❛♥* ♣,♦❜❧❡♠ ✭❙,❛✛❛✱ ✶✾✻✵✱ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✮✿ ♣,♦❝❡** 1 ✉*❡* '♦ ♠✉❝❤ ♦❢
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❊❈❖◆❖▼■❈❙❄ ✶✻✵

❤✐% ♦✇♥ ♣*♦❞✉❝. ❛% ❛♥ ✐♥♣✉. .♦ ❜❡ ❛❜❧❡ .♦ ♣*♦❞✉❝❡ .❤❡ %❛♠❡ *❛.❡ ♦❢ ♣*♦✜. ❛%

♣*♦❝❡%% 2✳ ❍❡♥❝❡ ✐❢ ✇❡ ✇❛♥. ❜♦.❤ ♣*✐❝❡% .♦ ❜❡ ♣♦%✐.✐✈❡✱ .❤❡ *❛.❡ ♦❢ ♣*♦✜. ♦❢

♣*♦❝❡%% 1 %❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧♦✇❡* .❤❛♥ π2✳

❆❝❝♦*❞✐♥❣ .♦ ❖✬❈♦♥♥♦*✱ .❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡.✇❡❡♥ .❤❡%❡ .✇♦ %♦❧✉.✐♦♥% ✐% ❛ ♠❛..❡*

♦❢ ✏✈❛❧✉❡ %②%.❡♠ ❝♦♥.❡%.✑✱ ✐✳❡✳ .❤❡ *❡%✉❧. ♦❢ ❛ %.*✉❣❣❧❡ ❜❡.✇❡❡♥ ♦✇♥❡*% ♦❢ .❤❡

.✇♦ ♣*♦❝❡%%❡%✳ ■♥ ❖✬❈♦♥♥♦* .❡*♠%✱

✏%✉♣♣♦%❡ ♥♦✇ .❤❛. ❡❛❝❤ ♦❢ ♣*♦❝❡%%❡% ✶ ❛♥❞ ❬✷❪ *❡♣*❡%❡♥.% ❛❝✲

.✐✈✐.② ♠❛♥❛❣❡❞ ❜② ❞✐%.✐♥❝. %♦❝✐❡.✐❡%✱ ❡❛❝❤ ♣*♦♣*✐❡.♦* ♦❢ .❤❡✐* ♦✇♥

✬❝❛♣✐.❛❧%✬✳ ▲❡. ♣*♦❝❡%% ✶ ❜❡ ❛ ✬♠♦❞❡*♥✬ ✐♥❞✉%.*✐❛❧ ❡❝♦♥♦♠② ❣❡❛*❡❞

.♦ ❡①♣❛♥%✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡. ♣*♦❝❡%% ❬✷❪✱ .❤❡ ♣❛*❛✲❡❝♦♥♦♠②✱ ❜❡ ❛ ✬.*❛❞✐✲

.✐♦♥❛❧✬ %♦❝✐❡.② ❣❡❛*❡❞ .♦ %❡❧❢✲*❡♣*♦❞✉❝.✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❞❡♣❡♥❞%

❛❜%♦❧✉.❡❧② ♦♥ ♦❜.❛✐♥✐♥❣ ✐♥♣✉.% ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❛♣✐.❛❧✳ ❚❤❡ ♣*♦♣*✐✲

❡.♦*% ♦❢ .❤❡ ♠♦❞❡*♥ ❡❝♦♥♦♠② ♠✐❣❤.✱ .♦ ❡♥%✉*❡ ♣♦%✐.✐✈❡ ♦* ❛. ❧❡❛%.

♥♦♥✲♥❡❣❛.✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ❣*♦✇.❤✱ *❡❧② ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ .✇♦ %.*❛.❡❣✐❡%✿ ✭✐✮ ❢♦"❝❡

♠❛❥❡✉"❡ ❀ ♦* ✭✐✐✮ %✉❝❝❡%% ✐♥ ✐♥❞✉❝✐♥❣ .❤❡ ♣*♦♣*✐❡.♦*% ♦❢ .❤❡ .*❛❞✐✲

.✐♦♥❛❧ ♣❛*❛✲❡❝♦♥♦♠② .♦ ✬❛❧✐❡♥❛.❡✬ .❤❡✐* ❝❛♣✐.❛❧ ✭*❡%♦✉*❝❡ ❬✷❪✮✱ ❛♥❞ .♦

❛❧❧♦✇ ✐. .♦ ❜❡ ✉%❡❞ ✐♥ .❤❡ %❡*✈✐❝❡ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝❛♣✐.❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛.✐♦♥✑

✭❖✬❈♦♥♥♦*✱ ✶✾✾✸❜✮✳

❍✐% ♣♦✐♥. ✐% .❤❛. ❡❛❝❤ %♦❧✉.✐♦♥ *❡♣*❡%❡♥.% ❛ ✇❛② .♦ ❝❛♣✐.❛❧✐③❡ ♥❛.✉*❡✳ ❚❤❡

✜*%. %♦❧✉.✐♦♥ ✐% .❤❡ ✏❢*❡❡ ❣♦♦❞%✑ %♦❧✉.✐♦♥✿ .❤❡ ❡♥✈✐*♦♥♠❡♥.❛❧ ❣♦♦❞ ✐% ❡①.*❛❝.❡❞

✇✐.❤♦✉. ❛♥② ❝♦♠♣❡♥%❛.✐♦♥✳ ■♥ .❤✐% ❝❛%❡✱ ❖✬❈♦♥♥♦* %❤♦✇% .❤❛. .♦ *❡♣*❡%❡♥. ✐♥

.❤❡ ✈❛❧✉❡ %②%.❡♠ ♦♥❧② .❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣♦♦❞✱ ♦* .♦ *❡♣*❡%❡♥. ❜♦.❤ ❣♦♦❞%✱ ❜✉. ✇✐.❤

π1 ❛% .❤❡ ✉♥✐❢♦*♠ *❛.❡ ♦❢ ♣*♦✜.✱ ❧❡❛❞% .♦ .❤❡ %❛♠❡ *❡%✉❧. ✐♥ .❡*♠% ♦❢ ✈❛❧✉❛.✐♦♥✳

❚❤❡ %❡❝♦♥❞ %♦❧✉.✐♦♥ *❡♣*❡%❡♥.% ❛❧%♦ ❛ ❝❛♣✐.❛❧✐③❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣*♦❝❡%% ❛%

.❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣♦♦❞ ❜❡❝♦♠❡% ❛ ❝♦♠♠♦❞✐.② ❛♥❞ ❛ ♣❛*. ♦❢ ❛ ❝❛♣✐.❛❧✐%. %②%.❡♠ ♦❢

♣*♦❞✉❝.✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝❝✉♠✉❧❛.✐♦♥✳

❇♦.❤ %♦❧✉.✐♦♥% ❢♦* .❤❡ ✈❛❧✉❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❣♦♦❞% ❞♦ ♥♦. ❤❛✈❡ ❛♥② *❡❧❛.✐♦♥ ✇✐.❤

.❤❡ %✉%.❛✐♥❛❜✐❧✐.② ♦❢ .❤❡ %②%.❡♠✳ ❖♥ .❤❡ ♣❤②%✐❝❛❧ %✐❞❡✱ .❤❡*❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ✉♥✐❢♦*♠

*❛.❡ ♦❢ ❣*♦✇.❤ g ✇✐.❤ %.*✐❝.❧② ♣♦%✐.✐✈❡ ❛❝.✐✈✐.② ❧❡✈❡❧% ♦❢ ❜♦.❤ ♣*♦❝❡%%❡% ♦♥❧② ✐❢

g = π1 ❛♥❞ π1 < π2✳ ■❢ .❤❡*❡ ❛*❡ ♥♦ ❢*❡❡ ❣♦♦❞% ❛❧❧♦✇❡❞ ❛♥❞ ♥♦ ❢*❡❡ ❞✐%♣♦%❛❧✱

✐. ♠❡❛♥% .❤❛. π2 = 0 ❛♥❞ π1 = 0✱ .❤✉% .❤❡ ♦♥❧② %✉%.❛✐♥❛❜❧❡ ✈❡❝.♦* ♦❢ ❛❝.✐✈✐.②

❧❡✈❡❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❬y1 = 0❀ y2 = 1❪✳
❇✉. ✇❤❛. ✇♦✉❧❞ ❙*❛✛❛ %❛② ❛❜♦✉. .❤✐% ❡①❛♠♣❧❡❄ ❆❝❝♦*❞✐♥❣ .♦ ❙*❛✛❛✱ .❤❡

♦♥❧② *❛.❡ ♦❢ ♣*♦✜. .❤❛. ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛.❡ ✐% .❤❡ %.❛♥❞❛*❞ ♦♥❡ ✭✐✳❡✳ ♠❛①✐♠❛❧ *❛.❡

♦❢ ♣*♦✜. ♦❢ .❤❡ %②%.❡♠✱ ❛% .❤❡*❡ ✐% ♥♦ ✇❛❣❡✮ ❛♥❞ ✐. ✐% ♦❜.❛✐♥❡❞ .❤*♦✉❣❤ .❤❡

❝♦♥%.*✉❝.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ %.❛♥❞❛*❞ %②%.❡♠✱ ✐✳❡✳ .❤*♦✉❣❤ .❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛.✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲❜❛%✐❝

♣*♦❝❡%%❡%✳ ❚❤❡ %.❛♥❞❛*❞ *❛.❡ ♦❢ ♣*♦✜. ✐% .❤✉% π2✱ ❛♥❞ ♣*✐❝❡% ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛.❡❞✳

❙*❛✛❛✬% ♠❡.❤♦❞ ✇♦✉❧❞ .❤❡♥ ❝♦♠❡ ✉♣ ✇✐.❤ ❛ ✉♥✐U✉❡ %❡. ♦❢ ♣*✐❝❡%✳ ❍❡♥❝❡ ■ ❞♦

♥♦. ❛❣*❡❡ ✇✐.❤ ❖✬❈♦♥♥♦* ✇❤❡♥ ❤❡ ✐❞❡♥.✐✜❡% ✬❢*❡❡ ❣✐❢.✬ ✇✐.❤ ✬❢♦*❝❡ ♠❛❥❡✉*❡✬✱

✐✳❡✳ ✇✐.❤ ❡①.*❛❝.✐♦♥ ✇✐.❤♦✉. ❝♦♥%✐❞❡*❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ *✐❣❤.% ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐.✐❡%✿

✏❋♦*❝❡ ♠❛❥❡✉*❡ *❡U✉✐*❡% ♥♦ ❢✉*.❤❡* ❡①♣❧❛♥❛.✐♦♥✳ ❋♦*♠❛❧❧② ✐. ✐% *❡♣*❡%❡♥.❡❞ ❜②

✳✳✳ ❛♣♣*♦♣*✐❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❛♣✐.❛❧ ❛% ❛ ✬❢*❡❡ ❣✐❢.✑ ✬ ✭❖✬❈♦♥♥♦*✱ ✶✾✾✸❜✮✳

❍❡ .❛❧❦% ❛❜♦✉. ✬❢♦*❝❡ ♠❛❥❡✉*❡✬ ✇❤❡♥ .❤❡ ♣*✐❝❡ ♦❢ ♥❛.✉*❡ ✐% %❡. .♦ ③❡*♦✱ ✇❤❡*❡

.❤✐% ✐% ❛❝.✉❛❧❧② ❛ *❡U✉✐*❡♠❡♥. ♦❢ .❤❡ ✈❛❧✉❡ %②%.❡♠ ♦❢ ❙*❛✛❛✳
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❊❈❖◆❖▼■❈❙❄ ✶✻✶

❋✉$%❤❡$♠♦$❡ ❢$❡❡ ❞✐-♣♦-❛❧ ❞♦❡- ♥♦% ♠❡❛♥ %❤❛% %❤❡$❡ ✐- ♥♦% ❛♥② ♥♦$♠ ♦♥

♣♦❧❧✉%✐♦♥✳ ▲❡% ✉- ❢♦$ ✐♥-%❛♥❝❡ ❧♦♦❦ ❛% %❤✐- -❡♥%❡♥❝❡ ❢$♦♠ %❤❡ ✐♥%$♦❞✉❝%✐♦♥ ♦❢

❛ ♥♦♥✲♣✉❜❧✐-❤❡❞ ❛$%✐❝❧❡ ❢$♦♠ ✷✵✵✾✿ ✏■♥✈❡-%✐❣❛%✐♦♥- ♦❢ ❧♦♥❣$✉♥ -✉-%❛✐♥❛❜✐❧✐%② ♦❢

❥♦✐♥% ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧✲❡❝♦♥♦♠✐❝ -②-%❡♠- ❤✐❣❤❧✐❣❤% %❤❡ ♣❡$%✐♥❡♥❝❡ ♦❢ $❡❝♦♥-✐❞❡$✐♥❣ ✬❢$❡❡

❞✐-♣♦-❛❧✬ ❛--✉♠♣%✐♦♥- %❤❛% ✉♥❞❡$♣✐♥ ❙$❛✣❛♥ ❛♥❞ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❛♣♣$♦❛❝❤❡- %♦

✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❣$♦✇%❤ %❤❡♦$②✑ ✭❖✬❈♦♥♥♦$ ❛♥❞ ❆♥❞$❡✇✱ ✷✵✵✾✮✳ ❇❡-✐❞❡- %❤❡ ❝♦♥❢✉-✐♦♥

❜❡%✇❡❡♥ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❛♥❞ ❙$❛✛❛✬- ❛♣♣$♦❛❝❤❡-✱ %❤❡$❡ ✐- ❛ ❝♦♥❢✉-✐♦♥ ✐♥ %❤❡

♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ %❤❡ %❤❡♦$② ♦❢ ✈❛❧✉❡✿ -❤♦✉❧❞ ✐% ❜❡ -✉-%❛✐♥❛❜✐❧✐%② ✈❛❧✉❡-✱ ♦$ ❝♦♥❞✐%✐♦♥-

♦❢ ♣$♦❞✉❝%✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐-%$✐❜✉%✐♦♥ ✈❛❧✉❡-❄ ❚❤❡ ✜$-% ♦♣%✐♦♥ ❧❡❛❞- %♦ ♥❡♦❝❧❛--✐❝❛❧

❝♦♥❝❡♣%- ♦❢ ✈❛❧✉❡✱ ❛♥❞ %♦ %❤❡ ✈❛❧✉❛%✐♦♥ ♦❢ ♥❛%✉$❡✱ %❤❡ -❡❝♦♥❞ %♦ %❤❡ ❙$❛✣❛♥

❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡ ❝♦♥❝❡♣%✳

❍♦✇❡✈❡$✱ %❤❡ U✉❡-%✐♦♥ ♦❢ ❖✬❈♦♥♥♦$ ✐- $❡❧❡✈❛♥%✿ ✇❤❛% ✐❢ %❤❡ ♣$✐❝❡ ♦❢ ❛ $❡✲

-♦✉$❝❡ ✐- ✐♠♣♦-❡❞❄ ❚❤✐- ✐- ❡✛❡❝%✐✈❡❧② ❞♦♥❡ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❞♦❡- ♥♦% $❡♣$❡-❡♥% %❤❡

❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣♦♦❞ ✐♥ %❤❡ ♠❛%$✐❝❡- ♦❢ %❡❝❤♥♦❧♦❣②✳

✹✺

❚❤✐- ❝♦✉❧❞ ❛❧-♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇❤❡♥

♦♥❡ ❞♦♠✐♥❛♥% ✐♥❞✉-%$② ❢♦$❝❡- ✐%- -✉♣♣❧✐❡$- %♦ ❧♦✇❡$ %❤❡✐$ ♣$✐❝❡-✱ ❛♥❞ %❤✉- %♦

❧♦✇❡$ %❤❡✐$ $❛%❡ ♦❢ ♣$♦✜%✳ ❚❤✐- $❡❧❛%❡- %♦ %❤❡ U✉❡-%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ $❡❧❛%✐♦♥ ❜❡%✇❡❡♥

❙$❛✣❛♥ ♣$✐❝❡- ✭♦$ ❛❝❝♦✉♥%✐♥❣ ♣$✐❝❡-✮ ❛♥❞ ✇❤❛% ✐- ❛❝%✉❛❧❧② ♦❜-❡$✈❡❞ ✐♥ $❡❛❧✐%②✳

✺✳✷✳✸✳✷ ❙❡❝♦♥❞ ❡①❛♠♣❧❡

❖✬❈♦♥♥♦$ %❤❡♥ ❧♦♦❦- ❛% %❤❡ %$❡❛%♠❡♥% ♦❢ ✇❛-%❡✿ ✐♥ ❤✐- -❡❝♦♥❞ ❡①❛♠♣❧❡✱ %❤❡

❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣$♦❝❡--❡- ❞♦❡- ♥♦% ♥❡❡❞ %❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣♦♦❞ ❛♥②♠♦$❡✱ ❜✉% ❥♦✐♥%❧②

♣$♦❞✉❝❡- ❛ ✇❛-%❡ ✭❣♦♦❞ 3✮ ✇✐%❤ %❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣♦♦❞ 1✳ ❆ ♥❡✇ ♣$♦❝❡-- 3 ❛♣♣❡❛$-

✐♥ ♦$❞❡$ %♦ ❞✐-♣♦-❡ ♦❢ %❤✐- ✇❛-%❡✱ %❤$♦✉❣❤ ✉-❡ ♦❢ %❤❡ ✇❛-%❡ ❛♥❞ %❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧

❣♦♦❞ ❛- ✐♥♣✉%-✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉% ♦✉%♣✉% $❡♣$❡-❡♥%❛%✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡-✿

A =





a11 0 0
0 a22 0
0 a32 a33



 ; B =





b11 0 b13
0 b22 0
0 0 0





✭✺✳✻✾✮

▲♦♦❦✐♥❣ ❛% %❤❡ -②-%❡♠ ✺✳✻✺✱ ❤❡ ✜♥❞- ❛❣❛✐♥ %❤❛% %❤❡$❡ ❛$❡ ♦♥❧② %✇♦ ♣♦--✐❜✐❧✲

✐%✐❡- ❢♦$ ❛ ✉♥✐❢♦$♠ ♣♦-✐%✐✈❡ $❛%❡ ♦❢ ♣$♦✜%✱ π1 ❛♥❞ π2✳ ❚❤❡ ✜$-% -♦❧✉%✐♦♥ ✐- ❛❣❛✐♥

❛--♦❝✐❛%❡❞ ✇✐%❤ ❛ -%$✐❝%❧② ♣♦-✐%✐✈❡ ♣$✐❝❡ ♦♥❧② ♦♥ %❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣♦♦❞✿ ❬p1 = 1❀
p2 = 0❀ p3 = 0❪✳ ■% ❝❛♥ ♠❡❛♥ ❛❣❛✐♥ %❤❛% %❤❡$❡ ✐- ❛ ❢♦$❝❡❞ ❢$❡❡ ❞✐-♣♦-❛❧ ✐♠♣♦-❡❞

❜② %❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥% ❡❝♦♥♦♠✐❝ -❡❝%♦$✳ ❚❤❡ -❡❝♦♥❞ -♦❧✉%✐♦♥ ❝❛♥ ❧❡❛❞ %♦ ❛ ♣$✐❝❡

✈❡❝%♦$ ✇❤❡$❡ p1 ❛♥❞ p2 ❛$❡ -%$✐❝%❧② ♣♦-✐%✐✈❡✱ ❜✉% p3 ✐- ♥❡❣❛%✐✈❡✳ ❚❤✐- ♥❡❣❛%✐✈❡

♣$✐❝❡ ✐- ♥♦% ❛ ♣$♦❜❧❡♠ ❢♦$ ❖✬❈♦♥♥♦$ ❛- %❤❡ ❣♦♦❞ 3 ✐- ❛ ✇❛-%❡✳

✹✻

❚❤✐- -♦❧✉%✐♦♥

❛❣❛✐♥ ✐- ✐♥%❡$♣$❡%❡❞ ❜② ❖✬❈♦♥♥♦$ ❛- ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✏❝♦❡$❝✐♦♥ ❜② %❤❡ ❡❝♦♥♦♠②

♦✈❡$ %❤❡ ♣❛$❛✲❡❝♦♥♦♠②✱ ✇❤❡$❡ %❤❡ ❧❛%%❡$✬- ♣$♦♣$✐❡%♦$- ❛$❡ ♠❛❦✐♥❣ %❤❡ ❜❡-% ♦❢ ❛

-✐%✉❛%✐♦♥ %❤❡② ❞✐❞ ♥♦% ❝❤♦♦-❡ %♦ ❡♥%❡$✑ ✭❖✬❈♦♥♥♦$✱ ✶✾✾✸❜✮✳

❲❤❛% ✇♦✉❧❞ ❙$❛✛❛ -❛② ❛❜♦✉% %❤✐- ❡①❛♠♣❧❡❄ ❋✐$-% %❤❡$❡ ✐- ♥♦ ✐♥%❡$❞❡♣❡♥✲

❞❡♥❝❡ ❜❡%✇❡❡♥ ❛❧❧ ♣$♦❝❡--❡-✿ %❤❡$❡ ❛$❡ %✇♦ ❜❛-✐❝ ❣♦♦❞- ✭%❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣♦♦❞

✹✺

❚❤✐# $❛✐#❡# '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ .✉❡#'✐♦♥✿ ✇❤♦ ✐# '❤❡ ♣❡$#♦♥ ✇$✐'✐♥❣ '❤❡ ❡.✉❛'✐♦♥#❄ ❚❤❡ .✉❡#'✐♦♥

❛❜♦✉' '❤❡ ✈❛❧✉❛'✐♦♥ ♣$♦❝❡## ❛$✐#❡# ❤❡$❡✳

✹✻

❲❡ ❝❛♥ ✜♥❞ '❤❡ #❛♠❡ ❧♦❣✐❝ ✇✐'❤ ❛ ♥❡❣❛'✐✈❡ ♣$✐❝❡ ❛''❛❝❤❡❞ '♦ ❛ ✇❛#'❡ ✐♥ ❑✉$③ ❛♥❞

❙❛❧✈❛❞♦$✐ ✭✶✾✾✸✮✳
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❊❈❖◆❖▼■❈❙❄ ✶✻✷

❛♥❞ &❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣♦♦❞✮✱ ❜✉& ♥❡✐&❤❡2 &❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣2♦❝❡55 ♥♦2 &❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐✲

❝❛❧ ♣2♦❝❡55 ♥❡❡❞ &❤❡ ♦&❤❡2 &♦ ♦♣❡2❛&❡✳ ❖♥❧② &❤❡ ✇❛5&❡ ❞✐5♣♦5❛❧ ♣2♦❝❡55 ♥❡❡❞5

❜♦&❤ ♣2♦❝❡55❡5 &♦ ♦♣❡2❛&❡✿ ❜✉& ❛5 &❤✐5 ♣2♦❝❡55 ❞♦❡5 ♥♦& ♣2♦❞✉❝❡ ❛♥②&❤✐♥❣✱ ✐& ✐5 ❛

♥♦♥✲❜❛5✐❝ ♣2♦❝❡55✳ ❙②5&❡♠ ✺✳✻✺ 5❤❛❧❧ ♥♦& &❤❡2❡❢♦2❡ ❜❡ ✉5❡❞ ✐♥ &❤✐5 ❝❛5❡✿ &❤❡ ❡❝♦✲

♥♦♠✐❝ ♣2♦❝❡55 ♦♣❡2❛&❡5 ✇✐&❤ &❤❡ ♣2♦✜& 2❛&❡ π1✱ &❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣2♦❝❡55 ♦♣❡2❛&❡5

✇✐&❤ ♣2♦✜& 2❛&❡ π2 ❛♥❞ &❤❡2❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦ ♥✉♠❡2❛✐2❡ &♦ ❡①♣2❡55 &❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡

2❛&✐♦ ❜❡&✇❡❡♥ &❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ &❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣♦♦❞5✳ ❆♥ ❛2❜✐&2❛2② ❡①❝❤❛♥❣❡

2❛&✐♦ ♠✉5& ❜❡ ❞❡❝✐❞❡❞ ❜❡❢♦2❡ ❝❛❧❝✉❧❛&✐♥❣ &❤❡ ♣2✐❝❡ ♦❢ &❤❡ ✇❛5&❡✱ ❦♥♦✇✐♥❣ &❤❛&

&❤❡ ✇❛5&❡ ❞✐5♣♦5❛❧ ♣2♦❝❡55 ♦♣❡2❛&❡5 ❛& ❛ ♣2♦✜& 2❛&❡ ❡C✉❛❧ &♦ ③❡2♦✱ ❜❡❝❛✉5❡ ✏&❤❡

♥❡& ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐♥♣✉&5 ✐♥ ♣2♦❝❡55 ✷ ✐5 ③❡2♦ ❜② ❝♦♥5&2✉❝&✐♦♥✑ ✭❖✬❈♦♥♥♦2✱ ✶✾✾✸❜✮✳

❚❤✐5 ❧❛5& ♣2♦❝❡55 5❤♦✉❧❞ ♥♦& ❜❡ 2❡♣2❡5❡♥&❡❞ ❧✐❦❡ &❤✐5✱ ❛♥②✇❛②✿ ✇❤❛& ✐5 ♣2♦✲

❞✉❝❡❞ ❜② &❤❡ ✇❛5&❡ ❞✐5♣♦5❛❧ ♣2♦❝❡55 ✐5 ✏&❤❡ 5❡2✈✐❝❡ ♦❢ ✇❛5&❡ ❞✐5♣♦5❛❧✑✳ ❙②5&❡♠

✺✳✻✾ 5❤♦✉❧❞ &❤❡♥ ❜❡ 2❡♣2❡5❡♥&❡❞ ✐♥ &❤✐5 ✇❛②✿

A =





a11 0 a33
0 a22 0
0 a32 0



 ; B =





b11 0 0
0 b22 0
0 0 b13





✭✺✳✼✵✮

▲✐❦❡ &❤✐5✱ &❤❡ ✇❛5&❡ ❞✐5♣♦5❛❧ ♣2♦❝❡55 ♣2♦❞✉❝❡5 ❛ 5❡2✈✐❝❡ &❤❛& ❝❛♥ 2❡❝❡✐✈❡

❛ ♣♦5✐&✐✈❡ ♣2✐❝❡✱ ❛♥❞ &❤❡ ♦✇♥❡2 ♦❢ &❤❛& ♣2♦❝❡55 ❝❛♥ 2❡❝❡✐✈❡ ❛ ♣♦5✐&✐✈❡ 2❛&❡ ♦❢

♣2♦✜&✳

✹✼

❆♥❞ ✇❡ &❤✉5 ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ &♦ &❤❡ ♣2♦❜❧❡♠ ♦❢ &❤❡ ✜25& ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡2❡

&❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ &❤❡ ✇❛5&❡ ❞✐5♣♦5❛❧ ♣2♦❝❡55❡5 ❛2❡ ♥♦♥ ❜❛5✐❝ ❛♥❞ &❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧

♣2♦❝❡55 ✐5 ❜❛5✐❝✿ ✇❡ ❛❝❝♦2❞✐♥❣❧② ✜♥❞ &❤❡ 5❛♠❡ 2❡5✉❧&5✳

✺✳✷✳✸✳✸ ❚❤✐'❞ ❡①❛♠♣❧❡

❋✐♥❛❧❧② ❖✬❈♦♥♥♦2 ❧♦♦❦5 ❛& &❤❡ ❣❡♥❡2❛❧ ❝❛5❡ ✇❤❡2❡ 2❛&❡5 ♦❢ ♣2♦✜& ❛2❡ ❞✐✛❡2❡♥&

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ &❤❡ ♣2♦❝❡55❡5✳ ❚❤✐5 ✐5 ❢♦2 ❤✐♠ ❥✉5&✐✜❡❞ ❛5✿

✏❜♦&❤ &❤❡ ❞❡✜♥✐&✐♦♥ ♦❢ ✇❤❛& 5❤❛❧❧ ❜❡ &❤❡ ♣2❡✈❛✐❧✐♥❣ ✈❛❧✉❡ 5②5&❡♠

❛♥❞ &❤❡ ❞✐5&2✐❜✉&✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ✬5✉2♣❧✉5 ✈❛❧✉❡✬ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ &❡2♠5 ♦❢ &❤✐5

5②5&❡♠✱ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♦✉&❝♦♠❡5 ♦❢ ❛ ♠✐❧✐&❛2② ❛♥❞✴♦2 ♣♦❧✐&✐❝❛❧ ♣2♦✲

❝❡55 ✳✳✳ ■♥ ❣❡♥❡2❛❧✱ &❤❡ ♦✉&❝♦♠❡5 ♦❢ &❤✐5 ♣♦❧✐&✐❝❛❧ ♣2♦❝❡55 ✇✐❧❧ 2❡♠❛✐♥

5♦♠❡✇❤❛& ✐♥❞❡&❡2♠✐♥❛&❡ ❛♥❞ &❤❡2❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥&✐♥✉❡ &♦ ❜❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢

5❡✈❡2❛❧ ✇❤♦❧❧② ♦2 ♣❛2&✐❛❧❧② ♦✈❡2❧❛♣♣✐♥❣✱ ✉♥2❡❝♦♥❝✐❧❡❞✱ ♠♦2❡ ♦2 ❧❡55

✐♥❝♦♠♣❛&✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡ 5②5&❡♠5✳ V2♦✜& ❡C✉❛❧✐③❛&✐♦♥ ✐5 ❛ ♠♦5& ✐♠♣❧❛✉✲

5✐❜❧❡ ♦✉&❝♦♠❡ ♦❢ 5✉❝❤ ❛ ♣♦✇❡2 5&2✉❣❣❧❡ ❛♥❞ &♦ ❛55✉♠❡ ✐& ♦❜5❝✉2❡5

&❤❡ ✉♥❞❡2❧②✐♥❣ ❝♦♥✢✐❝&✑ ✭❖✬❈♦♥♥♦2✱ ✶✾✾✸❜✮✳

✹✽

✹✼

❚❤✐# ♠✐#%❡♣%❡#❡♥)❛)✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥)❡%♣%❡)❡❞ ❛# ❛ ❞❡#✐%❡ )♦ %❡♣%❡#❡♥) ♣❤②#✐❝❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡#

❜❡)✇❡❡♥ ✐♥❞✉#)%✐❡#✱ ✇❤❡%❡ ❙%❛✛❛✬# #②#)❡♠ ✐# ❛❝)✉❛❧❧② ❞❡#✐❣♥❡❞ )♦ %❡♣%❡#❡♥) ❡①❝❤❛♥❣❡# ♦❢

♠❛%❦❡)❡❞ ❝♦♠♠♦❞✐)✐❡# ❛♥❞ #❡%✈✐❝❡#✳ ❇♦)❤ ✢♦✇# ❞♦❡# ♥♦) ❛❧✇❛②# ❝♦%%❡❧❛)❡#✳ ❚❤✐# ✇%♦♥❣ ❧♦❣✐❝

✐# ❝❧♦#❡ )♦ )❤❡ ❛))❡♠♣)# )♦ %❡♣%❡#❡♥) ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣%✐❝❡# ❢%♦♠ ❙%❛✛❛✬# ♠❡)❤♦❞♦❧♦❣② ✭❢♦% ✐♥#)❛♥❝❡

✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ )❤❡ #❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♠✐#)❛❦❡# ✐♥ A❛))❡%#♦♥✱ ✷✵✵✷✮✳

✹✽

❍❡ ❛❧#♦ ❥✉#)✐✜❡❞ )❤✐# ❛♣♣%♦❛❝❤ ❜② %❡❢❡%%✐♥❣ )♦ A❡%%✐♥❣#✱ ✇❤♦ ❛%❣✉❡# )❤❛) ✏❛♥ ❛##✉♠❡❞

❤✐❣❤ ❞❡❣%❡❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥)❛%✐)② ♦❢ %❡#♦✉%❝❡# ♠❡❛♥# )❤❛) )❤❡%❡ ✐# ♥♦ ♠❡❝❤❛♥✐#♠ )♦ ❡♥#✉%❡

)❤❡ ❡H✉❛❧✐③❛)✐♦♥ ♦❢ %❡)✉%♥# )♦ ❛❧❧ ❢❛❝)♦%#✑ ✭❖✬❈♦♥♥♦%✱ ✶✾✾✸❜✮✳ ❇✉) ❛❝)✉❛❧❧② ✐♥)❡%❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

❜❡)✇❡❡♥ ♣%♦❝❡##❡# ❝❛♥ ❡♥#✉%❡ )❤❛) ❛ ✉♥✐❢♦%♠ %❛)❡ ♦❢ ♣%♦✜) ✇✐❧❧ ❡♠❡%❣❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐♥♣✉)# ❛%❡

❝♦♠♣❧❡♠❡♥)❛%②✳
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❊❈❖◆❖▼■❈❙❄ ✶✻✸

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ *②*,❡♠ ❜❡❝♦♠❡* ♥♦✇✿

Bp = (I+Π)Ap ✭✺✳✼✶✮

❲✐,❤ Π ,❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛,=✐① ❤❛✈✐♥❣ ✐♥ ✐,* ♠❛✐♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ,❤❡ ❞✐✛❡=❡♥, =❛,❡*

♦❢ ♣=♦✜,❀ ✉♥❧✐❦❡ E❡==✐♥❣* ✭✶✾✽✼✮✱ ❤❡ ❛**✉♠❡* ,❤❛, ,❤❡ ♦✇♥❡=* ♦❢ *✐♠✐❧❛= ♣=♦✲

❝❡**❡* ✭❛♥❞ ♥♦, ,❤❡ ♦✇♥❡=* ♦❢ *✐♠✐❧❛= =❡*♦✉=❝❡*✮ ❛=❡ ,❤❡ ♦♥❡* ❧✐❦❡❧② ,♦ ❥♦✐♥

❢♦=❝❡* ✐♥,♦ ♦♥❡ ❝❧❛**✳ ❚❤✐* =❡♣=❡*❡♥,❛,✐♦♥ ✐* ❝❧❡❛=❧② ❝❧♦*❡ ,♦ ♠❛=❦✲✉♣ ♣=✐❝✐♥❣ ❛*

=❡♣=❡*❡♥,❡❞ ✐♥ *♦♠❡ ♣♦*,✲❑❡②♥❡*✐❛♥ ✇♦=❦* ✭❡✳❣✳ ▲❛✈♦✐❡✱ ✶✾✾✻✱ *❡❡ ❛❧*♦ ❑❡♠♣✲

❇❡♥❡❞✐❝,✱ ✷✵✶✹✱ *❡❝,✐♦♥ ✺✳✸✳✷✮❀ ,❤❡♥ ❛❣❛✐♥ ✇❡ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ ,❤❡ Q✉❡*,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡

=❡❧❛,✐♦♥ ❜❡,✇❡❡♥ ,❤❡ ♥❛,✉=❛❧ ♣=✐❝❡* ❛♥❞ ✇❤❛, ✐* ❛❝,✉❛❧❧② ♦❜*❡=✈❡❞ ✐♥ =❡❛❧✐,②✳

❚❤❡ ❞✐✛❡=❡♥❝❡ ♠❛② ❧✐❡ ✐♥ ,❤❡ =❡♥,* ,❤❛, ❡✈❡=②❜♦❞② ,=✐❡* ,♦ ❝❛♣,✉=❡✳ ❆❝❝♦=❞✐♥❣

,♦ ❖✬❈♦♥♥♦=✱ ✏,❤❡ =❛,❡✭*✮ ♦❢ =❡,✉=♥ ❛♥❞ =❡❧❛,✐✈❡ ♣=✐❝❡* ,❤❛, ❛❝"✉❛❧❧② ♣=❡✈❛✐❧ ❝❛♥

❜❡ ,❤♦✉❣❤, ♦❢ ❛* ❦✐♥❞* ♦❢ ❞✐*,=✐❜✉,✐♦♥❛❧ ♣❛=❛♠❡,❡=* ✐♥❞✐❝❛,✐♥❣ ,❤❡ ♦✉,❝♦♠❡ ♦❢

,❤❡ ❝♦♥,❡*, ♦✈❡= ♣✉=♣♦*❡* ♦❢ ♣=♦❞✉❝,✐✈❡ ❛❝,✐✈✐,② ❛♥❞ ♦✈❡= ❛♣♣=♦♣=✐❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡

*✉=♣❧✉*❡*✑ ✭❖✬❈♦♥♥♦=✱ ✶✾✾✸❜✱ ❡♠♣❤❛*✐* ❛❞❞❡❞✮✳ ■♥ ❤✐* ❡①❛♠♣❧❡*✱ ,❤❡② *❤♦✉❧❞

❜❡ *❡❡♥ ❛* ✏❛♥ ✐♥❞✐❝❛,♦= ♦❢ ,❤❡ ✐♥,❡♥*✐,② ♦❢ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❡①❡=❝✐*❡❞ ❜② ,❤❡ ❡❝♦♥♦♠②

♦✈❡= ,❤❡ ♣❛=❛✲❡❝♦♥♦♠②✱ ♦= ✈✐❝❡ ✈❡)*❛✑ ✭❖✬❈♦♥♥♦=✱ ✶✾✾✸❜✮✳

■♥ ❛ ❧❛*, ❡①❛♠♣❧❡✱ ❤❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛,❡* ❢✉=,❤❡= *②*,❡♠ ✺✳✻✾ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ❢♦✉=,❤

=❡*♦✉=❝❡✱ ❛♥ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ✇❛*,❡ ♣=♦❞✉❝❡❞ ❜② ,❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣=♦❝❡**✱ ❛♥❞ ❛ ❢♦✉=,❤

♣=♦❝❡**✱ ❞✐*♣♦*✐♥❣ ,❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ✇❛*,❡ ,❤=♦✉❣❤ ,❤❡ ✉*❡ ♦❢ ,❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣♦♦❞✳

❲❡ ✜♥❞ ❛❣❛✐♥ ,❤❡ *❛♠❡ ♣=♦❜❧❡♠* ❛* ✐♥ ,❤❡ *❡❝♦♥❞ ❡①❛♠♣❧❡✿ ❖✬❈♦♥♥♦= ❝❧❛✐♠*

,❤❛, ♣=♦❝❡**❡* ❛=❡ ✐♥,❡=❞❡♣❡♥❞❡♥, ✇❤❡=❡ ❛❝,✉❛❧❧② ,❤❡ *②*,❡♠ ✐* ❝♦♠♣♦*❡❞ ♦❢ ,✇♦

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥, *✉❜✲*②*,❡♠* ✭,❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ ,❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧✮✱ ✇✐,❤ ,✇♦ ♥♦♥✲❜❛*✐❝

♣=♦❝❡**❡* ✐♥ ❜❡,✇❡❡♥✿

A =









a11 0 0 0
0 a22 0 0
0 a32 a33 0
a41 0 0 a44









; B =









b11 0 b13 0
0 b22 0 b24
0 0 0 0
0 0 0 0









✭✺✳✼✷✮

❆♥❞ ❛❣❛✐♥ ,❤❡ ,✇♦ ♣=♦❝❡**❡* ♦❢ ✇❛*,❡ ❞✐*♣♦*❛❧ ♣=♦❞✉❝❡ ♥♦,❤✐♥❣✱ ✇❤❡♥ ,❤❡

❧♦❣✐❝ ♦❢ ❙=❛✛❛ ✇♦✉❧❞ ❝♦♠♠❛♥❞ ,♦ =❡♣=❡*❡♥, ,❤❡♠ ❛* ♣=♦❞✉❝✐♥❣ *❡=✈✐❝❡*✱ ✐♥ ,❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

A =









a11 0 a13 0
0 a22 0 a24
0 a32 0 0
a41 0 0 0









; B =









b11 0 0 0
0 b22 0 0
0 0 b33 0
0 0 0 b44









✭✺✳✼✸✮

❲❡ ✇♦✉❧❞ ,❤❡♥ ❣❡, ❛ *②*,❡♠ ✇✐,❤ ✐♥,❡=❞❡♣❡♥❞❡♥, ♣=♦❝❡**❡*✱ ❛♥❞ ❢♦✉= ❜❛*✐❝

❣♦♦❞*✳ ❚❤✉* ♦♥❧② ♦♥❡ =❛,❡ ♦❢ ♣=♦✜, ✐* ♣♦**✐❜❧❡✳ ■=♦♥✐❝❛❧❧② ,❤✐* ❡①❛♠♣❧❡ ✐*

✉*❡❞ ❜② ❖✬❈♦♥♥♦= ,♦ ✐♥✈❡*,✐❣❛,❡ ♣=❡❝✐*❡❧② ✇❤❛, ❤❛♣♣❡♥* ✇❤❡♥ ❞✐✛❡=❡♥, =❛,❡*

♦❢ =❡,✉=♥ ❛♣♣❧②✳ ❍❡ ❢♦✉♥❞* ,❤❛, ,❤♦*❡ =❛,❡* ♦❢ ♣=♦✜, ❝❛♥ *✐❣♥❛❧ ✏♦✉,❝♦♠❡ ♦❢ ,❤❡

*,=✉❣❣❧❡ ♦✈❡= ,❤❡ =❡❝✐♣=♦❝❛❧ ✐♠♣♦*✐,✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇❛*,❡✲❞✐*♣♦*❛❧ ❜✉=❞❡♥✑ ✭❖✬❈♦♥♥♦=✱

✶✾✾✸❜✮✳



❈❍❆#❚❊❘ ✺✳ ❙❘❆❋❋❆✿ ❆◆ ■◆❙#■❘❆❚■❖◆ ❋❖❘ ❊❈❖▲❖●■❈❆▲

❊❈❖◆❖▼■❈❙❄ ✶✻✹

❖✬❈♦♥♥♦( ❛♥❛❧②,✐, ❣♦❛❧ ✐, /♦ ✉♥❞❡(,/❛♥❞ ❤♦✇ ♥❛/✉(❡ ✐, ❝❛♣✐/❛❧✐③❡❞✳ ❚❤✐,

♣(♦❝❡,, ♠❛② ✐♥❝❧✉❞❡ (❡✇❛(❞, ❢♦( /❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣(♦❞✉❝/✐♦♥✱ ❜✉/ ✐♥ ❛♥② ❝❛,❡ /❤❡(❡

✐, ♥♦ ❝♦♥♥❡❝/✐♦♥ ❜❡/✇❡❡♥ ❝❛♣✐/❛❧✐③❛/✐♦♥ ♦❢ ♥❛/✉(❡ ❛♥❞ ✐♥❝(❡❛,❡ ✐♥ ,✉,/❛✐♥❛❜✐❧✐/②✿

✏✐❢ /❤❡ ♣✐❝/✉(❡ ♣❛✐♥/❡❞ ❜② ♦✉( ♠♦❞❡❧ ❤❛, ♣❧❛✉,✐❜✐❧✐/② ✳✳✳ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣(♦❣(❡,, ♠❛②

♥♦/ ❜❡ ,✉,/❛✐♥❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ❣(♦✇/❤ ✉♥❞❡( ❛♥② ✐♥/❡(♣(❡/❛/✐♦♥✑ ✭❖✬❈♦♥♥♦(✱ ✶✾✾✸❜✮✳

❋✉(/❤❡(♠♦(❡ ❤❡ ✉♥❞❡(❧✐♥❡, ✐♥ ❝♦♥❝❧✉,✐♦♥ /❤❛/ ✏/❤❡(❡ ✐, ♥♦ ✬❣❡♥❡(❛❧✬ /(❡❛/♠❡♥/

♦❢ ❡❝♦♥♦♠②✲❡♥✈✐(♦♥♠❡♥/ ❞②♥❛♠✐❝, ♦♥❝❡ /❤❡ ❢❡❛/✉(❡, ♦❢ ✐((❡♣❧❛❝❡❛❜❧❡ ❛♥❞✴♦(

❞❡♣❧❡/❛❜❧❡ (❡,♦✉(❝❡, ❛♥❞ ♦❢ ✈❛❧✉❡ ,②,/❡♠ ❝♦♥/❡,/ ❛(❡ ✐♥/(♦❞✉❝❡❞✑ ✭❖✬❈♦♥♥♦(✱

✶✾✾✸❜✮✿ ✐♥❞❡❡❞✱ /❤❡ (❡❧❛/✐♦♥, ❜❡/✇❡❡♥ ,♦❝✐❡/✐❡, ❛♥❞ /❤❡✐( ❡♥✈✐(♦♥♠❡♥/, ❤❛✈❡

❛❧✇❛②, ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ✈❛(✐❡❣❛/❡❞✳

✺✳✷✳✹ ▼❛"#✐♥❡③✲❆❧✐❡"

▼❛(/✐♥❡③✲❆❧✐❡( ✭✶✾✾✺✮ ✐, ✐♥/❡(❡,/❡❞ ✐♥/♦ ❞✐,/(✐❜✉/✐♦♥❛❧ ✐,,✉❡,✱ ✐✳❡✳ ❤♦✇ /❤❡

✇❡❛❧/❤ ❝(❡❛/❡❞ ❜② /❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐, ❞✐,/(✐❜✉/❡❞ ❛♠♦♥❣ ❝❧❛,,❡, ♦❢ ♣♦♣✉❧❛/✐♦♥ ❛♥❞

❛♠♦♥❣ ♥❛/✐♦♥,✳ ❍❡ ❝❧❛✐♠, /❤❛/ /❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡(♥ ♦❢ ♣♦❧✐/✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠② ✐, ❞✐,✲

/(✐❜✉/✐♦♥❛❧ ❝♦♥✢✐❝/,✳ ❖♥❡ ❢❛♠♦✉, ✭/❤❡♦(❡/✐❝❛❧✮ ❞✐,/(✐❜✉/✐♦♥❛❧ ✐,,✉❡ ✐, ✇❤❛/ ✐,

❝❛❧❧❡❞ ✏/❤❡ ✐♥/❡(♥❛❧ ❝♦♥/(❛❞✐❝/✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣✐/❛❧✐,♠✑✿

✏✜(♠, ❛(❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ✐♥❝❧✐♥❡❞ ♥♦/ /♦ ♣❛② ❤✐❣❤ ✇❛❣❡,✱ ❛♥❞ /❤❡(❡✲

❢♦(❡ /❤❡(❡ ♠✐❣❤/ ❜❡ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ❡✛❡❝/✐✈❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢(♦♠ ❤♦✉,❡❤♦❧❞,

✐♥ /❤❡ ❛❣❣(❡❣❛/❡ /♦ ❜✉② ❛❧❧ /❤❡ ❣♦♦❞, ❛♥❞ ,❡(✈✐❝❡, ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞

❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇✐/❤ ♣(♦❞✉❝/✐♦♥ (✉♥♥✐♥❣ ❛/ ❢✉❧❧ ❝❛♣❛❝✐/② ✉/✐❧✐③❛/✐♦♥✑

✭▼❛(/✐♥❡③✲❆❧✐❡(✱ ✶✾✾✺✮✳

✹✾ ✺✵

❉✐,/(✐❜✉/✐♦♥❛❧ ❝♦♥✢✐❝/, ✐♥ (❡❧❛/✐♦♥ ✇✐/❤ /❤❡ ❡♥✈✐(♦♥♠❡♥/ ❝❛♥ ❜❡ ,❡♣❛(❛/❡❞ ✐♥

/❤(❡❡ ❝❧❛,,❡,✿ ✜(,/ /❤❡(❡ ❛(❡ ❝♦♥✢✐❝/, ❛(♦✉♥❞ /❤❡ ❞✐,/(✐❜✉/✐♦♥ ♦❢ ♥❛/✉(❛❧ (❡✲

,♦✉(❝❡,✱ /❤❡♥ ❛(♦✉♥❞ ♣❛②♠❡♥/ ❢♦( ❡♥✈✐(♦♥♠❡♥/❛❧ ❞❛♠❛❣❡, ❛♥❞ /❤❡♥ /❤❡(❡ ❛(❡

♣(♦❜❧❡♠, ❛❜♦✉/ /❤❡ ❛❝❝♦✉♥/✐♥❣ ♦❢ /❤❡ ♥❡❡❞, ♦❢ ❢✉/✉(❡ ❣❡♥❡(❛/✐♦♥,✳

❖♥ /❤❡ ✜(,/ /②♣❡ ♦❢ ❝♦♥✢✐❝/,✱ ♦♥❡ ❤❛, /♦ (❡♠❡♠❜❡( /❤❛/ ❡✈❡(②/❤✐♥❣ ❤❛, ❛

♣(✐❝❡ ✐❢ ,♦♠❡♦♥❡ ❛,❦, ❢♦( ✐/✳ ■❢ ✇❡ ❛(❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛/ ♣(♦❞✉❝❡❞ ❣♦♦❞,✱ ✇♦(❦❡(, ❛♥❞

❝❛♣✐/❛❧✐,/, ❛,❦ ❢♦( ❛ ♣(✐❝❡✱ /❤❡ ✜(,/, ✐♥ ♦(❞❡( /♦ ❜❡ ♣❛✐❞ ❢♦( /❤❡ ❧❛❜♦( /✐♠❡✱

✹✾

❚❤✐# ❝♦♥'(❛❞✐❝'✐♦♥ ✐# ❛❧#♦ ❞❡#❝(✐❜❡❞ ❜② ❈❛#'♦(✐❛❞✐# ✭✶✾✼✾✮✿ ✏❧❡ ❝❛♣✐'❛❧✐#♠❡✱ ❛✉ ❝♦♥✲

'(❛✐(❡ ❬❞❡# ❢♦(♠❡# #♦❝✐❛❧❡# >✉✐ ❧✬♦♥' ♣(@❝@❞@❪✱ ❡#' ❜B'✐ #✉( ✉♥❡ ❝♦♥'(❛❞✐❝'✐♦♥ ✐♥'(✐♥#C>✉❡ ✕ ✉♥❡

❝♦♥'(❛❞✐❝'✐♦♥ ✈(❛✐❡✱ ❛✉ #❡♥# ❧✐''@(❛❧ ❞✉ '❡(♠❡✳ ▲✬♦(❣❛♥✐#❛'✐♦♥ ❝❛♣✐'❛❧✐#'❡ ❞❡ ❧❛ #♦❝✐@'@ ❡#'
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♣3♦❞✉❝*✐♦♥ ✭,✉♠ ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡,✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ❜❡❝❛✉,❡ ✐* ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡, *❤❡ ❢❛❝*

*❤❛* *❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐, ♥♦* ❛✐♠✐♥❣ ✭♦3 ♥♦* ✉♣♣❡3♠♦,* ❛✐♠✐♥❣✮ ❛* ,❛*✐,❢②✐♥❣ ❤✉♠❛♥

♥❡❡❞,✱ ❜✉* ❛* ❝❛♣✐*❛❧✐,*✐❝ ❛❝❝✉♠✉❧❛*✐♦♥ ✐♥,*❡❛❞ ✭*❤3♦✉❣❤ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣3♦❞✉❝*✐♦♥✮✱

❧❡❛❞✐♥❣ *♦ *❤❡ ♣♦,,✐❜✐❧✐*② ♦❢ ❜❛❞ ,♦❝✐❛❧ ❛♥❞ ❡♥✈✐3♦♥♠❡♥*❛❧ ❝♦♥,❡<✉❡♥❝❡,✱ *❤✐,

*❤❡♦3② ❛♣♣❡❛3, ♠♦3❡ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ *❤❛♥ *❤❡ ♥❡♦❝❧❛,,✐❝ *❤❡♦3② ✇❤✐❝❤✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❙❛②✱ ❛❣❣3❡❣❛*❡, ✇❡❛❧*❤ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈❛❧✉❡ ✐♥*♦ *❤❡ ,❛♠❡ ✉♥✐*✿ ✏*❤❡ ❦❡② ✐❞❡❛

✲ ✇❤✐❝❤ ▼❛3① ❛♥❞ ❊♥❣❡❧, ❬▼❛3① ❛♥❞ ❊♥❣❡❧,✱ ✶✾✼✺❪ ❛**3✐❜✉*❡❞ *♦ ❇❡♥*❤❛♠ ✲

✐, *❤❛* ✬♠♦♥❡② 3❡♣3❡,❡♥*, *❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❧❧ *❤✐♥❣,✱ ♣❡♦♣❧❡ ❛♥❞ ,♦❝✐❛❧ 3❡❧❛*✐♦♥,✑ ✬

✭❉♦✉❛✐✱ ✷✵✵✾✮✳

❚❤❡ ♣3♦❜❧❡♠ ✐, *❤❛* *❤❡ ♠♦♥❡*❛3② ✈✐,✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❧*❤ ✐, ❞♦♠✐♥❛♥*✱ ❜❡❝❛✉,❡

*❤❡ ♥❡♦❝❧❛,,✐❝❛❧ *❤❡♦3② ✐, ❞♦♠✐♥❛♥*✳ ❯♥*✐❧ ♥♦✇✱ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝, ❤❛✈❡ ♦♥❧②

✉♥❞❡3❧✐♥❡ *❤❛* ❞✐✛❡3❡♥* ,②,*❡♠, ♦❢ ✈❛❧✉❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦❡①✐,*✱ *❤❛* ✐* ✐, ♥♦* ❡*❤✐❝❛❧

*♦ 3❡❞✉❝❡ *❤❡♠ *♦ *❤❡ ,♦❧❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈❛❧✉❡ ,②,*❡♠ ✭♣3♦❜❧❡♠ *❤❛* ♦❝❝✉3, ✐♥

♥❡♦❝❧❛,,✐❝❛❧ ❲✐❧❧✐♥❣♥❡,, *♦ B❛②✴❲✐❧❧✐♥❣♥❡,, *♦ ❆❝❝❡♣* ,*✉❞✐❡,✮ ❛♥❞ *❤❛* ✇❡

,❤♦✉❧❞ ❜✉✐❧❞ ✏❞✐,❝✉3,✐✈❡✑ ✐♥,*✐*✉*✐♦♥, ❛❧❧♦✇✐♥❣ *❤❡ ,♦❝✐❡*② *♦ ,♦❧✈❡ *❤❡ ♣3♦❜❧❡♠

♦❢ ♥♦♥ ❝♦♠♠❡♥,✉3❛❜❧❡ ,②,*❡♠, ♦❢ ✈❛❧✉❡✳ ❇✉* ❝❧❛,,✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝, ❝♦✉❧❞ ❤❡❧♣

*♦ ❣♦ ❢✉3*❤❡3✱ ❜② ✜❣❤*✐♥❣ ❞✐3❡❝*❧② *❤❡ ♥❡♦❝❧❛,,✐❝❛❧ ✈✐,✐♦♥✳ ❘✐❝❛3❞♦ ❢♦3 ✐♥,*❛♥❝❡

❛,,❡3*, *❤❛*✿

✏❬✉*✐❧✐*②❪ ✐, ❝❡3*❛✐♥❧② *❤❡ ❢♦✉♥❞❛&✐♦♥ ♦❢ ❬❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡❪✱ ❜✉*

*❤❡ ❞❡❣3❡❡ ♦❢ ✉*✐❧✐*② ❝❛♥ ♥❡✈❡3 ❜❡ ❛ ♠❡❛,✉3❡ ❜② ✇❤✐❝❤ *♦ ❡,*✐♠❛*❡

❬❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡❪✳ ❆ ❝♦♠♠♦❞✐*② ❞✐✣❝✉❧* ♦❢ ♣3♦❞✉❝*✐♦♥ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②,

❜❡ ♠♦3❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡ *❤❛♥ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐, ❡❛,✐❧② ♣3♦❞✉❝❡❞ ❛❧*❤♦✉❣❤ ❛❧❧

♠❡♥ ,❤♦✉❧❞ ❛❣3❡❡ *❤❛* *❤❡ ❧❛**❡3 ✐, ♠♦3❡ ✉,❡❢✉❧ *❤❛♥ *❤❡ ❢♦3♠❡3✑

✭❘✐❝❛3❞♦✱ ✶✾✼✸✱ ❝✐*❡❞ ✐♥ ❉♦✉❛✐✱ ✷✵✵✾✮✳

❆❝❝♦3❞✐♥❣ *♦ ❘✐❝❛3❞♦✱ ✐❢ ✇❛*❡3 ✇♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ ,✉❞❞❡♥❧② ❛ ♠❛3❦❡*❡❞ ❣♦♦❞✱ ✇✐*❤

❛ ♣3✐❝❡ ✭*❤3♦✉❣❤ *❤❡ ♣3✐✈❛*❡ ❛♣♣3♦♣3✐❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ✇❛*❡3 ❜② ❛ 3❡♥*✐❡3✮✱ *❤✐,

✇♦✉❧❞ ♥♦* 3✐,❡ *❤❡ ♥❛*✐♦♥❛❧ ✇❡❛❧*❤✿ *❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣3♦❞✉❝*✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♥♦* ✐♥❝3❡❛,❡

❛♥❞ *❤❡ ,✉3♣❧✉, ✇♦✉❧❞ *❤❡♥ ❜❡ *❤❡ ,❛♠❡✳ ❚❤✐, 3❡♥* ✐, ♥♦* ❝♦♥♥❡❝*❡❞ *♦ ❛

♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡3❡♥*✐❛❧ 3❡♥* ♦3 ♣3♦❞✉❝*✐♦♥✱ ❛♥❞ *❤❡♥ ❝❛♥♥♦* ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛*❡❞

*❤3♦✉❣❤ ❘✐❝❛3❞♦✬, ✭❛♥❞ ❙3❛✛❛✬,✮ ,②,*❡♠❀ ❜✉* ❛, ,♦♦♥ ❛, *❤✐, 3❡♥* ✐, ❛,,✉♠❡❞ ✐♥
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❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉* ✇❛②✱ ✐/ ✇✐❧❧ ✐♠♣❛❝/ /❤❡ ♣5✐❝❡ *②*/❡♠ ✭❛♥❞ ❛❧❧ ♣5✐❝❡* ✐❢ ✇❛/❡5 ❡♥/❡5*

✐♥/♦ /❤❡ ❝♦♠♣♦*✐/✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❛*✐❝ ❣♦♦❞✮❀ /❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ 5❛/❡ ♦❢ ♣5♦✜/ ✇✐❧❧ ♥♦/ ♠♦✈❡

❜✉/ /❤❡ *❤❛5❡* ♦❢ /❤❡ *✉5♣❧✉* ❞❡✈♦/❡❞ /♦ /❤❡ ♣5♦✜/* ❛♥❞ /♦ /❤❡ ✇❛❣❡* ✇✐❧❧ ❜❡

❧♦✇❡5❡❞✳ ❚❤✉* ♥❛/✐♦♥❛❧ ✇❡❛❧/❤ ✇♦✉❧❞ ♥♦/ ✐♥❝5❡❛*❡✿ ✐/ ✇♦✉❧❞ ❥✉*/ ❜❡ ❞✐*/5✐❜✉/❡❞

✐♥ ❛ ❞✐✛❡5❡♥/ ✇❛②✳ ❚❤❡ ❘✐❝❛5❞✐❛♥ ❛♥❛❧②*✐* ❛❧❧♦✇* /❤❡♥ /♦ ❞✐*/✐♥❣✉✐*❤ ❜❡/✇❡❡♥

✈❛5✐❛/✐♦♥* ♦❢ ✇❡❛❧/❤ ❛♥❞ ✈❛5✐❛/✐♦♥* ♦❢ ♣5✐❝❡✱ ❛♥❞ /❤✐* ❧❡❛✈❡* ❛ 5♦♦♠ ❢♦5 /❤❡

♥♦♥✲♠♦♥❡/❛5② ❡✈❛❧✉❛/✐♦♥ ♦❢ ❣♦♦❞* ♣5♦❞✉❝✐♥❣ ✉*❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦5 ❤✉♠❛♥*✳

❘✐❝❛5❞♦ ❞❡✜♥❡* ✉/✐❧✐/② ❛* ✏/❤❡ ❝❛♣❛❝✐/② ♦❢ /❤✐♥❣* /♦ ♠❡❡/ /❤❡ ✬♥❡❝❡$$✐&✐❡$✱

❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡$✱ ❛♥❞ ❡♥❥♦②♠❡♥&$ ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❧✐❢❡✬ ✑ ✭❘✐❝❛5❞♦✱ ✶✽✶✼✱ ❝✐/❡❞ ✐♥❉♦✉❛✐✱

✷✵✵✾✮✳ ❍❡ ✐* ✐♥ ♦♣♣♦*✐/✐♦♥ ✇✐/❤ ❙❛②✬* ❞❡✜♥✐/✐♦♥ ✭❙❛②✱ ✶✾✼✷✮ ♦❢ ♣♦❧✐/✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠②✿

✏O♦❧✐/✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠② ❬❙❛②❪ /❤✐♥❦* ✐* ❛♥ ❡♥T✉✐5② ✐♥/♦ /❤❡ ♥❛/✉5❡ ❛♥❞

❝❛✉*❡* ♦❢ ✇❡❛❧/❤❀ ■ /❤✐♥❦ ✐/ *❤♦✉❧❞ 5❛/❤❡5 ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❡♥T✉✐5② ✐♥/♦

/❤❡ ❧❛✇* ✇❤✐❝❤ ❞❡/❡5♠✐♥❡ /❤❡ ❞✐✈✐*✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ♣5♦❞✉❝❡ ♦❢ ✐♥❞✉*/5②

❛♠♦♥❣*/ /❤❡ ❝❧❛**❡* ✇❤♦ ❝♦♥❝✉5 ✐♥ ✐/* ❢♦5♠❛/✐♦♥✑ ✭❘✐❝❛5❞♦✱ ✶✽✶✼✱

❝✐/❡❞ ✐♥ ❉♦✉❛✐✱ ✷✵✵✾✮✳

❲❡❛❧/❤ ❝❛♥♥♦/ ❜❡ 5❡❞✉❝❡❞ /♦ ❛ T✉❛♥/✐/② ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡❀ /❤✉* ❢♦5 ❘✐❝❛5❞♦

♣♦❧✐/✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠② *❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦5❡ ♠♦❞❡*/ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♥/5❛/❡ ✐/* ❡✛♦5/* ✐♥ /❤❡

✉♥❞❡5*/❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣5♦❞✉❝/✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐*/5✐❜✉/✐♦♥✳

❲❡ ✜♥❞ ❛❣❛✐♥ /❤✐* ❞✐❝❤♦/♦♠② ❜❡/✇❡❡♥ ✉*❡ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥

▼❛5①✳ ❚❤❡ ✜5*/ ✐* ❞❡✜♥❡❞ T✉❛❧✐/❛/✐✈❡❧② ❛♥❞ ✐* ❞❡♣❡♥❞❡♥/ ♦♥ /❤❡ *♦❝✐❛❧ ❝♦♥/❡①/✱

✐/ ❝❛♥♥♦/ ❜❡ ❝♦♥*✐❞❡5❡❞ ❛* ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝❛/❡❣♦5②✳ ❚❤❡ *❡❝♦♥❞ ✐* ❞❡✜♥❡❞ T✉❛♥✲

/✐/❛/✐✈❡❧② ❛* /❤❡ T✉❛♥/✐/② ♦❢ ❛❜*/5❛❝/ ❧❛❜♦5 ♥❡❡❞❡❞ /♦ ♣5♦❞✉❝❡ /❤❡ ❣♦♦❞✳ ❚❤❡5❡

✐* *♦❝✐❛❧ ✈❛❧✐❞❛/✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❝5❡/❡ ❧❛❜♦5 ❛♥❞ /❤✉* ✐/* /5❛♥*❢♦5♠❛/✐♦♥ ✐♥/♦ ❛❜*/5❛❝/

❧❛❜♦5 ✇❤❡♥ /❤❡5❡ ✐* ❡①❝❤❛♥❣❡ ✇✐/❤ /❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ♠♦♥❡②✳ ❲❡❛❧/❤✱ ♦♥ /❤❡ ❝♦♥/5❛5②✱

✐* ♥♦/ ♥❡❝❡**❛5✐❧② ❝♦♥♥❡❝/❡❞ ✇✐/❤ ❛ T✉❛♥/✐/② ♦❢ ❧❛❜♦5✿ ✉*❡ ✈❛❧✉❡✱ /❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥/

♦❢ ✇❡❛❧/❤✱ ❝❛♥ ❝♦♠❡ ❢5♦♠ ❤✉♠❛♥ ❧❛❜♦5✱ ❜✉/ ❝❛♥ ❛❧*♦ ❜❡ *❡♣❛5❛/❡❞ ❢5♦♠ ✐/✱ ❛♥❞

✐♥ /❤❡ ✜5*/ ❝❛*❡ /❤✐* ❤✉♠❛♥ ❧❛❜♦5 ❝❛♥ ❜❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② ✈❛❧✐❞❛/❡❞ ♦5 ♥♦/ ✭✐/ ❝❛♥

5❡♠❛✐♥ ♦♥❧② ❝♦♥❝5❡/❡ ♦5 ❜❡❝♦♠❡ ❛❧*♦ ❛❜*/5❛❝/✮✳ ❆* */❛/❡* ▼❛5①✿

✏❬♦♥❡ /❤✐♥❣❪ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ✉*❡✲✈❛❧✉❡✱ ✇✐/❤♦✉/ ❤❛✈✐♥❣ ❬❡❝♦♥♦♠✐❝❪ ✈❛❧✉❡✳

❚❤✐* ✐* /❤❡ ❝❛*❡ ✇❤❡♥❡✈❡5 ✐/* ✉/✐❧✐/② /♦ ♠❛♥ ✐* ♥♦/ ❞✉❡ /♦ ❧❛❜♦5✳ ❙✉❝❤

❛5❡ ❛✐5✱ ✈✐5❣✐♥ *♦✐❧✱ ♥❛/✉5❛❧ ♠❡❛❞♦✇*✱ ❡/❝✳ ❆ /❤✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✉*❡❢✉❧✱ ❛♥❞

/❤❡ ♣5♦❞✉❝/ ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❧❛❜♦5✱ ✇✐/❤♦✉/ ❜❡✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦❞✐/②✳ ❲❤♦❡✈❡5

❞✐5❡❝/❧② *❛/✐*✜❡* ❤✐* ✇❛♥/* ✇✐/❤ /❤❡ ♣5♦❞✉❝/ ♦❢ ❤✐* ♦✇♥ ❧❛❜♦5 ❝5❡✲

❛/❡*✱ ✐♥❞❡❡❞✱ ✉*❡✲✈❛❧✉❡*✱ ❜✉/ ♥♦/ ❝♦♠♠♦❞✐/✐❡*✑ ✭▼❛5①✱ ✶✽✻✼✱ ❝✐/❡❞

✐♥ ❉♦✉❛✐✱ ✷✵✵✾✮✳

❚❤❡ ♣5♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝❛♣✐/❛❧✐*♠ ✐* /❤❛/ ✐/ ✐* ❛✐♠✐♥❣ ❛/ /❤❡ ✐♥✜♥✐/❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛/✐♦♥

♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡*✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ❡①❝❤❛♥❣❡* ✈❛❧✉❡*✿ /❤✉* /❤❡5❡ ✐* ❛ ♣5❡**✉5❡ /♦

❝♦♥♥❡❝/ ❛❧❧ ♥♦/✐♦♥* ♦❢ ✇❡❛❧/❤ ✇✐/❤ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡✱ *♦ /❤❛/ ❛❧❧ ❡①❝❤❛♥❣❡* ❜❡❝♦♠❡*

♠♦♥❡/❛5② ❡①❝❤❛♥❣❡*✳ ❚❤✐* ❝5❡❛/❡* *♦❝✐❛❧ /5♦✉❜❧❡* ✭/5✉❡ ✉*❡ ✈❛❧✉❡* ❜❡❝♦♠✐♥❣

❧❡** ❝♦♥*✐❞❡5❡❞✮ ❛♥❞ ❡♥✈✐5♦♥♠❡♥/❛❧ /5♦✉❜❧❡* ✭❛❣❛✐♥ ❜❡❝❛✉*❡ ❣♦♦❞* ✇❤✐❝❤ ❛5❡

♥♦/ ❛**♦❝✐❛/❡❞ ✇✐/❤ ❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡ ❛5❡ ♥♦/ ❝♦♥*✐❞❡5❡❞ ✉*❡❢✉❧ ❛♥②♠♦5❡✮✳

❚❤✐* ❛♠❜✐✈❛❧❡♥/ 5❡❧❛/✐♦♥ ❜❡/✇❡❡♥ /❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛/✐♦♥ ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡* ❛♥❞ /❤❡

♣5♦❞✉❝/✐♦♥ ♦❢ ✉*❡ ✈❛❧✉❡* ❤❛* ❜❡❡♥ ✇❡❧❧ ❞❡*❝5✐❜❡❞ ❜② ▼❛5①✿ /❤❡ ♣5♦❞✉❝/✐♦♥ ♦❢
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✉$❡ ✈❛❧✉❡ ❜❡❝♦♠❡$ ✏❛♥ ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ ✐♥1❡2♠❡❞✐❛1❡ ❧✐♥❦ ❬✳✳✳❪✱ ❛ ♥❡❝❡$$❛2② ❡✈✐❧ ❢♦2

1❤❡ $❛❦❡ ♦❢ ♠♦♥❡② ♠❛❦✐♥❣✑ ✭▼❛2①✱ ✶✾✼✻✱ ❝✐1❡❞ ✐♥ ❉♦✉❛✐✱ ✷✵✵✾✮✳ ❆❝❝♦2❞✐♥❣

1♦ ▼❛2① ❛♥❞ ❊♥❣❡❧$ 1❤✐$ 1②♣❡ ♦❢ 2❡✈❡2$❡ 2❡❛$♦♥✐♥❣ ✐$ ♠♦2❡ ❛♥❞ ♠♦2❡ ❝♦♠♠♦♥

❜❡❝❛✉$❡ ♦❢ 1❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥1 ♦❢ ✉1✐❧✐1❛2✐❛♥ 1❤✐♥❦✐♥❣✳

❉♦✉❛✐ $✉♠♠❛2✐$❡$ 1❤❡ ♣2♦❜❧❡♠ ❛❜♦✉1 ♠♦♥❡② ❛$ ❛♥ ❛❝❝♦✉♥1 ♦❢ ✇❡❛❧1❤ ✐♥ 1❤✐$

✇❛②✿

✏1❤❡ ♣♦$$✐❜✐❧✐1② ♦❢ $❡❡✐♥❣ 1❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❧❧ 1❤✐♥❣$✱ ♣❡♦♣❧❡ ❛♥❞ $♦❝✐❛❧

2❡❧❛1✐♦♥$ ✐♥ 1❡2♠$ ♦❢ ♠♦♥❡② ✐$  ♣❡❝✐✜❝ &♦ ❝❛♣✐&❛❧✐ & ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ✳ ❲❤❛1

✉1✐❧✐1② 1❤❡♦2② ❞♦❡$ ♥♦1 $❛② ✐$ 1❤❛1 ♠♦♥❡② ✐$ 1❤❡ ♠❛1❡2✐❛❧ ❡①♣2❡$$✐♦♥

♦❢ 1❤❡ $♦❝✐❛❧ ❝❤❛2❛❝1❡2 ♦❢ ♣2♦❞✉❝1✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦1 ♦❢ ✉1✐❧✐1②✳ ❲❤❡♥ ♠♦♥❡②

❜❡❝♦♠❡$ 1❤❡ ❣❡♥❡2❛❧ ❡①♣2❡$$✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❧1❤✱ ✐1 ❡①♣2❡$$❡$✿ ✶✮ ❛ ♣♦✇❡2✿

❵1❤❛1 ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡①❡2❝✐$❡$ ♦✈❡2 ♦1❤❡2$✬ ❛❝1✐✈✐1② ♦2 ♦✈❡2 $♦❝✐❛❧

✇❡❛❧1❤ ❡①✐$1$ ✐♥ ❤✐♠ ❛$ 1❤❡ ♦✇♥❡2 ♠♦♥❡②✳ ❚❤✉$ ❜♦1❤ ❤✐$ ♣♦✇❡2 ♦✈❡2

$♦❝✐❡1② ❛♥❞ ❤✐$ ❛$$♦❝✐❛1✐♦♥ ✇✐1❤ ✐1 ✐$ ❝❛22✐❡❞ ✐♥ ❤✐$ ♣♦❝❦❡1✬ ❬▼❛2①✱ ✼

✻✽❪❀ ✭✷✮ 1❤❡ ❡✛❛❝❡♠❡♥1 ♦❢ ❛❧❧ ♥❛1✉2❛❧ ❛♥❞ ❤✉♠❛♥ Q✉❛❧✐1✐❡$✑ ✭❉♦✉❛✐✱

✷✵✵✾✮✳

❋2♦♠ 1❤❡2❡ ❉♦✉❛✐ ❝2✐1✐❝✐③❡$ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝$ 2❡$❡❛2❝❤❡2$ ✇❤♦ ❛❣2❡❡ ♦♥ ♦♥❡

❤❛♥❞ ✇✐1❤ 1❤❡ ❛11❡♠♣1$ 1♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈❛❧✉❡ 1♦ ❛♥ ❡♥✈✐2♦♥♠❡♥1❛❧ ❣♦♦❞

♦2 $❡2✈✐❝❡ ✇✐1❤ 1❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ 1❤❡ ♥❡♦❝❧❛$$✐❝❛❧ 1❤❡♦2② ✭✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♠❛2❣✐♥❛❧ ✉♥✐1✱

❝♦♥1✐♥❣❡♥1 ✈❛❧✉❛1✐♦♥✱ ❲❚T✴❲❚❆ $1✉❞✐❡$✱ ❡1❝✳✮ ❛♥❞ ♦♥ 1❤❡ ♦1❤❡2 ❤❛♥❞ ✇❤♦

❤✐❣❤❧✐❣❤1 1❤❡ ❧✐♠✐1$ ♦❢ 1❤❡$❡ $1✉❞✐❡$ ❜② $❤♦✇✐♥❣ 1❤❛1 ❛❧❧ $②$1❡♠$ ♦❢ ✈❛❧✉❡ ❛2❡ ♥♦1

1❛❦❡♥ ✐♥1♦ ❛❝❝♦✉♥1✳ ■♥❞❡❡❞✱ 1❤❡② ❛2❡ ♥♦1✱ ❜❡❝❛✉$❡ 1❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ 1❤❡ ♥❡♦❝❧❛$$✐❝❛❧

1❤❡♦2② ♦❢ ✈❛❧✉❡ ✐$ 1♦ ❡①♣2❡$$ ✉$❡ ✈❛❧✉❡ ✇✐1❤ ♠♦♥❡②✿ ✐1 1❛❦❡$ ❢♦2 ❣2❛♥1❡❞ 1❤❛1

1❤❡2❡ ✐$ ❛ ❝♦♠♠❡♥$✉2❛❜✐❧✐1② ♦❢ ❛❧❧ $②$1❡♠$ ♦❢ ✈❛❧✉❡ ✐♥1♦ ♠♦♥❡② ✭✐♥ ♦2❞❡2 1♦

❛♥$✇❡2 1❤❡ Q✉❡$1✐♦♥ ❤♦✇ ✐$ 1❤✐$ ❣♦♦❞ ✉$❡❢✉❧ 1♦ $♦❝✐❡1②✱ ✐1 2❡❞✉❝❡$ 1❤❡ Q✉❡$1✐♦♥

1♦✿ ❤♦✇ ♠✉❝❤ 1❤✐$ ❣♦♦❞ ✐$ ✉$❡❢✉❧ 1♦ $♦❝✐❡1②✮✳ ■1 ✐$ ♥♦1 ♣♦$$✐❜❧❡ 1♦ $✉♣♣♦21 ❜♦1❤

♣♦$✐1✐♦♥ ✇✐1❤♦✉1 ❝♦♥12❛❞✐❝1✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡ ❉♦✉❛✐ ✇❛♥1$ 1❤❛1 ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐$1$

1❛❦❡ ❛ ♠♦2❡ ❝2✐1✐❝❛❧ $1❛♥❝❡ ♦♥ 1❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈❛❧✉❛1✐♦♥ ♦❢ ♥❛1✉2❡✱ ❦❡❡♣✐♥❣ ✐♥

♠✐♥❞ 1❤❛1✿ ✏❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈❛❧✉❡ ✭❛$ ✐1$ ♠♦♥❡1❛2② ❢♦2♠✮ ✐$ ❛♥ ❡①♣2❡$$✐♦♥ ♦❢ $♦❝✐❛❧

2❡❧❛1✐♦♥$ 1❤❛1 ❛2❡ ❡①❝❧✉$✐✈❡❧② ❝❤❛2❛❝1❡2✐$1✐❝ ♦❢ ❝❛♣✐1❛❧✐$♠✑ ✭❉♦✉❛✐✱ ✷✵✵✾✮✳ ❍❡

✐$ ♥♦1 $❛②✐♥❣ 1❤❛1 ♥❛1✉2❡ ❝❛♥♥♦1 ❜❡ ❛ $✉♣♣♦21 ❢♦2 ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈❛❧✉❡ ❝2❡❛1✐♦♥ ❜✉1

1❤❛1 ♥❛1✉2❡ ❤❛$ ♥♦ ✐♥12✐♥$✐❝ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈❛❧✉❡✳

✺✸

❉♦✉❛✐ 1❤❡♥ ❝2✐1✐❝✐③❡$ ❈♦$1 ❇❡♥❡✜1 ❆♥❛❧②$✐$✱ ✇❤♦ ✉$❡$ ♠♦♥❡② ✐♥ ❛ $✐♠♣❧✐$1✐❝

✇❛② ❛$ ❛ ♠❡❛♥ ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ♦❢ ✈❛❧✉❛1✐♦♥ ♦❢ 1❤❡ ✉$❡ ♦❢ ❛♥ ❡♥✈✐2♦♥♠❡♥1❛❧ ❣♦♦❞

♦2 $❡2✈✐❝❡✱ ❛❣❣2❡❣❛1✐♥❣ 1❤❡ ♣❧✉2❛❧✐1✐❡$ ♦❢ ✈❛❧✉❡$✱ ✇❤❡2❡ ♠♦♥❡②✱ ✐♥ ❢❛❝1✱ 2❡✢❡❝1$

$♦❝✐❛❧ 2❡❧❛1✐♦♥$ ❛♥❞ $✉♣♣♦21$ ❛ $♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡ $②$1❡♠✳ ❲❡ ❝❛♥ 1❤❡♥✱ ✐♥ 1❤❡ ❧✐❣❤1
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✐$ %❤❡ ❧❛❜♦, ❝♦♥%❛✐♥❡❞ ✐♥ ✐%❀ %❤❡ ❧❛❜♦, ❞♦❡$ ♥♦% ❝♦✉♥% ❛$ ❧❛❜♦,✱ ❛♥❞

%❤❡,❡❢♦,❡ ❝,❡❛%❡$ ♥♦ ✈❛❧✉❡✑ ✬ ✭❇✉,❦❡%%✱ ✷✵✵✻✱ ♣✳ ✶✽✹✱ ▼❛,①✱ ✶✾✼✻✮✳

■♥ ♦,❞❡, %♦ ❜❡ ❡♥❞♦,$❡❞ ✇✐%❤ ❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡✱ ❛ ❝♦♠♠♦❞✐%② %❤❡♥ ♥❡❡❞$ %♦ ❜❡

♣,♦❞✉❝❡❞ ✇✐%❤ %❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❧❛❜♦, ❛♥❞ ♥❛%✉,❡✱ ❛♥❞ ✐% ♠✉$% ❣❡♥❡,❛%❡ ❛♥ ✉$❡✲✈❛❧✉❡✿

❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣% ♦❢ ❡①♣❧♦✐%❛%✐♦♥ ❧✐❡$ ✐♥ %❤❡ ❢❛❝% %❤❛% ❤✉♠❛♥ ❧❛❜♦, ❝❛♥ ♣,♦❞✉❝❡

♠♦,❡ %❤❛♥ ✐%$ ♠❡❛♥$ ♦❢ $✉❜$✐$%❡♥❝❡✿

✏❢♦, ▼❛,①✱ %❤❡ ♣♦$$✐❜✐❧✐%② ♦❢ $✉,♣❧✉$✲✈❛❧✉❡ $%❡♠$ ❢,♦♠ ❧❛❜♦✉,✲

♣♦✇❡,✬$ ❵$♣❡❝✐✜❝ ✉$❡✲✈❛❧✉❡✳✳✳♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛ $♦✉,❝❡ ♥♦% ♦♥❧② ♦❢ ✈❛❧✉❡✱ ❜✉%

♦❢ ♠♦,❡ ✈❛❧✉❡ %❤❛♥ ✐% ❤❛$ ✐%$❡❧❢✬✳ ✳✳✳ ❚❤❡ ,❡$✉❧% ✐$ ❛♥ ❡♥❡,❣② $✉❜✲

$✐❞② ❢♦, %❤❡ ❝❛♣✐%❛❧✐$% ✇❤♦ ❛♣♣,♦♣,✐❛%❡$ ❛♥❞ $❡❧❧$ %❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐%✐❡$

♣,♦❞✉❝❡❞ ❞✉,✐♥❣ %❤❡ ♣♦,%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ✇♦,❦❞❛② ♦✈❡, ❛♥❞ ❛❜♦✈❡ %❤❛%

,❡O✉✐,❡❞ %♦ ♣,♦❞✉❝❡ %❤❡ ♠❡❛♥$ ♦❢ $✉❜$✐$%❡♥❝❡ ,❡♣,❡$❡♥%❡❞ ❜② %❤❡

✇❛❣❡✑ ✭❇✉,❦❡%%✱ ✷✵✵✻✱ ♣✳ ✶✾✶✲✶✾✷✱ ▼❛,①✱ ✶✾✼✻✮✳

❇✉,❦❡%% ❞❡$❝,✐❜❡$ %❤❡ ❛❧✐❡♥❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ♣,♦❞✉❝❡,$ ❢,♦♠ %❤❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥$ ♦❢ ♣,♦✲

❞✉❝%✐♦♥ ❛$ ❛ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ❢♦, ❝❛♣✐%❛❧✐$♠ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥%✿

✏❚❤✐$ ❛❧✐❡♥❛%❡❞ ❢♦,♠ ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦♥❧② ❜❡❝♦♠❡$ ❞♦♠✐♥❛♥% ♦♥ %❤❡

❜❛$✐$ ♦❢ ✇♦,❦❡,$✬ %❤,❡❡✲❢♦❧❞ ❛❧✐❡♥❛%✐♦♥✿ ❢,♦♠ ♥❡❝❡$$❛,② ♣,♦❞✉❝%✐♦♥

❝♦♥❞✐%✐♦♥$ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ %❤❡ ❧❛♥❞✮✱ ❢,♦♠ %❤❡ ♣,♦❞✉❝%✐♦♥ ♣,♦❝❡$$ ✐%$❡❧❢✱

❛♥❞ ❢,♦♠ ✐%$ ♣,♦❞✉❝%$✳ ❈♦♠♣❡%✐%✐✈❡ ♠❛,❦❡% ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ♠♦♥❡%❛,②

✈❛❧✉❛%✐♦♥ ❛,❡ ♥♦% ❥✉$% ♠❛%%❡,$ ♦❢ ❵❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✬ ✐♥ ❝❛♣✐%❛❧✐$% $♦❝✐❡%②✳

❚❤❡② ❛,❡ ♥❡❝❡$$❛,② $♦❝✐❛❧ ❢♦,♠$ ♦❢ ♠❛%❡,✐❛❧ ✇❡❛❧%❤ ✐♥ ❛ $②$%❡♠

✇❤❡,❡ ✇♦,❦❡,$ ❛,❡ $♦❝✐❛❧❧② $❡♣❛,❛%❡❞ ❢,♦♠ ♥❡❝❡$$❛,② ❝♦♥❞✐%✐♦♥$ ♦❢

♣,♦❞✉❝%✐♦♥ %♦ %❤❡ ♣♦✐♥% ✇❤❡,❡ %❤❡② ♠✉$% ❜❡❝♦♠❡ ✇❛❣❡✲❧❛❜♦✉,❡,$

✭✇♦,❦ ❢♦, ♠♦♥❡②✮ ✐♥ ♦,❞❡, %♦ ❧✐✈❡✳ ✳✳✳ ■% ✐$ ♦♥❧② ✐♥ %❤✐$ $✐%✉❛%✐♦♥ %❤❛%

%❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❜❡❝♦♠❡$ ❛♥ ❛♣♣❛,❡♥%❧② ❛✉%♦♥♦♠♦✉$✱ $❡❧❢✲,❡❣✉❧❛%✐♥❣

$♣❤❡,❡ ✈✐$✲R✲✈✐$ %❤❡ ♥❛%✉,❛❧✱ ❝✉❧%✉,❛❧✱ ❛♥❞ ♣♦❧✐%✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥$✐♦♥$ ♦❢

$♦❝✐❛❧ ,❡♣,♦❞✉❝%✐♦♥ ❛♥❞ ❤✉♠❛♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥%✑ ✭❇✉,❦❡%%✱ ✷✵✵✻✱ ♣✳

✶✸✸✮✳

❍❡♥❝❡ ❧❛❜♦, ❜❡❝♦♠❡$ ❛ ❝♦♠♠♦❞✐%②✱ ❛♥❞ ♥❛%✉,❡ ❛$ ✇❡❧❧✱ ✐♥ ♦,❞❡, %♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦,

%❤❡ ❡①♣❛♥$✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣✐%❛❧✐$♠✿

✏%❤❡ ❝♦♥✈❡,$✐♦♥ ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❧❛❜♦✉,✲♣♦✇❡, ❛♥❞ ♥❛%✉,❛❧ ❝♦♥❞✐%✐♦♥$

✐♥%♦ ❝❛♣✐%❛❧ ✐$ ♥♦% ❥✉$% ❛ ✇❛② ♦❢ %❤✐♥❦✐♥❣✱ ♥♦% ❥✉$% ✐❞❡♦❧♦❣✐❝❛❧✱ ♥♦%

❥✉$% ❛ ❧❡❣❛❧✲❥✉,✐❞✐❝❛❧ ❝♦♥$%,✉❝%✱ ❛♥❞ ♥♦% ❡✈❡♥ ❥✉$% ❛ ❝♦♠♠♦❞✐✜❝❛%✐♦♥

♦❢ %❤❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥$ ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❡①✐$%❡♥❝❡✿ ✐% ✐$ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥%❛❧ ❝♦♥❞✐%✐♦♥

✭❛♥❞ ❝♦♥%,❛❞✐❝%✐♦♥✮ ♦❢ ❝❛♣✐%❛❧✐$♠ ❛% %❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣,♦❞✉❝%✐♦♥ ,❡❧❛✲

%✐♦♥$✳ ✳✳✳ ❯♥❞❡, ❝❛♣✐%❛❧✐$♠✱ ❤✉♠❛♥ ❧❛❜♦✉,✲♣♦✇❡, ❛♥❞ ♥❛%✉,❡ ,❡❛❧❧②

❛,❡ $♦❝✐❛❧❧② $❡♣❛,❛%❡ ♠❡❛♥$ ♦❢ ❝♦♠♣❡%✐%✐✈❡ ♣,♦✜%✲❞,✐✈❡♥ ♣,♦❞✉❝%✐♦♥✑

✭❇✉,❦❡%%✱ ✷✵✵✻✱ ♣✳ ✶✸✸✲✶✸✹✮✳

❇✉,❦❡%% $%❛,%$ ❤✐$ ❛♥❛❧②$✐$ ♦❢ %❤❡ ✈❛❧✉❡ ❞❡❜❛%❡ ✐♥ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝$ ❜② ❞❡✲

$❝,✐❜✐♥❣ %❤❡ ❡♥❡,❣② %❤❡♦,② ♦❢ ✈❛❧✉❡ ✭❇✉,❦❡%%✱ ✷✵✵✸✱ ❇✉,❦❡%%✱ ✷✵✵✻✱ ❝❤❛♣✳ ✶✮ ❛$

♣,♦♣♦$❡❞ ❜② ❈♦$%❛♥③❛✱ ❍❛♥♥♦♥✱ ❋❛,❜❡, ❛♥❞ ❲✐❧$♦♥ ✭❈♦$%❛♥③❛✱ ✶✾✽✵❀ ❈♦$%❛♥③❛
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❛♥❞ ◆❡✐❧❧✱ ✶✾✽✶❀ ❍❛♥♥♦♥✱ ✶✾✾✽❀ ❋❛1❜❡1 ❡3 ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳ ❚❤✐: ❛♣♣1♦❛❝❤ ❤❛: ❜❡❡♥

♠❛✐♥❧② ❝1✐3✐❝✐③❡❞ ❜❡❝❛✉:❡ ✐3 ❛::✉♠❡: 3❤❛3 3❤❡ A✉❛❧✐3✐❡: ♦❢ ❛❧❧ ❢❛❝3♦1: ♦❢ ♣1♦❞✉❝✲

3✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ 1❡❞✉❝❡❞ 3♦ 3❤❡✐1 ❡♥❡1❣② ❝♦♥3❡♥3: ✭✇❤❡1❡❛: ✏♠❛33❡1 ♠❛33❡1: 3♦♦✑✱

●❡♦1❣❡:❝✉✲❘♦❡❣❡♥✱ ✶✾✼✾✮✳ ❚✇♦ ❛♣♣1♦❛❝❤❡: 3❤❡♥ ❛33❡♠♣3 3♦ ♦✛❡1 ❛♥ ❛❧3❡1♥❛3✐✈❡

3♦ 3❤❡ ❡♥❡1❣② 3❤❡♦1② ♦❢ ✈❛❧✉❡ ✇✐3❤✐♥ 3❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝: ✜❡❧❞✳

✺✹

❋✐1:3 ❛♥

❡❝♦✲❙1❛✣❛♥ ❛♣♣1♦❛❝❤ ✭P❡11✐♥❣:✱ ✶✾✽✼❀ ❖✬❈♦♥♥♦1✱ ✶✾✾✸❜❀ P❛33❡1:♦♥✱ ✷✵✵✷✮ ✉:❡:

✏❙1❛✣❛♥ ✐♥♣✉3✲♦✉3♣✉3 ♠♦❞❡❧: 3♦ ❛♥❛❧②③❡ 3❤❡ ❞❡3❡1♠✐♥❛3✐♦♥ ♦❢ ♠❛1❦❡3 ❡①❝❤❛♥❣❡

✈❛❧✉❡: ✭❛♥❞ 1❡❧❛3❡❞ ✐::✉❡: ♦❢ ❞✐:31✐❜✉3✐♦♥❛❧ ❝♦♥✢✐❝3 ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝1✐:❡:✮✱ ❜✉3

✇✐3❤♦✉3 31❡❛3✐♥❣ ❛♥② :✐♥❣❧❡ ♣1✐♠❛1② ✐♥♣✉3 ❛: 3❤❡ ✉♥✐A✉❡ :♦✉1❝❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡✑ ✭❇✉1✲

❦❡33✱ ✷✵✵✻✱ ♣✳ ✶✾✮✳ ❆ :❡❝♦♥❞ 31❛❝❦ 31✐❡: 3♦ ❧✐♥❦ ❛ ✢♦✇✲❢✉♥❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣1♦❞✉❝3✐♦♥

✇✐3❤ ❛ 3❤❡♦1② ✇❤❡1❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡ ✐: ♥♦3 ❝♦♥♥❡❝3❡❞ ✇✐3❤ ♦♥❡ ❢❛❝3♦1 ♦❢ ♣1♦❞✉❝✲

3✐♦♥ ❛♥❞ ✇❤❡1❡ ✉:❡✲✈❛❧✉❡ ✐: ❞❡✜♥❡❞ ❛: ✏❡♥❥♦②♠❡♥3 ♦❢ ❧✐❢❡✑ ✭●❡♦1❣❡:❝✉✲❘♦❡❣❡♥✱

✶✾✼✾❀ ❉❛❧②✱ ✶✾✾✷✮✳

❇✉1❦❡33 ✜1:3 ❝1✐3✐❝✐③❡: 3❤❡ ❡♥❡1❣② 3❤❡♦1② ♦❢ ✈❛❧✉❡✿ ❢♦1 ❤✐♠✱ ✉:✐♥❣ ❙1❛✣❛♥

✐♥♣✉3✲♦✉3♣✉3 ♠♦❞❡❧ 3♦ ❞❡:❝1✐❜❡ ♥❛3✉1❛❧ ♣1♦❝❡::❡: ✐: ❧✐❦❡ ❛::✉♠✐♥❣ 3❤❛3 ✏♠❛1✲

❦❡3: ❡①✐:3 ❢♦1 ❛❧❧ :♦✉1❝❡: ❛♥❞ 3②♣❡: ♦❢ ❡♥❡1❣② ✉:❡❞ ✐♥ ♣1♦❞✉❝3✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ 3❤❡

❢1❡❡ :♦❧❛1 ❡♥❡1❣②✑ ✭❇✉1❦❡33✱ ✷✵✵✻✱ ♣✳ ✸✽✱ ❤❡ ❢♦❧❧♦✇: ❉❛❧②✱ ✶✾✽✶ ♦♥ 3❤✐: ♣♦✐♥3✮✱

✇❤✐❝❤ ✐: ❤✐❣❤❧② ✐♠♣❧❛✉:✐❜❧❡✳ ■♥ ❢❛❝3 ❢♦1 ❤✐♠ 3❤❡ ❙1❛✣❛♥ ❞❡:❝1✐♣3✐♦♥ ♦❢ 3❤❡ ❡❝♦♥✲

♦♠② ✐: ♦♥❧② ♣♦::✐❜❧❡ ✐♥ ❛ ❝❛♣✐3❛❧✐:3 ❡❝♦♥♦♠②✱ ✇❤❡1❡ ❛❧❧ 1❡:♦✉1❝❡: ❛♥❞ ❧❛❜♦1 ❛1❡

1❡❞✉❝❡❞ 3♦ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❝♦♠♠♦❞✐3✐❡:✳ ■♥ ❤✐: ❛♥❛❧②:✐:✱ ❛ ♥♦♥ ❝❛♣✐3❛❧✐:3 ❡❝♦♥♦♠②

❝♦✉❧❞ ♥♦3 ❜❡ ❞❡:❝1✐❜❡❞ ❜② 3❤❡ :❛♠❡ ♠♦❞❡❧✿ ✐♥ ❛ ♥♦♥ ❝❛♣✐3❛❧✐:3 :♦❝✐❡3②✱ ❝♦♥❞✐✲

3✐♦♥: ♦❢ ♣1♦❞✉❝3✐♦♥: ✭✐✳❡✳ 1❡:♦✉1❝❡: ❛♥❞ ♠❡❛♥: ♦❢ ♣1♦❞✉❝3✐♦♥✮ ❛1❡ ✐♥ 3❤❡ ❤❛♥❞:

♦❢ 3❤❡ ✇♦1❦❡1:✱ ❛♥❞ ❧❛❜♦✉1✲♣♦✇❡1 ❝❛♥♥♦3 ❜❡ :❡♣❛1❛3❡❞ ❢1♦♠ ❤✐: ❝♦♥❞✐3✐♦♥: ♦❢

♣1♦❞✉❝3✐♦♥✳ ❚❤✉: 3❤❡1❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦3 ❜❡ ❛ ✉♥✐❢♦1♠ ✇❛❣❡ ❛♥❞ ❛ ✉♥✐❢♦1♠ ♣1✐❝❡ ♦♥

❡❛❝❤ 1❡:♦✉1❝❡✱ ❛♥❞ 3❤❡1❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦3 ❡①✐:3 ❛ ❞✐1❡❝3 ❝♦♥♥❡❝3✐♦♥ ❜❡3✇❡❡♥ ♠♦♥❡② ❛♥❞

✇❡❛❧3❤ ✐♥ :✉❝❤ ❡❝♦♥♦♠②✳
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❖♥ 3❤❡ ❝♦♥31❛1②✱ ✐♥ ❛ ❝❛♣✐3❛❧✐:3 ❡❝♦♥♦♠②✱ ✇♦1❦❡1:

❛1❡ :❡♣❛1❛3❡❞ ❢1♦♠ 3❤❡✐1 ♥❛3✉1❛❧ ❝♦♥❞✐3✐♦♥: ♦❢ ♣1♦❞✉❝3✐♦♥✱ ❛♥❞ 3❤✐: :❡♣❛1❛3✐♦♥

❛❧❧♦✇: 3❤❡ ❝❛♣✐3❛❧✐:3 ♠♦❞❡ ♦❢ ✈❛❧✉❛3✐♦♥ 3♦ ❛♣♣❡❛1✿

✏3❤❡ 1❡❣✉❧❛3✐♦♥ ♦❢ :♦❝✐❛❧ ♣1♦❞✉❝3✐♦♥ ❜② 3❤❡ ♠❛1❦❡3 ✭3❤❡ ✐♠♣❡1✲

❛3✐✈❡ ❢♦1 ✈❛❧✉❡ 3♦ ❜❡ ♦❜❥❡❝3✐✜❡❞ ✐♥ :❛❧❛❜❧❡ ❝♦♠♠♦❞✐3✐❡:✮ ✐: ✐3:❡❧❢

❜❛:❡❞ ♦♥ 3❤❡ :❡♣❛1❛3✐♦♥ ♦❢ ♣1♦❞✉❝❡1: ❢1♦♠ ♥❡❝❡::❛1② ♣1♦❞✉❝3✐♦♥

❝♦♥❞✐3✐♦♥:✳ ■3 ✐: 31✉❡ 3❤❛3 ♠❛1❦❡3: ❛♥❞ ♠♦♥❡② ❤❛✈❡ ❡①✐:3❡❞ ❢♦1

❛❡♦♥:❀ ❜✉3 3❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥3 ♣♦:✐3✐♦♥ ♦❢ ♣1♦✜3✲❞1✐✈❡♥ ❝♦♠♠♦❞✐3② ♣1♦✲

❞✉❝3✐♦♥✱ ❛♥❞ 3❤❡ ❝♦♥:3❛♥3 ❝♦♠♣❡3✐3✐✈❡ ♣1❡::✉1❡: ♦♥ 3❤❡ ♣1♦❞✉❝❡1:✱

♦✇❡ 3❤❡♠:❡❧✈❡: 3♦ 3❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐✜❝❛3✐♦♥ ♦❢ ❵❢1❡❡✬ ❧❛❜♦✉1✲♣♦✇❡1 ❛♥❞

✐3: ❡♠♣❧♦②♠❡♥3 ❜② ❛✉3♦♥♦♠♦✉: ❡♥3❡1♣1✐:❡: ❝♦♥31♦❧❧✐♥❣ 3❤❡ ✭♥♦✇

❵:❡♣❛1❛3❡✬✮ ❝♦♥❞✐3✐♦♥: ♦❢ ♣1♦❞✉❝3✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡1:✐♦♥ ♦❢ ♥❛3✉1❛❧

❝♦♥❞✐3✐♦♥: ✐♥3♦ ♠❡1❡ ❝♦♥❞✐3✐♦♥: ♦❢ ♠❛1❦❡3✲ ❛♥❞ ♣1♦✜3✲❞1✐✈❡♥ ♣1♦✲

❞✉❝3✐♦♥ ✭❡✐3❤❡1 3❤1♦✉❣❤ 3❤❡✐1 ❢1❡❡ ❛♣♣1♦♣1✐❛3✐♦♥ ♦1 3❤1♦✉❣❤ 3❤❡✐1
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❢♦%♠❛❧ ❝❛♣✐,❛❧✐-❛,✐♦♥ ❛- %❡♥,✲②✐❡❧❞✐♥❣ ♣%✐✈❛,❡ ♦% -,❛,❡ ♣%♦♣❡%,②✮ ✐-✱

✐♥ ♣❛%,✐❝✉❧❛%✱ ❡♥❛❜❧❡❞ ❜② ,❤❡ ❵❢%❡❡✐♥❣✬ ♦❢ ❧❛❜♦✉%✲♣♦✇❡% ❢%♦♠ ,❤❡-❡

❝♦♥❞✐,✐♦♥-✳ ❚❤✐- ♣%♦❝❡-- ❝♦♥,✐♥✉❡- ,♦❞❛② ✇❤❡♥❡✈❡% ♣✉❜❧✐❝ ♦% ❝♦♠✲

♠✉♥❛❧ ❧❛♥❞- ❛%❡ ♣%✐✈❛,✐③❡❞✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥❡✈❡% ❝♦%♣♦%❛,✐♦♥- ❛%❡ ❣✐✈❡♥

❢%❡❡% %❡✐❣♥ ,♦ ❡①♣❧♦✐, ♥❛,✐♦♥❛❧ ❢♦%❡-,- ❛♥❞ ♦,❤❡% ♥❛,✉%❛❧ %❡-♦✉%❝❡-✑

✭❇✉%❦❡,, ✭✷✵✵✻✮✱ ♣✳ ✺✸✲✺✹✮✳

❆- ❛❧❧ ♣%♦❝❡--❡- ♦❢ ♣%♦❞✉❝,✐♦♥ ♥❡❡❞ -♦♠❡ ❡♥❡%❣②✱ ,❤✐- ✐- ♥♦, ,❤❡♥ ✈❡%② -✉%♣%✐-✐♥❣

,❤❛, ❛ ❝♦%%❡❧❛,✐♦♥ ✐- ❢♦✉♥❞ ❜❡,✇❡❡♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❡♥❡%❣② ❡①♣❧♦✐,❛,✐♦♥✳ ❆-

❉❛❧② -,❛,❡-✱ ❛♥❞ ❛- ❇✉%❦❡,, %❡♣❡❛,-✱ ✏,❤✐- ✐- ♥♦, ✬❛ ,%✉❡ ❡♠♣✐%✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞✐♥❣✬✱

❜✉, %❛,❤❡% ❛♥ ✬✐♠♣♦-❡❞ %❡-✉❧, ♦❢ ,❤❡ ❛♥❛❧②,✐❝❛❧ ❢%❛♠❡✇♦%❦✑ ✬ ✭❇✉%❦❡,,✱ ✷✵✵✻✱ ♣✳

✸✽✱ ❉❛❧②✱ ✶✾✽✶✮✳ ❇✉, ,❤✐- ❛ ❞❛♥❣❡%♦✉- %❡-✉❧, ✐❢ ✐, ❧❡❛❞- ,♦ ,❤❡ ❡✈❛❧✉❛,✐♦♥ ♦❢

♥❛,✉%❛❧ ❡❝♦-②-,❡♠- ✉-✐♥❣ ♠❛%❦❡, ❡♥❡%❣② ♣%✐❝❡- ✭❉❛❧②✱ ✶✾✽✶✮✿

✏,❤❡ ❡♥❡%❣② ,❤❡♦%②✬- -❡❛%❝❤ ❢♦% ❛ ♣%✐♠❛%② ✐♥♣✉, ✐- ❞%✐✈❡♥ ❜② ✐,-

%❡❞✉❝,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ P✉❡-,✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧✉❡ ,♦ ,❤❛, ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ -♦♠❡ ❝♦♠♠♦♥

♠❡❛-✉%❡ ♦❢ ✉-❡✲✈❛❧✉❡ ❝♦♥❝❡✐✈❡❞ ❛♣❛%, ❢%♦♠ ❤✐-,♦%✐❝❛❧❧② -♣❡❝✐✜❝ -♦❝✐❛❧

%❡❧❛,✐♦♥- ♦❢ ♣%♦❞✉❝,✐♦♥✳ ❚❤✐- ❞❡❝✐-✐♦♥ ❤❛✈✐♥❣ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡✱ ✐, ✐- ❜✉, ❛

-❤♦%, -,❡♣ ,♦ ,❤❡ ✈✐❡✇ ,❤❛, ♠♦♥❡② ❛♥❞ ♠❛%❦❡,- ❛%❡ ❥✉-, ❝♦♥✈❡♥✐❡♥,

-♦❝✐❛❧ ❞❡✈✐❝❡- ❢♦% %❡❣✐-,❡%✐♥❣ ,❤❡-❡ P✉❛♥,✐,❛,✐✈❡ ❵❡♥❡%❣② ✈❛❧✉❡-✬ ❛-

❡①❝❤❛♥❣❡✲✈❛❧✉❡-✑ ✭❇✉%❦❡,,✱ ✷✵✵✻✱ ♣✳ ✸✽✲✸✾✮✳

❆❝,✉❛❧❧② ,❤❡ P✉❡-,✐♦♥ ✐-✿ ✇❤② ❛%❡ ,❤❡%❡ ♠❛%❦❡, ♣%✐❝❡-❄ ❆%❡ ,❤❡② ❢❛✐%❄ ■❢ ,❤❡②
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❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❝❡♣,❛❜❧❡✱ ❜✉, ,♦ ❣❡♥❡%❛❧✐③❡ ,❤❡ %❡)✉❧, ♦❢ ,❤❡ ✈❛❧✉❛,✐♦♥ ♦❢ ❛ )♣❡❝✐✜❝

❝❛)❡ ,♦ ❛❧❧ ❡♥✈✐%♦♥♠❡♥,❛❧ ❝♦♥✢✐❝,)✱ ,❤✐) ♠❡❛♥) ❝❛♣✐,❛❧✐③✐♥❣ ♥❛,✉%❡✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ❛❧❧

♣❛%,♥❡%) ❛❣%❡❡ ♦♥ ❛ ♣%✐❝❡ ❢♦% ❛ ♥❛,✉%❛❧ %❡)♦✉%❝❡✱ ✐❢ ,❤✐) ♣%✐❝❡ ✐) ❣❡♥❡%❛❧✐③❡❞ ♦♥

❛ ♥❛,✐♦♥❛❧ ♦% ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ,❤✐) ♠❡❛♥) ❛ ❝♦♠♠♦❞✐✜❝❛,✐♦♥ ♦❢ ♥❛,✉%❡✳

❇✉%❦❡,, ✐) ❛❧)♦ ♦♣♣♦)❡❞ ,♦ ,❤❡ ❛♥❛❧②)✐) ♦❢ ❖✬❈♦♥♥♦% ✭✶✾✾✸❜✮✿

✏❜❡❝❛✉)❡ ❖✬❈♦♥♥♦%✬) ♠♦❞❡❧ ❧❛❝❦) ❛ ,%❡❛,♠❡♥, ♦❢ ,❤❡ ✐♥❞✉),%✐❛❧

❡❝♦♥♦♠②✬) ✐♥,❡%♥❛❧ ♣%♦❞✉❝,✐♦♥ %❡❧❛,✐♦♥) ❛) %❡❧❛,✐♦♥) ♦❢ ❝❧❛)) ❡①✲

♣❧♦✐,❛,✐♦♥ ✭✐, ❞♦❡) ♥♦, ❡✈❡♥ ❞✐),✐♥❣✉✐)❤ ❤✉♠❛♥ ❧❛❜♦✉%❡%) ❢%♦♠ ♦,❤❡%

✐♥♣✉,)✮✱ ✐, ♠✉), ,❛❦❡ ,❤✐) ❡❝♦♥♦♠②✬) ❣%♦✇,❤ ✐♠♣❡%❛,✐✈❡ ❛) ❛ ❣✐✈❡♥✳
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♣.♦❞✉❝,✐♦♥ ❛♥❞ ,❤❡ ♣.❡❢❡.❡♥❝❡5 ✐5 5✉✣❝✐❡♥, ,♦ ❛❧❧♦❝❛,❡ ,❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐,✐❡5 ✐♥ ❛♥

❡✣❝✐❡♥, ✇❛②✱ ❛♥❞ ,❤✉5 ,♦ ❦♥♦✇ ,❤❡ ♣.✐❝❡5 ❛♥❞ ,❤❡ ❞✐5,.✐❜✉,✐♦♥✿ ❜✉, ❙.❛✛❛

5❤♦✇5 ,❤❛, ,❤❡ ❞✐5,.✐❜✉,✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❦♥♦✇♥ 5❡♣❛.❛,❡❧② ❢.♦♠ ,❤❡ ♣.✐❝❡5✱ ❛♥❞ ,❤❡♥

,❤❛, ,❤❡ ♣.♦❜❧❡♠5 ♦❢ ,❤❡ ❞❡✜♥✐,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❞✐5,.✐❜✉,✐♦♥ ❛♥❞ ,❤❡ ❞❡✜♥✐,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡

♣.✐❝❡5 ❛.❡ ,✇♦ 5❡♣❛.❛,❡ ♣.♦❜❧❡♠5✱ ,❤❛, ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ 5❡♣❛.❛,❡❧② ✭,❤❡ ✜.5,

❜❡✐♥❣ ,❤❡ .❡5✉❧, ♦❢ ❛ ♣♦❧✐,✐❝❛❧ ♣.♦❝❡55✱ ,❤❡ 5❡❝♦♥❞ ❛ ♠❛,❤❡♠❛,✐❝❛❧ ❝♦♥5❡Q✉❡♥❝❡

♦❢ ,❤❡ ✜.5,✮✳

❍♦✇❡✈❡.✱ ❢♦. ❍❛..✐❜❡②✱ ❙.❛✛❛ ❤✐❞❡5 ,❤❡ 5♦❝✐❛❧ .❡❧❛,✐♦♥ ♦❢ ♣.♦❞✉❝,✐♦♥✱ ❜❡✲

❝❛✉5❡ ❤❡ ✐5 ♥♦, ,❛❧❦✐♥❣ ❛❜♦✉, ,❤❡ ❧❛❜♦. ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❛❜♦✉, ,❤❡ ❝❛♣✐,❛❧✐5, ❡①♣❧♦✐,❛✲

,✐♦♥ ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❧❛❜♦. ✭❍❛..✐❜❡②✱ ✷✵✶✸✱ ♣✳ ✾✽✮✳ ❍❛..✐❜❡②✬5 ,❤❡♦.② ♦❢ ✈❛❧✉❡ ✐5

,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡ ✭❍❛..✐❜❡②✱ ✷✵✶✸✱ ✶✵✼✮✿ ❤✉♠❛♥ ❧❛❜♦. ✐5 5♦❝✐❛❧❧② ❛♣♣.♦✈❡❞ ❛5

♣.♦❞✉❝✐♥❣ ✉5❡ ✈❛❧✉❡ ✇❤❡♥ ,❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐,② ✐5 5♦❧❞ ♦♥ ,❤❡ ♠❛.❦❡, ✭❧♦♦❦✐♥❣ ❛,

❝♦♠♠♦❞✐,✐❡5 5♦❧❞ ♦♥ ,❤❡ ♠❛.❦❡,✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇.✐,❡ ,❤❡ ❡Q✉❛,✐♦♥5 ♦❢ ♣.♦❞✉❝,✐♦♥✮✳

❚❤❡ ♠❛.❦❡, ❛♥❞ ,❤❡ ❝❛♣✐,❛❧✐5, ❝♦♠♣❡,✐,✐♦♥ ,❤❡♥ ❡♥5✉.❡5 ,❤❛, ,❤❡ .❛,❡ ♦❢ ♣.♦✜,

✐5 ❡Q✉❛❧✐③❡❞ ✭,❤✉5 ♣.✐❝❡5 ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛,❡❞✮✳ ❋✐♥❛❧❧② ♦✛❡. ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡

♣.✐❝❡5 ♦❢ ♣.♦❞✉❝,✐♦♥✱ ❣❡♥❡.❛,✐♥❣ ,❤❡ ❛❝,✉❛❧ .❡❛❧ ♠❛.❦❡, ♣.✐❝❡5✳ ❚❤❡ ❝❛♣✐,❛❧✐5,

❝♦♥❞✐,✐♦♥5 ♦❢ ♣.♦❞✉❝,✐♦♥ .❡❞✉❝❡ ,❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣.♦❞✉❝❡❞ ❝♦♠♠♦❞✐,② ,♦ ✐,5

5✉❜5,❛♥❝❡✱ ❤✉♠❛♥ ✏5♦❝✐❛❧❧② ❛♣♣.♦✈❡❞✑ ❧❛❜♦. ✭❍❛..✐❜❡②✱ ✷✵✶✸✱ ♣✳ ✶✶✹✮✳ ❍❡♥❝❡

,❤✐5 ,❤❡♦.② ✐5 ❛ ,❤❡♦.② ♦❢ 5♦❝✐❛❧ .❡❧❛,✐♦♥5❤✐♣5✱ ❜❡❢♦.❡ ❜❡✐♥❣ ❛ ,❤❡♦.② ♦❢ ♣.✐❝❡5✳

▼② ♣♦✐♥, ♦❢ ✈✐❡✇ ✐5 ,❤❛, ❍❛..✐❜❡② ♠❛❦❡5 5♦♠❡ ❛♣♣.♦①✐♠❛,✐♦♥5 ❛❜♦✉, ❙.❛✛❛✳

❋✐.5, ❤❡ ,❤✐♥❦5 ,❤❛, ,❤❡ 5,❛♥❞❛.❞ ❝♦♠♠♦❞✐,②✱ ✐✳❡✳ ,❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐,② 5♦❧✈✐♥❣ ❘✐✲

❝❛.❞♦✬5 ♣.♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ✐♥✈❛.✐❛♥, ✈❛❧✉❡ ✇❤❡♥ ,❤❡ ❞✐5,.✐❜✉,✐♦♥ ✐5 ❝❤❛♥❣✐♥❣✱

✐5 ,❤❡ ✉❧,✐♠❛,❡ .❡5✉❧, ♦❢ ❙.❛✛❛✬5 ❛♥❛❧②5✐5 ✭❍❛..✐❜❡②✱ ✷✵✶✸✱ ♣✳ ✾✼✮✳ ❆❝,✉❛❧❧② ■

,❤✐♥❦✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❙✐♥❤❛ ✭✷✵✵✾✮✱ ,❤❛, ,❤✐5 ❢♦✉♥❞✐♥❣ ✐5 ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥, .❡5✉❧, ♦❢ ❙.❛✛❛✬5

❛♥❛❧②5✐5✱ ✇❤♦5❡ ✉❧,✐♠❛,❡ ❣♦❛❧ ✇❛5 ,♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ♦❜❥❡❝,✐✈❡ ♣.✐❝❡ ,❤❡♦.②✿ ✏✐, ✇❛5

♦♥❧② ✇❤❡♥ ,❤❡ ❙,❛♥❞❛.❞ 5②5,❡♠ ❛♥❞ ,❤❡ ❞✐5,✐♥❝,✐♦♥ ❜❡,✇❡❡♥ ❜❛5✐❝5 ❛♥❞ ♥♦♥✲

❜❛5✐❝5 ❤❛❞ ❡♠❡.❣❡❞ ✐♥ ,❤❡ ❝♦✉.5❡ ♦❢ ,❤❡ ♣.❡5❡♥, ✐♥✈❡5,✐❣❛,✐♦♥ ,❤❛, ,❤❡ ❛❜♦✈❡

✐♥,❡.♣.❡,❛,✐♦♥ ♦❢ ❘✐❝❛.❞♦✬5 ,❤❡♦.② 5✉❣❣❡5,❡❞ ✐,5❡❧❢ ❛5 ❛ ♥❛,✉.❛❧ ❝♦♥5❡Q✉❡♥❝❡✑
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'❤✉0 ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ✐0 ❞❡✜♥❡❞  ❡❧❛$✐✈❡❧②✳ ■❢ ♦♥❡ ❛❞♦♣'0 '❤❡ ✈✐❡✇ ♦❢ ♥❡♦❝❧❛00✐❝❛❧

❡❝♦♥♦♠✐❝0✱ ♠♦.❡ ✐0 ❛❧✇❛②0 ❜❡''❡.✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞0 ❞✐.❡❝'❧② '♦ '❤❡ ❝♦♥❝❧✉0✐♦♥ '❤❛'

✏❛❧❧ ❣♦♦❞0 ❛.❡ 0❝❛.❝❡✱ 0✐♥❝❡ ❤✉♠❛♥ ❜❡✐♥❣0 ✇♦✉❧❞ ❛❧✇❛②0 ✇❛♥' ♠♦.❡ ❣♦♦❞0✑

✭▼❛.'✐♥0✱ ✷✵✶✸✮✳

✻✵

❖♥ '❤❡ ♦'❤❡. ❡♥❞✱ ✐♥ ❝❧❛00✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝0 ❛♥❞ ❡0♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ '❤❡

❝❛♣❛❜✐❧✐'② '❤❡♦.② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❙❡♥✱ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ✐0 ❞❡✜♥❡❞ ♦❜❥❡❝'✐✈❡❧② ✐♥ '❡.♠0 ♦❢

✏♦❜❥❡❝'✐✈❡ ❢✉♥❝'✐♦♥✐♥❣0✑✱ ✐✳❡✳ ✏✇❤❛' ❛ ❤✉♠❛♥ ❜❡✐♥❣ ✐0✱ ♦. ❞♦❡0✑ ✭▼❛.'✐♥0✱ ✷✵✶✸✮✳

❚❤❡.❡ ✐0 ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ✐❢ '❤❡.❡ ✐0 ❛ ❝❡.'❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✏❢.❡❡❞♦♠ '♦ ❛❝❤✐❡✈❡✑ ❜❛0✐❝ ❤✉♠❛♥

❢✉♥❝'✐♦♥✐♥❣0✳ ❚❤✐0 ❢.❡❡❞♦♠ '♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✐0 ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❙❡♥ ❛0 ❛ ✏❝❛♣❛❜✐❧✐'②✑ ❛♥❞

❧♦♦❦✐♥❣ ❛' 0♦♠❡♦♥❡✬0 ❜❛0✐❝ ❝❛♣❛❜✐❧✐'✐❡0✱ ✐' ✐0 ♣♦00✐❜❧❡ '♦ 0❛② ♦❜❥❡❝'✐✈❡❧② ✭✇✐'❤♦✉'

❛0❦✐♥❣ ❤✐♠✮ ✐❢ ❤❡ ❡♥❥♦②0 ❛ ❜❛0✐❝ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ♦. ♥♦'✳ ❍❡♥❝❡ '❤❡ ❝❡♥'.❛❧ ❣♦❛❧0 ♦❢ '❤❡

'✇♦ '❤❡♦.✐❡0 ❛.❡ .❡❛❧❧② ❞✐✛❡.❡♥'✿ ♥❡♦❝❧❛00✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝0 0'✉❞② '❤❡ ❛❧❧♦❝❛'✐♦♥ ♦❢

0❝❛.❝❡ ❣♦♦❞0 ❛❝❝♦.❞✐♥❣ '♦ 0✉❜❥❡❝'✐✈❡ ♣.❡❢❡.❡♥❝❡0✱ ✇❤❡.❡❛0 ❝❧❛00✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝0

0'✉❞② ❤♦✇ '❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ 0②0'❡♠ ✐0 ❛❜❧❡ '♦ ♣.♦❞✉❝❡ '❤❡ ♠❡❛♥0 ♦❢ 0✉❜0✐0'❡♥❝❡

♥❡❡❞❡❞ ❜② ❡✈❡.②❜♦❞② ❛♥❞✱ ✐❢ '❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ 0②0'❡♠ ✐0 ❛❜❧❡ '♦ ♣.♦❞✉❝❡ ♠♦.❡✱ ❤♦✇

'❤✐0 ✏0♦❝✐❛❧ 0✉.♣❧✉0✑ ✐0 ❞✐0'.✐❜✉'❡❞✳

❚❤❡ ✏0♦❝✐❛❧ 0✉.♣❧✉0✑ ✐0 ❞❡✜♥❡❞ ❜② ▼❛.'✐♥0 ❛0 '❤❡ ✏♣❛.' ❬♦❢ ♣.♦❞✉❝'✐♦♥❪ ✇❤✐❝❤

✐0 ♥♦' ♥❡❝❡00❛.② ❢♦. '❤❡ .❡♣.♦❞✉❝'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❡①✐0'✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝ 0②0'❡♠ ✭0✉❝❤ ❛0

✺✾

■♥ ❙#❛✛❛✬' (❡#♠'✿ ✏❡❛❝❤ ❝♦♠♠♦❞✐(②✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✐(✐❛❧❧② ✇❛' ❞✐'(#✐❜✉(❡❞ ❜❡(✇❡❡♥ (❤❡ ✐♥❞✉'✲

(#✐❡' ❛❝❝♦#❞✐♥❣ (♦ (❤❡✐# ♥❡❡❞'✱ ✐' ❢♦✉♥❞ ❛( (❤❡ ❡♥❞ ♦❢ (❤❡ ②❡❛# (♦ ❜❡ ❡♥(✐#❡❧② ❝♦♥❝❡♥(#❛(❡❞

✐♥ (❤❡ ❤❛♥❞' ♦❢ ✐(' ♣#♦❞✉❝❡#✳ ❚❤❡#❡ ✐' ❛ ✉♥✐>✉❡ '❡( ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡✲✈❛❧✉❡' ✇❤✐❝❤ ✐❢ ❛❞♦♣(❡❞ ❜②

(❤❡ ♠❛#❦❡( #❡'(♦#❡' (❤❡ ♦#✐❣✐♥❛❧ ❞✐'(#✐❜✉(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ♣#♦❞✉❝(' ❛♥❞ ♠❛❦❡' ✐( ♣♦''✐❜❧❡ ❢♦# (❤❡

♣#♦❝❡'' (♦ ❜❡ #❡♣❡❛(❡❞✑ ✭❙#❛✛❛✱ ✶✾✻✵✱ ➓ ✶✮✳

✻✵

❆♥❞ (❤❡♥ ♦♥❡ ❤❛' (♦ ❛❞♦♣( (❤❡ ❞❡✜♥✐(✐♦♥ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝' ❢#♦♠ ❘♦❜❜✐♥' ✭✶✾✸✷✮✿ ✏❡❝♦♥♦♠✐❝'

✐' (❤❡ '(✉❞② ♦❢ (❤❡ ❛❧❧♦❝❛(✐♦♥ ♦❢ '❝❛#❝❡ #❡'♦✉#❝❡' ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛❧(❡#♥❛(✐✈❡ ✉'❡'✑ ✭❝✐(❡❞ ✐♥ ▼❛#(✐♥'✱

✷✵✶✸✮✳



❈❍❆#❚❊❘ ✺✳ ❙❘❆❋❋❆✿ ❆◆ ■◆❙#■❘❆❚■❖◆ ❋❖❘ ❊❈❖▲❖●■❈❆▲

❊❈❖◆❖▼■❈❙❄ ✶✽✵

❧✉①✉&② ❣♦♦❞+✱ ♦& ❢✉&.❤❡& ♠❡❛♥+ ♦❢ ♣&♦❞✉❝.✐♦♥ ✉+❡❞ ✐♥ ♦&❞❡& .♦ ❡①♣❛♥❞ ♣&♦❞✉❝✲

.✐♦♥ ❜❡②♦♥❞ .❤❡ ❡①✐+.✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝ +②+.❡♠✮✑✳ ❚❤❡ +♦❝✐❛❧ +✉&♣❧✉+ ✐+ .❤❡&❡❢♦&❡

❝♦♠♣♦+❡❞ ❜② ♥❡. ✐♥✈❡+.♠❡♥. ❛♥❞ ❧✉①✉&② ❣♦♦❞+✳ ❇✉. ❤♦✇ .♦ ❞❡✜♥❡ ❧✉①✉&②

❣♦♦❞+❄ ❇② .❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ .❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐.② ❛♣♣&♦❛❝❤✱ ❛+ ❢♦& ▼❛&.✐♥+✱ .❤❡ ♠❡❛♥+ ♦❢

+✉❜+✐+.❡♥❝❡ ❛&❡ ❡C✉✐✈❛❧❡♥. .♦ .❤❡ ♠❡❛♥+ ♥❡❡❞❡❞ .♦ ❢✉❧✜❧❧ .❤❡ ❜❛+✐❝ ❝❛♣❛❜✐❧✐.✐❡+✿

✏✐♥ ♦&❞❡& .♦ ❦♥♦✇ ✇❤✐❝❤ ♣❛&. ♦❢ ♣&♦❞✉❝.✐♦♥ ✐+ ♥♦. ♥❡❝❡++❛&② ❢♦&

.❤❡ &❡♣&♦❞✉❝.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❡①✐+.✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝ +②+.❡♠✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣

❢♦& .❤❡ ♠❛✐♥.❡♥❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝❡&.❛✐♥ +.❛♥❞❛&❞ ♦❢ ❤✉♠❛♥ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣✱ ✇❡

♥❡❡❞ .♦ ❦♥♦✇ ✇❤✐❝❤ ♣❛&. ♦❢ ♣&♦❞✉❝.✐♦♥ ✐+ ♥❡❝❡++❛&② ❢♦& ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ .❤❡

+.❛♥❞❛&❞ ♦❢ ❤✉♠❛♥ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ✇❡ ❛✐♠ ❛.✳ ❚❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐.② ❛♣♣&♦❛❝❤✱

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❙❡♥ ❛♥❞ ◆✉++❜❛✉♠✱ ❝❛♥ ♣❧❛② ❛ ❝❡♥.&❛❧ &♦❧❡ ❤❡&❡✱ ❜②

❞❡✜♥✐♥❣ .❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❜❛+✐❝ ❝❛♣❛❜✐❧✐.✐❡+ ✇❤✐❝❤ ❛&❡ ❡++❡♥.✐❛❧ ❢♦& .❤❡

&❡♣&♦❞✉❝.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞ +♦❝✐❡.② ✉♥❞❡& ❛ ❣✐✈❡♥✱ ❝✉+.♦♠❛&②✱

+.❛♥❞❛&❞ ♦❢ ❧✐✈✐♥❣✑ ✭▼❛&.✐♥+✱ ✷✵✶✸✮✳

■+ .❤❡ ❞❡✜♥✐.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ +✉&♣❧✉+ ❜② ❙&❛✛❛ ❡C✉✐✈❛❧❡♥. .♦ .❤❡ ❞❡✜♥✐.✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

▼❛&.✐♥+❄ ■❢ ♥♦♥✲❜❛+✐❝ ❣♦♦❞+ ✐♥ ❙&❛✛❛ ❛&❡ ❡C✉✐✈❛❧❡♥. .♦ ❧✉①✉&② ❣♦♦❞+ ✐♥ ▼❛&.✐♥+✱

.❤❡♥ .❤❡ .✇♦ ❞❡✜♥✐.✐♦♥+ ❛&❡ .❤❡ +❛♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ✐. ✐+ ♣♦++✐❜❧❡ .❤❛. +♦♠❡ ♥♦♥✲

❜❛+✐❝ ❣♦♦❞+ ❛&❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦& .❤❡ +✉❜+✐+.❡♥❝❡ ♦❢ .❤❡ ✇♦&❦❡&+✳ ❆❝.✉❛❧❧② .❤✐+ ✐+ ♠❛❞❡

♣♦++✐❜❧❡ ❜② ❙&❛✛❛ ❛+✱ ✐♥ ❤✐+ ✇♦&❦✱ .❤❡ ✇❛❣❡ ✐+ ❡♥.✐&❡❧② ❣✐✈❡♥ ✏♣♦+.✲❢❛❝.✉♠✑✿ .❤✉+

.❤❡ ✇❛❣❡ ❞♦❡+ ♥♦. ❛♣♣❡❛& ❛+ .❤❡ ♣&✐❝❡ ♦❢ ❧❛❜♦&✱ ❜✉. ❛+ ❛ ❞✐+.&✐❜✉.✐♦♥ ✈❛&✐❛❜❧❡

❛♥❞ ❧❛❜♦& ✐+ .❤✉+ ♥♦. +❡❡♥ ❛+ ❛ ❜❛+✐❝ ❣♦♦❞✳ ■❢ .❤❡ ✇❛❣❡ ✇❡&❡ ❡♥.✐&❡❧② ♣❛✐❞ ✏❛♥.❡✲

❢❛❝.✉♠✑✱ .❤✉+ ❧❛❜♦& ✇♦✉❧❞ ❛♣♣❡❛& ❛+ ❛ ❜❛+✐❝ ❣♦♦❞✱ ❛♥❞ .❤❡ ✇❛❣❡ ❛+ .❤❡ ♣&✐❝❡

♥❡❡❞❡❞ ❢♦& .❤❡ &❡♣&♦❞✉❝.✐♦♥ ♦❢ .❤✐+ ❜❛+✐❝ ❣♦♦❞✳ ■♥ .❤✐+ ❝❛+❡✱ ❛❧❧ ♥♦♥✲❜❛+✐❝ ❣♦♦❞+

❝♦✉❧❞ +❛❢❡❧② ❜❡ ❝♦♥+✐❞❡&❡❞ ❛+ ❧✉①✉&② ❣♦♦❞+✳ ❙&❛✛❛ ✐+ ✇❡❧❧ ❛✇❛&❡ ♦❢ .❤❛. ❢❛❝.✱ ❜✉.

♥❡✈❡&.❤❡❧❡++ ❝❤♦♦+❡+ .❤❡ ✜&+. ♣♦++✐❜✐❧✐.②✱ ❛+ ❛ ♠♦&❡ ❝❧❛++✐❝ ✇❛② ♦❢ &❡♣&❡+❡♥.✐♥❣

✇❛❣❡✿

✻✶

✏❜❡+✐❞❡+ .❤❡ ❡✈❡&✲♣&❡+❡♥. ❡❧❡♠❡♥. ♦❢ +✉❜+✐+.❡♥❝❡✱ ❬✇❛❣❡+❪ ♠❛②

✐♥❝❧✉❞❡ ❛ +❤❛&❡ ♦❢ .❤❡ +✉&♣❧✉+ ♣&♦❞✉❝.✳ ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ .❤✐+ ❞♦✉❜❧❡ ❝❤❛&✲

❛❝.❡& ♦❢ .❤❡ ✇❛❣❡✱ ✐. ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣&♦♣&✐❛.❡✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♠❡ .♦ ❝♦♥✲

+✐❞❡& .❤❡ ❞✐✈✐+✐♦♥ ♦❢ .❤❡ +✉&♣❧✉+ ❜❡.✇❡❡♥ ❝❛♣✐.❛❧✐+.+ ❛♥❞ ✇♦&❦❡&+✱

.♦ +❡♣❛&❛.❡ .❤❡ .✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥. ♣❛&.+ ♦❢ .❤❡ ✇❛❣❡ ❛♥❞ &❡❣❛&❞ ♦♥❧②

.❤❡ ✬+✉&♣❧✉+✬ ♣❛&. ❛+ ✈❛&✐❛❜❧❡❀ ✇❤❡&❡❛+ .❤❡ ❣♦♦❞+ ♥❡❝❡++❛&② ❢♦& .❤❡

+✉❜+✐+.❡♥❝❡ ♦❢ .❤❡ ✇♦&❦❡&+ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥.✐♥✉❡ .♦ ❛♣♣❡❛& ✳✳✳ ❛♠♦♥❣ .❤❡

♠❡❛♥+ ♦❢ ♣&♦❞✉❝.✐♦♥✳ ❲❡ +❤❛❧❧✱ ♥❡✈❡&.❤❡❧❡++✱ ✳✳✳ ❢♦❧❧♦✇ .❤❡ ✉+✉❛❧

♣&❛❝.✐❝❡ ♦❢ .&❡❛.✐♥❣ .❤❡ ✇❤♦❧❡ ♦❢ .❤❡ ✇❛❣❡ ❛+ ✈❛&✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❞&❛✇✲

❜❛❝❦ ♦❢ .❤✐+ ❝♦✉&+❡ ✐+ .❤❛. ✐. ✐♥✈♦❧✈❡+ &❡❧❡❣❛.✐♥❣ .❤❡ ♥❡❝❡++❛&✐❡+ ♦❢

❝♦♥+✉♠♣.✐♦♥ .♦ .❤❡ ❧✐♠❜♦ ♦❢ ♥♦♥✲❜❛+✐❝ ♣&♦❞✉❝.+✳ ❚❤✐+ ✐+ ❞✉❡ .♦

.❤❡✐& ♥♦ ❧♦♥❣❡& ❛♣♣❡❛&✐♥❣ ❛♠♦♥❣ .❤❡ ♠❡❛♥+ ♦❢ ♣&♦❞✉❝.✐♦♥ ♦♥ .❤❡

❧❡❢.✲❤❛♥❞ +✐❞❡ ♦❢ .❤❡ ❡C✉❛.✐♦♥+✿ +♦ .❤❛. ❛♥ ✐♠♣&♦✈❡♠❡♥.+ ✐♥ .❤❡

♠❡.❤♦❞+ ♦❢ ♣&♦❞✉❝.✐♦♥ ♦❢ ♥❡❝❡++❛&✐❡+ ♦❢ ❧✐❢❡ ✇✐❧❧ ♥♦ ❧♦♥❣❡& ❞✐&❡❝.❧②
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❊♥❣❧❛♥❞ ✭✶✾✽✻✮ ❛❞❞, -❤❛- ❝❤♦♦,✐♥❣ -❤❡ ,❡❝♦♥❞ ♣♦,,✐❜✐❧✐-② ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♣9♦❝❡,,

♦❢ ♣9♦❞✉❝-✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜♦9✱ ✇✐-❤ ❝♦♥,✉♠♣-✐♦♥ ❣♦♦❞, ❛, ✐♥♣✉-,✳ ❇✉- -❤✐, ♣9♦❝❡,, ♦❢ ❝♦♥,✉♠♣-✐♦♥

✐, ♥♦- ❛,❦✐♥❣ ❢♦9 ❛ 9❛-❡ ♦❢ ♣9♦✜-✿ -❤✐, ✐, ✇❤② ✐- ✐, ❡❛,✐❡9 -♦ ❝❤♦♦,❡ -❤❡ ✜9,- ♦♣-✐♦♥✳
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-❛(✐❡- ❤♦✇❡✈❡( ❛(❡ ❡--❡♥&✐❛❧❧② ❜❛-✐❝ ❛♥❞ ✐❢ &❤❡② ❛(❡ ♣(❡✈❡♥&❡❞ ❢(♦♠

❡①❡(&✐♥❣ &❤❡✐( ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ♣(✐❝❡- ❛♥❞ ♣(♦✜&- ✉♥❞❡( &❤❛& ❧❛❜❡❧✱ &❤❡②

♠✉-& ❞♦ -♦ ✐♥ ❞❡✈✐♦✉- ✇❛②- ✭❡✳❣✳ ❜② -❡&&✐♥❣ ❛ ❧✐♠✐& ❜❡❧♦✇ ✇❤✐❝❤ &❤❡

✇❛❣❡ ❝❛♥♥♦& ❢❛❧❧❀ ❛ ❧✐♠✐& ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ✐&-❡❧❢ ❢❛❧❧ ✇✐&❤ ❛♥② ✐♠♣(♦✈❡✲

♠❡♥&- ✐♥ &❤❡ ♠❡&❤♦❞- ♦❢ ♣(♦❞✉❝&✐♦♥ ♦❢ ♥❡❝❡--❛(✐❡-✱ ❝❛((②✐♥❣ ✇✐&❤

✐& ❛ (✐-❡ ✐♥ &❤❡ (❛&❡ ♦❢ ♣(♦✜&- ❛♥❞ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ &❤❡ ♣(✐❝❡- ♦❢ ♦&❤❡(

♣(♦❞✉❝&-✮✑ ✭❙(❛✛❛ ✭✶✾✻✵✮✱ ➓ ✽✮✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ▼❛(&✐♥- ✐- &❤❛& &❤✐- ❧✐♠✐& ✏❜❡❧♦✇ ✇❤✐❝❤ &❤❡ ✇❛❣❡ ❝❛♥♥♦& ❢❛❧❧✑ ❝♦✉❧❞

❜❡ ❡①♣(❡-- ✐♥ &❡(♠- ♦❢ ❜❛-✐❝ ❝❛♣❛❜✐❧✐&✐❡-✳ ❚❤✐- ❞❡✜♥✐&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❝✉-&♦♠❛(② ❧❡✈❡❧

♦❢ ✇❛❣❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ❝♦✉(-❡ &❤❡ (❡-✉❧& ♦❢ ❛♥ ✐♥-&✐&✉&✐♦♥❛❧ ❛((❛♥❣❡♠❡♥& ❜❡&✇❡❡♥

&❤❡ -♦❝✐❛❧ ❛❝&♦(-✳ ❲❤❛& ✐- ❛❜♦✈❡ &❤✐- ❝✉-&♦♠❛(② ❧❡✈❡❧ ❝❛♥ &❤❡♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛- ❛

-✉(♣❧✉-✳ ❚❤✐- -✉(♣❧✉- ✐- ♥♦& ♥❡❡❞❡❞ ❜② &❤❡ -②-&❡♠ ✐♥ ♦(❞❡( &♦ (❡♣(♦❞✉❝❡ ✐&-❡❧❢

❛♥❞ &♦ ♣(♦✈✐❞❡ ❜❛-✐❝ ❝❛♣❛❜✐❧✐&✐❡-✿ ❤✐- -♦❝✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ✐- &❤✉- (❡❛❧❧② ❧♦✇✱ ✉♥❧❡--

✐& ✐- (❡✐♥✈❡-&❡❞ ✐♥&♦ ♣(♦❞✉❝&✐✈❡ ❛❝&✐✈✐&✐❡- ✐♥ ♦(❞❡( &♦ (❛✐-❡ &❤❡ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣ ♦❢

❛❧❧ -♦❝✐❡&②✱ ♦( (❡❞✐-&(✐❜✉&❡❞ &♦ &❤❡ ♣♦♦( ♣❡♦♣❧❡ ✇✐&❤♦✉& ❛❝❝❡-- &♦ &❤❡ ❜❛-✐❝

❝❛♣❛❜✐❧✐&✐❡-✳ ❚❤✐- (❡✐♥✈❡-&♠❡♥& ❛♥❞ (❡❞✐-&(✐❜✉&✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡ &❤(♦✉❣❤

&❛①❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ -✉(♣❧✉-✳ ❚❛①❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ -✉(♣❧✉-✱ ❛- ♥♦&❡❞ ❜② ❘✐❝❛(❞♦ ❛♥❞

❙(❛✛❛✱ ❞♦❡- ♥♦& ❝❤❛♥❣❡ &❤❡ ♣(✐❝❡ ♦❢ ❜❛-✐❝ ❝♦♠♠♦❞✐&✐❡- ❛♥❞ &❤❡ (❛&❡ ♦❢ ♣(♦✜&

♦❢ &❤❡ -&❛♥❞❛(❞ -②-&❡♠✳ ❍❡♥❝❡ ✐& ❞♦❡- ♥♦& ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝& ♦♥ &❤❡ ♣(♦❞✉❝&✐♦♥

❛♥❞ &❤❡ ❝♦♥-✉♠♣&✐♦♥ ♦❢ &❤♦-❡ ❣♦♦❞- &❤❛& ❛(❡ ♥❡❡❞❡❞ ❜② &❤❡ -②-&❡♠ ✐♥ ♦(❞❡(

&♦ (❡♣(♦❞✉❝❡ ✐&-❡❧❢✳ ❚❤❡ -❛♠❡ ❤❛♣♣❡♥- &♦ &❛①❛&✐♦♥ ♦♥ (❡♥&-✳ ❍♦✇❡✈❡(✱ &❤❡(❡

❝❛♥ ❜❡ ❛ (❡❞✐-&(✐❜✉&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ -✉(♣❧✉- ❜② ♦&❤❡( ♠❡❛♥-✱ ❡✳❣✳ ✏(❛✐-❡- ✐♥ ♠✐♥✐♠✉♠

✇❛❣❡✱ (❡❞✉❝&✐♦♥- ♦❢ ✇♦(❦✐♥❣ ❤♦✉(-✱ ♦( ♦❢ &❤❡ (❡&✐(❡♠❡♥& ❛❣❡✑ ✭▼❛(&✐♥-✱ ✷✵✶✸✮✳

❚❤❡-❡ ❛(❡ ✇❛②- &♦ ✐♠♣(♦✈❡ &❤❡ -&❛♥❞❛(❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❧✐✈✐♥❣ ✇✐&❤♦✉& ❝❛❧❧✐♥❣ ❢♦( ❛

♣❡(♠❛♥❡♥& ❣(♦✇&❤ ♦❢ &❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ -②-&❡♠✳
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-❛&✐-✜❡❞✳ ❚❤✉- ✐& ✐- ♣♦--✐❜❧❡ &♦ ❞❡✜♥❡ ❞✐✛❡(❡♥&✐❛❧ (❡♥&- ❢♦( ❛❧❧ ❣♦♦❞-✱ ✐♥ ❛

❘✐❝❛(❞✐❛♥ ✇❛②✱ ❛♥❞ &♦ ❡①♣❧❛✐♥ ♣(✐❝❡- ✐♥ &❡(♠- ♦❢ ❛♥ ❡T✉✐❧✐❜(✐✉♠ ❜❡&✇❡❡♥ -✉♣♣❧②

❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞✳ ■♥ &❤✐- ♣❛(❛❞✐❣♠✱ ❧❛❜♦( ✐- ❛❧-♦ -❝❛(❝❡✿ ❤✐- ♣(✐❝❡ ❞❡♣❡♥❞- ♦♥

&❤❡ -✉♣♣❧② ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦( ❧❛❜♦(✳ ❍❡♥❝❡ ♦♥❧② ♣❡(♠❛♥❡♥& ❣(♦✇&❤ ❝❛♥ ❡♥-✉(❡
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❞♦❡- ♥♦& ❣(♦✇ ❢❛-&❡( &❤❛♥ &❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣(♦❞✉❝&✐♦♥✮✳ ❚❤✉- ❛♥ ✐♥❝(❡❛-❡ ♦❢ &❤❡
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✇❤✐❝❤ ❛♣♣❧② &♦ ❛❧❧ ❣♦♦❞- ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐- ❧✐♥❦❡❞ ✇✐&❤ ✐&- ❞❡✜♥✐&✐♦♥ ♦❢ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣✱
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✏❜② &'✐✈✐❛❧✐③✐♥❣ &❤❡ ♥♦&✐♦♥ ♦❢ 3❝❛'❝✐&②✱ ❛'❣✉✐♥❣ &❤❛& ❡✈❡'②&❤✐♥❣

✐3 3❝❛'❝❡✱ '❛&❤❡' &❤❛♥ ❢♦❝✉3✐♥❣ ♦♥ &❤❡ 3❝❛'❝✐&② ♦❢ ♥❛&✉'❛❧ '❡3♦✉'❝❡3✱

♠❛✐♥3&'❡❛♠ ✭♥❡♦❝❧❛33✐❝❛❧✮ ❡❝♦♥♦♠✐3&3 ❞✐✈❡'& ♦✉' ❛&&❡♥&✐♦♥ ❛✇❛② ❢'♦♠

&❤❡ 3&✉❞② ♦❢ &❤❡ ♥❛&✉'❛❧ '❡3♦✉'❝❡3 ✇❤✐❝❤ ❛'❡ ❛❝&✉❛❧❧② 3❝❛'❝❡✱ '❛&❤❡'

&❤❛♥ ❝♦♥&'✐❜✉&✐♥❣ &♦ ❛ 3&✉❞② ♦❢ 3✉3&❛✐♥❛❜❧❡ ♣'♦❝❡33❡3 ♦❢ 3♦❝✐♦✲❡❝♦♥♦♠✐❝

'❡♣'♦❞✉❝&✐♦♥ ✳✳✳ ❆♥② ❛&&❡♠♣& &♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ 3✉3&❛✐♥❛❜❧❡ ✇♦'❧❞ ♠✉3&

3&❛'& ❜② ❛❜❛♥❞♦♥✐♥❣ &❤❡ ✭♥❡♦❝❧❛33✐❝❛❧✮ ❜❡❧✐❡❢ &❤❛& ❤✉♠❛♥ ❜❡✐♥❣3 ❛'❡

♥❡✈❡' 3❛&✐3✜❡❞ ✇✐&❤ ❛ ❧✐♠✐&❡❞ ❛♠♦✉♥& ♦❢ ❣♦♦❞3✑ ✭▼❛'&✐♥3✱ ✷✵✶✸✮✳

❍❡♥❝❡ &❤❡ ❝❧❛33✐❝❛❧ ❛♣♣'♦❛❝❤✱ ✐♥&❡'❡3&❡❞ ✐♥ &❤❡ '❡♣'♦❞✉❝&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ 3②3&❡♠ ✐♥

♦'❞❡' &♦ ❛♥3✇❡' ♦❜❥❡❝&✐✈❡ ❜❛3✐❝ ♥❡❡❞3 ❛♥❞ ❜②♣❛33 ❛❜3♦❧✉&❡ 3❝❛'❝✐&②✱ ✐3 ♠✉❝❤

♠♦'❡ ❝♦♠♣❛&✐❜❧❡ ✇✐&❤ 3✉3&❛✐♥❛❜✐❧✐&② ❛♥❛❧②3✐3✳ ❚❤✐3 ❛♣♣'♦❛❝❤ ❛❧3♦ ❡♥❛❜❧❡3 ♣♦✲

❧✐&✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡&❤✐❝❛❧ ❝♦♥3✐❞❡'❛&✐♦♥3 &♦ ❜❡ ❛ ♣❛'& ♦❢ &❤❡ ❞❡✜♥✐&✐♦♥ ♦❢ &❤♦3❡ ❜❛3✐❝

♥❡❡❞3✱ ❛♥❞ &❤❡ ♣'♦&❡❝&✐♦♥ ♦❢ ♥❛&✉'❡ ❝♦✉❧❞ ❡♥&❡' ✐♥ &❤❡ ❞✐3❝✉33✐♦♥ ❛3 ❛ ✈❛❧✉❛❜❧❡

❡&❤✐❝ ♣♦✐♥& ♦❢ ✈✐❡✇✳ ■♥ ▼❛'&✐♥3 &❡'♠3✿

✏✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ❝♦♥❝❡♣&✐♦♥ ✇❤❡'❡ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝❡'&❛✐♥ ❧✐♠✐&❡❞

3&❛♥❞❛'❞ ♦❢ ❤✉♠❛♥ ✇❡❧❧✲❜❡✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡3 &❤❡ '❡♣'♦❞✉❝&✐♦♥ ♦❢

&❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ 3♦❝✐❡&② ❛♥❞ ♥❛&✉'❡✱ ✐♥ ❛ ❝✐'❝✉❧❛' ♣'♦❝❡33✳ ❚❤❡ ❝❛✲

♣❛❜✐❧✐&② ❛♣♣'♦❛❝❤ ♣'♦✈✐❞❡3 ❛ ❢'❛♠❡✇♦'❦ ✇✐&❤✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ❡♥✲

❣❛❣❡ ✐♥ ❞✐3❝✉33✐♦♥3 ❛❜♦✉& &❤❡ 3&❛♥❞❛'❞ ♦❢ ❧✐✈✐♥❣✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ &❡'♠3

♦❢ ❜❛3✐❝ ❝❛♣❛❜✐❧✐&✐❡3✳ ❆♥❞ &❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐&② ❛♣♣'♦❛❝❤ ✐3 ♣❛'& ♦❢ ❛♥

♦❧❞❡' ♣❡'3♣❡❝&✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ❣♦❡3 ❜❛❝❦ ❛& ❧❡❛3& &♦ &❤❡ ❝❧❛33✐❝❛❧ ♣♦❧✐&✐❝❛❧

❡❝♦♥♦♠✐3&3✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ &❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ♠✉3& ❜❡ 3❡❡♥ ❛3 ❛ ❝✐'❝✉❧❛' ♣'♦✲

❝❡33 ♦❢ 3✉3&❛✐♥❛❜❧❡ '❡♣'♦❞✉❝&✐♦♥✱ ✇❤❡'❡ &❤❡ 3✉'♣❧✉3 3❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉3❡❞

❡✣❝✐❡♥&❧②✱ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲✇❛3&❡❢✉❧ ✇❛②✑ ✭▼❛'&✐♥3✱ ✷✵✶✸✮✳

✺✳✷✳✾ ❈♦♥❝❧✉*✐♦♥ ♦♥ ,❤❡ *❡❝♦♥❞ ❞✐0❡❝,✐♦♥

❙'❛✛❛ ✭✶✾✻✵✮ ❞'❛✇3 ❤✐3 ✐♥3♣✐'❛&✐♦♥ ❢'♦♠ &❤❡ ❝❧❛33✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐3&3 ✭❙♠✐&❤✱ ◗✉❡3✲

♥❛②✱ ❘✐❝❛'❞♦✱ ❚♦''❡♥3✱ ▼❛❧&❤✉3 ❛♥❞ ▼❛'① ❛'❡ ❝✐&❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❉ ♦❢ ❤✐3 ❜♦♦❦✮✳

▼❛'&✐♥3 ✭✷✵✶✸✮ ❛♥❞ ❉♦✉❛✐ ✭✷✵✵✾✮ ❜♦&❤ &❤✐♥❦ &❤❛& ✐♥3♣✐'❛&✐♦♥ ❢'♦♠ ❈❧❛33✐❝❛❧

❡❝♦♥♦♠✐❝3 ❝❛♥ ❤❡❧♣ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝3 &♦ 3&❛♥❞ ♦✉& ❢'♦♠ ♥❡♦❝❧❛33✐❝❛❧ ❡❝♦✲

♥♦♠✐❝3 ❛♥❞ &♦ ❞❡✜♥❡ ✇❛②3 ❢♦' ❛ ♣♦❧✐&✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠② ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❛33❡33 &❤❡ ♥❡❡❞3

♦❢ &❤❡ ❤✉♠❛♥ 3♦❝✐❡&② ❛♥❞ &❤❡ ♣♦33✐❜✐❧✐&② &♦ ❞✐3&'✐❜✉&❡ &❤❡ '❡3✉❧&3 ♦❢ &❤❡ ♣'♦❞✉❝✲

&✐♦♥ ✐♥ ♦'❞❡' &♦ ❢✉❧✜❧❧ ❛❧❧ ❜❛3✐❝ ❝❛♣❛❜✐❧✐&✐❡3✱ '❛&❤❡' &❤❛♥ ♣✉'3✉✐♥❣ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝

❣'♦✇&❤ ✇❤✐❝❤ ❤❛'♠3 &❤❡ ❡♥✈✐'♦♥♠❡♥&✳ ❆❝❝♦'❞✐♥❣ &♦ ❇✉'❦❡&& ✭✷✵✵✻✮ ❛♥❞ ❍❛'✲

'✐❜❡② ✭✷✵✶✸✮✱ ❞'✐✈❡'3 ♦❢ &❤✐3 ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣'♦✇&❤ ❛'❡ &♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ &❤❡ ❞❡✜♥✐&✐♦♥ ♦❢

❝❛♣✐&❛❧✐3♠✳ ❚❤✉3 ❛ ✇❛② &♦ ✜♥❞ ♠♦'❡ 3✉3&❛✐♥❛❜❧❡ ✇❛②3 ♦❢ ♣'♦❞✉❝✐♥❣ ✐3 &♦ ✉♥❞❡'✲

3&❛♥❞ ❤♦✇ &❤❡ ❝❛♣✐&❛❧✐3& 3②3&❡♠ ❞❡✈❡❧♦♣3 ❛♥❞ ❥✉3&✐✜❡3 ✐&3❡❧❢ ✭3❡❡ ❛❧3♦ ❇♦❧&❛♥3❦✐

❛♥❞ ❈❤✐❛♣❡❧❧♦✱ ✶✾✾✾✮✳

❚❤❡ '❡♣'❡3❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❢'♦♠ ❙'❛✛❛ ✐3 ❛ ❝❛♣✐&❛❧✐3& ♦♥❡✱ ✐♥ &❤❡

3❡♥3❡ &❤❛& ❝♦♠♠♦❞✐&✐❡3 ❛'❡ ♦✇♥❡❞ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛ ♠❛'❦❡& ❛♥❞ &❤❛& ✇♦'❦❡'3

'❡❝❡✐✈❡ ❛ ✇❛❣❡ ❢♦' &❤❡✐' ❧❛❜♦' ❢♦'❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡'✱ &❤❡ ❞✐3&'✐❜✉&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ 3✉'♣❧✉3

❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡❝✐❞❡❞ ✐♥ ✈❛'✐♦✉3 ✇❛②3✿ ❡✳❣✳ ✐& ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❙&❛&❡ ❞❡❝✐3✐♦♥✱ ✇✐&❤

3❡✈❡'❛❧ '❛&❡ ♦❢ ♣'♦✜&3 ✇❤✐❝❤ ❛'❡ ♦♥❧② ✉3❡❞ ❢♦' ✐♥✈❡3&♠❡♥&✱ ✐♥ ♦'❞❡' &♦ ♠❡❡&

&❤❡ ❢✉&✉'❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦' ❡♠♣❧♦②♠❡♥& ❛♥❞ ❢♦' ❝♦♥3✉♠♣&✐♦♥ ❣♦♦❞3 ✭3❡❡ V❛3✐♥❡&&✐✱
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✶✾✽✽❛✱ ✶✾✾✸✮❀ ♦) ❡✈❡)②-❤✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❣✐✈❡♥ -♦ -❤❡ ✇♦)❦❡)9✳ ■♥ ❛❞❞✐-✐♦♥ -♦ -❤❛-✱

-❤❡ ❞❡❝✐9✐♦♥ -♦ ♣)♦❞✉❝❡ ♦) -♦ ✐♥-)♦❞✉❝❡ ♥❡✇ -❡❝❤♥✐=✉❡9 ❛)❡ ♥♦- ♥❡❝❡99❛)✐❧② -❤❡

)❡9✉❧- ♦❢ ♣)♦✜- ♠❛①✐♠✐9❛-✐♦♥ ❞❡❝✐9✐♦♥9✿ -❤❡ ❙)❛✣❛♥ ❢)❛♠❡✇♦)❦ ✐9 ♦♣❡♥ -♦ ❛❧❧

9♦)- ♦❢ ❞❡❝✐9✐♦♥ ♣)♦❝❡99✳ ❊♥❣❧❛♥❞ ✭✶✾✽✻✮ 9-❛-❡9 -❤❛-✱ ✐♥ -❤✐9 ❞❡❝✐9✐♦♥ ♣)♦❝❡99✱

-❤❡)❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ✜❣❤- ❜❡-✇❡❡♥ ❝❛♣✐-❛❧✐9-9✱ ❡♥✈✐)♦♥♠❡♥-❛❧✐9-9 ❛♥❞ ✇♦)❦❡)9✳ ❚❤✐9

✜❣❤- ✐9 ❛❧9♦ )❡♣)❡9❡♥-❡❞ ✐♥ I❡))✐♥❣9 ✭✶✾✽✼✮ ❛♥❞ ❖✬❈♦♥♥♦) ✭✶✾✾✸❜✮✳ ❆❝❝♦)❞✐♥❣ -♦

-❤❡♠✱ -❤❡ )❡9✉❧- ✐9 ♦❢-❡♥ -❤❛- -❤❡ ❡♥✈✐)♦♥♠❡♥- ✐9 ♥♦- ❝♦♥9✐❞❡)❡❞ ❜② -❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝

✈❛❧✉❛-✐♦♥ ♣)♦❝❡99✱ ❧❡❛❞✐♥❣ -♦ ❡♥✈✐)♦♥♠❡♥-❛❧ ❡①-❡)♥❛❧✐-✐❡9✱ ❢)❡❡ ❡①-)❛❝-✐♦♥9 ❛♥❞

❢)❡❡ ❡①❛❝-✐♦♥9 ❢)♦♠ ❛♥❞ ✐♥-♦ -❤❡ ❡♥✈✐)♦♥♠❡♥-✳

❚❤✐9 ✈✐9✐♦♥ ✐9 ❝♦♥-❡9-❡❞ ❜② ❇✉)❦❡-- ✭✷✵✵✹✮ ❜❡❝❛✉9❡ ❢♦) ❤✐♠ -❤❡✐) ✐9 ♥♦ ✐♥✲

❤❡)❡♥- ❝♦♥✢✐❝- ❜❡-✇❡❡♥ ✇♦)❦❡)9 ❛♥❞ ❡♥✈✐)♦♥♠❡♥-❛❧✐9-9✿ ❜♦-❤ ❝❧❛99❡9 9❤♦✉❧❞

✜❣❤- -❤❡ ❝❛♣✐-❛❧✐9- ♠♦❞❡ ♦❢ ♣)♦❞✉❝-✐♦♥✳ ❇✉- ✇❤♦ ❛)❡ -❤❡ ❡♥✈✐)♦♥♠❡♥-❛❧✐9-9❄

▼❛)-✐♥❡③✲❆❧✐❡) ✭✶✾✾✺✮ )❡✈❡❛❧9 ♠❛♥② ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥✢✐❝-9 -❤❛- ❛)❡ ❧✐♥❦❡❞ ✇✐-❤

❞✐9-)✐❜✉-✐♦♥❛❧ ♣)♦❜❧❡♠9 ❛♥❞ 9❤♦✇9 -❤❛- ❛❝-♦)9 ♦❢ -❤❡9❡ ❝♦♥✢✐❝-9 ❛)❡ ✈❛)✐❡❣❛-❡❞✳

❚❤❡ ✉9❡ ♦❢ -❤❡ ❙)❛✣❛♥ -❤❡♦)② ❝♦✉❧❞ ❤❡❧♣ -♦ ✐♥✈❡9-✐❣❛-❡ -❤❡ =✉❡9-✐♦♥ ♦❢ -❤❡

❞✐9-)✐❜✉-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣)♦❞✉❝-✐♦♥✱ ❜✉- ✐- ❝❛♥♥♦- ❤❡❧♣ -♦ ✐♥✈❡9-✐❣❛-❡ ❡❝♦✲

❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐9-)✐❜✉-✐♦♥✱ ❛♥❞ -♦ ✈❛❧✉❡ ❡♥✈✐)♦♥♠❡♥-❛❧ ❞❡9-)✉❝-✐♦♥✳ ❖♥❧② ❛ ♣♦❧✐-✐❝❛❧

♣)♦❝❡99 ❝❛♥ ❡♥9✉)❡ -❤❛- ❛❧❧ ❦✐♥❞ ♦❢ ✈❛❧✉❡9 ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❝❝♦✉♥-❡❞ ✐♥-♦ 9✉❝❤ ❛99❡99✲

♠❡♥-✳
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✺✳✸ ❚❤❡ &❤✐(❞ ❞✐(❡❝&✐♦♥✿ (❡♥& ❛♥❞ /♦❝✐❛❧ ♠❡&❛❜♦❧✐/♠

❚❤✐& &❡❝)✐♦♥ ♣-❡&❡♥)& )✇♦ ❦✐♥❞& ♦❢ ✇♦-❦&✿

✶✳ ❑-❛)❡♥❛ ✭✷✵✵✽✮ ❛♥❞ ❑❡♠♣✲❇❡♥❡❞✐❝) ✭✷✵✶✹✮ ♣-❡&❡♥) )✇♦ ✇❛②& )♦ ✐♥)-♦❞✉❝❡

)❤❡ ❝♦♥❝❡♣) ♦❢ -❡♥) ✐♥)♦ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛❝-♦✲❡❝♦♥♦♠✐❝&❀

✷✳ ❇❛✉♠❣B-)♥❡- ❡) ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮✱ ❆❧❝E♥)❛-❛ ❛♥❞ F❛❞✐❧❧❛ ✭✷✵✵✾✮ ❛♥❞ ❇✉)♥❛- ❛♥❞

▲❧♦♣ ✭✷✵✶✶✮ ❞♦ ♥♦) -❡❢❡- )♦ )❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ -❡&✉❧)& ♦❢ ❙-❛✛❛✬& ❛♣♣-♦❛❝❤✱ ❜✉)

✉&❡ ❤✐& ✇❛② ♦❢ ♣-❡&❡♥)✐♥❣ )❤❡ &②&)❡♠ ♦❢ ♣-♦❞✉❝)✐♦♥ ✐♥ ♦-❞❡- )♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤)

)❤❡ ❡♥✈✐-♦♥♠❡♥)❛❧ ❝♦♥&❡N✉❡♥❝❡& ♦❢ ✐♥❞✉&)-✐❛❧ ♣-♦❞✉❝)✐♦♥✳

✺✳✸✳✶ ❑!❛#❡♥❛✿ ❞✐❢❢❡!❡♥#✐❛❧ !❡♥#

❑-❛)❡♥❛ ✭✷✵✵✽✮ ♣-♦❞✉❝❡& ❛♥ ■♥♣✉)✲❖✉)♣✉) ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦-❞❡- )♦ ❝❛❧❝✉❧❛)❡ )❤❡ ❡❝♦✲

♥♦♠✐❝ ✐♠♣❛❝) ❢♦- ❤✉♠❛♥ ✐♥❞✉&)-✐❡& ♦❢ ♦✈❡-&❤♦♦)✐♥❣ )❤❡ ❇✐♦❝❛♣❛❝✐)②✳ ❚❤✐& ❡❝♦✲

♥♦♠✐❝ ✐♠♣❛❝) ✐& ❝❛❧❝✉❧❛)❡❞ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛) )❤❡ ❝♦&) )♦ -❡❞✉❝❡ )❤❡ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❉❡✜❝✐)

❢♦- ❡❛❝❤ ✐♥❞✉&)-②✳ ❚❤✐& ❉❡✜❝✐) ✐& )❤❡ ❞✐✛❡-❡♥❝❡ ❜❡)✇❡❡♥ )❤❡ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❋♦♦)♣-✐♥)

❛♥❞ )❤❡ ❇✐♦❝❛♣❛❝✐)② ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❞✉&)-②✳ ❚❤❡ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❋♦♦)♣-✐♥) ✭♦- ❝❛--②✐♥❣

❝❛♣❛❝✐)②✮ ✐& ❞❡✜♥❡❞ ❛& )❤❡ ✏❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ♣-♦❞✉❝)✐✈❡ &♣❛❝❡ )❤❛) ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❝❡&✲

&❛-② )♦ &✉♣♣❧② ❛❧❧ -❡&♦✉-❝❡& ❛ ♥❛)✐♦♥✬& ♣♦♣✉❧❛)✐♦♥ ❝♦♥&✉♠❡& ❛♥❞ )♦ ❛❜&♦-❜ ❛❧❧

)❤❡ ✇❛&)❡& )❤❛) ❛-❡ ❣❡♥❡-❛)❡❞✑ ✭❑-❛)❡♥❛✱ ✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡ ❇✐♦❝❛♣❛❝✐)② ✐& ❞❡✜♥❡❞ ❛&

✏)❤❡ ❝❛♣❛❝✐)② ♦❢ ❡❝♦&②&)❡♠& )♦ ♣-♦❞✉❝❡ ✉&❡❢✉❧ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛)❡-✐❛❧& ❛♥❞ )♦ ❛❜✲

&♦-❜ ✇❛&)❡ ♠❛)❡-✐❛❧& ❣❡♥❡-❛)❡❞ ❜② ❤✉♠❛♥&✱ ✉&✐♥❣ ❝✉--❡♥) ♠❛♥❛❣❡♠❡♥) &❝❤❡♠❡&

❛♥❞ ❡①)-❛❝)✐♦♥ )❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡&✑

✻✸

❛♥❞ ✐& ♠❡❛&✉-❡❞ ❛) )❤❡ ♥❛)✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧✳ ❙)❛-)✐♥❣

❢-♦♠ )❤❡&❡ ❞❡✜♥✐)✐♦♥&✱ ❑-❛)❡♥❛ ❛♣♣❧✐❡& ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❋♦♦)♣-✐♥) ❛♥❞ ❇✐♦❝❛♣❛❝✐)②

❝♦♥❝❡♣)& ❛) )❤❡ ✐♥❞✉&)-✐❛❧ &❡❝)♦-& ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ )❤✉& ❞❡✜♥❡& )❤❡ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❉❡✜❝✐)

♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❞✉&)-②✳

❍❡ )❤❡♥ ❛&&✉♠❡& )❤❛)✱ ✐♥ ♦-❞❡- )♦ ❡❧✐♠✐♥❛)❡ )❤❡ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❉❡✜❝✐)✱ ❡❛❝❤

✐♥❞✉&)-② ♥❡❡❞& )♦ -❡♥) ❛ ❧❛♥❞ ❛-❡❛ ❝♦--❡&♣♦♥❞✐♥❣ )♦ )❤✐& ❞❡✜❝✐)✱ ❛♥❞ ♥❡❡❞&

)♦ ❝✉❧)✐✈❛)❡ ✐) ✐♥ ♦-❞❡- )♦ ♠❛❦❡ ✐) ✏❜✐♦♣❤②&✐❝❛❧❧② ♣-♦❞✉❝)✐✈❡✑ ✭❑-❛)❡♥❛✱ ✷✵✵✽✮✳

❚❤✐& ❝♦&) ♦❢ -❡♥)✐♥❣ ❛♥❞ ♦❢ ❝✉❧)✐✈❛)✐♥❣ )❤❡ ❛❞❞✐)✐♦♥❛❧ ❧❛♥❞ -✐&❡& )❤❡ ♣-✐❝❡ ♦❢ )❤❡

❣♦♦❞& ♣-♦❞✉❝❡❞ ❜② )❤❡ ♣♦❧❧✉)✐♥❣ ✐♥❞✉&)-②✳ ❋✉-)❤❡-♠♦-❡✱ ❑-❛)❡♥❛ ❛&&✉♠❡& )❤❛)

)❤❡-❡ ❛-❡ ❞❡❝-❡❛&✐♥❣ -❡)✉-♥& )♦ &❝❛❧❡ ✐♥ )❤✐& ❛❞❞✐)✐♦♥❛❧ ❛❝)✐✈✐)② ✭)❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥)&

♦❢ )❤❡ ■✲❖ ♠❛)-✐❝❡& ❛-❡ ♥♦) ❝♦♥&)❛♥)✱ ❜✉) ❞❡♣❡♥❞& ♦♥ )❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ )❤❡ ♦✉)♣✉)

♣-♦❞✉❝❡❞✮✳ ❚❤❡&❡ ❞❡❝-❡❛&✐♥❣ -❡)✉-♥& ❧❡❛❞ )♦ )❤❡ ❛♣♣❛-✐)✐♦♥ ♦❢ ❘✐❝❛-❞✐❛♥ ❞✐✛❡-✲

❡♥)✐❛❧ -❡♥)&✱ ❛& ✐♥❞✉&)-✐❡& ✇✐)❤ ♣♦&✐)✐✈❡ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❉❡✜❝✐) ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇❡- ❡✣❝✐❡♥❝②

✐♥ ♣-♦❞✉❝)✐♦♥ ✭♠❡❛&✉-❡❞ ❛& )❤❡ N✉❛♥)✐)② ♦❢ ✐♥♣✉) ♣❡- ✉♥✐) ♦❢ ♦✉)♣✉) ♣-♦❞✉❝❡❞✮

)❤❛♥ ✐♥❞✉&)-✐❡& ✇✐)❤♦✉) )❤✐& ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❉❡✜❝✐)✳ ❚❤❡ ♣-✐❝❡ ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐)✐❡& ✐♥ ❤✐&

♠♦❞❡❧ ✐& ❝♦♠♣♦&❡❞ ♦❢ )❤-❡❡ ♣❛-)&✱ )❤❡ ❝♦&) ♦❢ ♣-♦❞✉❝✐♥❣ ✉♥❞❡- )❤❡ ❇✐♦❝❛♣❛❝✐)②

❧❡✈❡❧✱ )❤❡ ❝♦&) ♦❢ ❝✉❧)✐✈❛)✐♥❣ )❤❡ ❛❞❞✐)✐♦♥❛❧ ❧❛♥❞ ✐❢ )❤❡-❡ ✐& ♦✈❡-&❤♦♦)✐♥❣ ❛♥❞ )❤❡

❘✐❝❛-❞✐❛♥ -❡♥) ✐❢ &♦♠❡ ✐♥❞✉&)-✐❡& ❤❛✈❡ ❛♥ ❤✐❣❤❡- ♦✈❡-&❤♦♦)✐♥❣✿

p = v̄
[

I− Ê
]

[I−A]
−1

+ v∗Ê [I−A∗]
−1

+ ρ ✭✺✳✼✹✮

✻✸

❚❤✐# ❞❡✜♥✐(✐♦♥ ✐# ❢+♦♠✿ ✇✇✇✳❤((♣✿✴✴✇✇✇✳❢♦♦(♣+✐♥(♥❡(✇♦+❦✳♦+❣
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❲✐%❤ p %❤❡ ♣)✐❝❡ ✈❡❝%♦)✱ v̄ %❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞ ✈❡❝%♦) ❢♦) %❤❡ ♣❛)% ♦❢ %❤❡ ♦✉%♣✉%

✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐%❤ ❇✐♦❝❛♣❛❝✐%② ✭%❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥%9 ❝♦♠♣)✐9❡ ✏❧❛❜♦) ✐♥♣✉%9

❛♥❞ ❞✐✛❡)❡♥% ❝❛♣✐%❛❧ ✐♥♣✉% ❝♦♠♣♦♥❡♥%9 ✭❞❡♣)❡❝✐❛%✐♦♥✱ ❣)♦99 ♦♣❡)❛%✐♥❣ 9✉)♣❧✉9✮

♣❡) ✉♥✐% ♦❢ ♦✉%♣✉%✑

✻✹

❑)❛%❡♥❛✱ ✷✵✵✽✮✱ Ê %❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛%)✐① ♦❢ %❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥%9

)❡♣)❡9❡♥%✐♥❣ %❤❡ ♣❛)% ♦❢ ♦✉%♣✉% ❝♦))❡9♣♦♥❞✐♥❣ %♦ ♦✈❡)9❤♦♦%✐♥❣✮✱ A %❤❡ ♠❛%)✐① ♦❢

%❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥%✱ v∗
%❤❡ ✈❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞ ✈❡❝%♦) ❢♦) %❤❡ ♣❛)% ♦❢ ♦✉%♣✉% ♥❡❡❞❡❞ %♦

)❡❞✉❝❡ %❤❡ ♦✈❡)9❤♦♦%✐♥❣✱ A∗
%❤❡ ♠❛%)✐① ♦❢ %❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥%9 ✇✐%❤ ❞❡❝)❡❛9✐♥❣

)❡%✉)♥9 %♦ 9❝❛❧❡✱ ❛♥❞ ρ %❤❡ ❞✐✛❡)❡♥%✐❛❧ )❡♥%✳ ▼✉❧%✐♣❧②✐♥❣ %❤❡ ❞✐✛❡)❡♥%✐❛❧ )❡♥%

♦❢ ❛❧❧ 9❡❝%♦)9 ✇✐%❤ %❤❡ ✈❡❝%♦) ♦❢ H✉❛♥%✐%✐❡9 ♣)♦❞✉❝❡❞✱ ❑)❛%❡♥❛ ✐9 %❤❡♥ ❛❜❧❡ %♦

❝❛❧❝✉❧❛%❡ %❤❡ ✏❚♦%❛❧ ❘✐❝❛)❞✐❛♥ ❘❡♥%✑ ❢♦) %❤❡ ♥❛%✐♦♥❛❧ ❡❝♦♥♦♠②✳

❆❝❝♦)❞✐♥❣ %♦ ❑)❛%❡♥❛✱ %♦ ✐♥%)♦❞✉❝❡ %❤✐9 ❞❡❝)❡❛9✐♥❣ )❡%✉)♥9 %♦ 9❝❛❧❡ ✐9 ✐♠✲

♣♦)%❛♥% ❛9 ✐% ❡①♣)❡99❡9 %❤❡ ❢❛❝% %❤❛% %❤❡ ❡♥✈✐)♦♥♠❡♥% ✐9 ❛ ❜✐♥❞✐♥❣ ❝♦♥9%)❛✐♥% %♦

%❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝%✐✈✐%②✳ ❍❡♥❝❡ ❤❡ ❝❧❛✐♠9 %✇♦ %❤✐♥❣9✿ ✜)9% %❤❛%✱ ❛9 %❤✐9 ❛❞❞✐%✐♦♥❛❧

❛❝%✐✈✐%② ♣)♦❞✉❝❡9 ♥❛%✉)❛❧ ❝❛♣✐%❛❧ ✭❜✐♦♣❤②9✐❝❛❧ ♣)♦❞✉❝%✐♦♥✮✱ ❤❡ ✐9 ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ %❤❡

✏9%)♦♥❣ 9✉9%❛✐♥❛❜✐❧✐%②✑ ♣❛)❛❞✐❣♠✳ ❍♦✇❡✈❡)✱ %❤✐9 ✐9 ✇)♦♥❣✿ ❤❡ ✐9 ♥♦% ❝❧❛✐♠✐♥❣

%❤❛% %❤❡ ♥❛%✉)❛❧ ❝❛♣✐%❛❧ 9❤♦✉❧❞ ❜❡ 9✉❜9%✐%✉%❡❞ ❜② ✏♠❛♥✲♠❛❞❡✑ ❝❛♣✐%❛❧✱ ❜✉% ✐❢

%❤❡ ♥❛%✉)❛❧ ❝❛♣✐%❛❧ ✐9 ♥♦✇ ❜❡❡♥ ♣)♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝%✐✈✐%②✱ ✐% ❜❡❝♦♠❡9 ✐♥

❡✛❡❝% ❛ ✐♥%❡)♠❡❞✐❛)② ♣)♦❞✉❝%✱ ✐✳❡✳ ♥❛%✉)❛❧ ❝❛♣✐%❛❧ ❜❡❝♦♠❡9 ✏♠❛♥✲♠❛❞❡✑ ❝❛♣✐%❛❧✳

❑)❛%❡♥❛ ✐9 %❤✉9 ❝❧❛✐♠✐♥❣ ❢♦) ❛ ✇❡❛❦ 9✉9%❛✐♥❛❜✐❧✐%② ✈✐9✐♦♥✱ ❛9 %❤❡ ❡♥✈✐)♦♥♠❡♥✲

%❛❧ ♦✈❡)9❤♦♦%✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ )❡❞✉❝❡❞ %♦ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝%✐✈✐%②✳ ❚❤❡ ❢❛❝% %❤❛% %❤✐9

❛❝%✐✈✐%② 9❤♦✇9 ❞❡❝)❡❛9✐♥❣ )❡%✉)♥9 ❞♦❡9 ♥♦% ❤❡❧♣✱ ❛9 ✐% ✐9 9%✐❧❧ ❛ )❡♣❧❛❝❡♠❡♥% ♦❢

♥❛%✉)❛❧ ♣)♦❝❡99❡9 ❜② ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣)♦❝❡99❡9✳

❙❡❝♦♥❞ ❑)❛%❡♥❛ 9❛②9 %❤❛%✱ ✇❤❡♥ %❤❡)❡ ✐9 ❛ ❜✐♥❞✐♥❣ ❝♦♥9%)❛✐♥%✱ %❤❡ ♥♦♥✲

9✉❜9%✐%✉%✐♦♥ %❤❡♦)❡♠ ✭❙❛♠✉❡❧9♦♥✱ ✶✾✻✻✮ ❞♦❡9 ♥♦% ❤♦❧❞✳ ❇✉% ❛❝%✉❛❧❧② %❤✐9 %❤❡✲

♦)❡♠ 9❛②9 %❤❛% ✇✐%❤ ❝♦♥9%❛♥% ❝♦❡✣❝✐❡♥%9✱ 9✐♥❣❧❡ ♣)♦❞✉❝%✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦ ❡①♦❣❡♥♦✉9

)❡9♦✉)❝❡9 ❡①❝❡♣% ♦♥❡ ✭❡✳❣✳ ❧❛❜♦)✮✱ ♦♥❡ %❡❝❤♥✐H✉❡ ♠✐♥✐♠✐③❡9 ❛❧❧ ♣)✐❝❡9 ✇❤❡♥ %❤❡

✇❛❣❡ ✐9 ❣✐✈❡♥✱ ❛♥❞ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♦✉%♣✉% ✭♦) ❞❡♠❛♥❞✮ ✇✐❧❧ ♥♦% ❝❤❛♥❣❡ ♣)✐❝❡9✳

❍♦✇❡✈❡)✱ ❑)❛%❡♥❛ ♠♦❞❡❧9 ✇♦)❦9 ✇✐%❤ ♥♦♥ ❝♦♥9%❛♥% ❝♦❡✣❝✐❡♥%9✱ ❛9 ❤❡ ✐9 ❛99✉♠✲

✐♥❣ ❞❡❝)❡❛9✐♥❣ )❡%✉)♥9 %♦ 9❝❛❧❡ ✐♥ %❤❡ ❛❞❞✐%✐♦♥❛❧ ❛❝%✐✈✐%② ♥❡❡❞❡❞ %♦ )❡❞✉❝❡ %❤❡

❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❉❡✜❝✐%✳ ❋✉)%❤❡)♠♦)❡ W❛9✐♥❡%%✐ ✭✶✾✼✼✮ ❛❧)❡❛❞② 9❤♦✇❡❞ %❤❛% 9✉❜9%✐%✉✲

%✐♦♥ ✐♥ ♥❡♦❝❧❛99✐❝❛❧ %❤❡♦)② ♠❡❛♥9 ❛♥ ✐♥✈❡)9❡ )❡❧❛%✐♦♥ ❜❡%✇❡❡♥ ♣)♦♣♦)%✐♦♥ ♦❢ %✇♦

✐♥♣✉%9 ❛♥❞ %❤❡✐) )❡❧❛%✐✈❡ ♣)✐❝❡9 ❛♥❞ %❤❛% 9✉❝❤ 9✉❜9%✐%✉%✐♦♥ ✐9 ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥

✇❤✐❝❤ ✐9 ♥♦% ✈❡)✐✜❡❞ ✐♥ ❙)❛✛❛✬9 %②♣❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣)♦❞✉❝%✐♦♥ ✭❛♥❞ %❤✉9 ❛❧9♦ ✐♥

▲❡♦♥%✐❡❢ %②♣❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣)♦❞✉❝%✐♦♥✮✿ ✏✐♥ ❛ ♣)♦❞✉❝%✐♦♥ ❝♦♥%❡①% ✇✐%❤ ❛ ❣✐✈❡♥

%❡❝❤♥♦❧♦❣② ✲ ✇✐%❤ ♦) ✇✐%❤♦✉% ❥♦✐♥% ♣)♦❞✉❝%9 ✲ %❤❡ %)❛❞✐%✐♦♥❛❧ ❝♦♥❝❡♣% ♦❢ 9✉❜✲

9%✐%✉%✐♦♥ ♠❛❦❡9 ♥♦ 9❡♥9❡✑ ✭W❛9✐♥❡%%✐✱ ✶✾✼✼✮✳ ❆)❣✉✐♥❣ %❤❛% %❤❡ ♥♦♥✲9✉❜9%✐%✉%✐♦♥

%❤❡♦)❡♠ ✐♥ ❑)❛%❡♥❛✬9 ♠♦❞❡❧ ❞♦❡9 ♥♦% ❤♦❧❞ ✐9 %❤❡)❡❢♦)❡ ✇)♦♥❣✿ ✇✐%❤ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢

♦✉%♣✉%✱ ♣)✐❝❡9 ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡✱ ❜✉% %❤✐9 ✐9 ♥♦% ❞✉❡ %♦ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ 9✉❜9%✐%✉%✐♦♥✳

✺✳✸✳✷ ❑❡♠♣✲❇❡♥❡❞✐❝*✿ ❛❜'♦❧✉+❡ -❡♥+

❑❡♠♣✲❇❡♥❡❞✐❝% ✭✷✵✶✹✮ ✇)✐%❡9 ❛♥ ✐♥%❡)❡9%✐♥❣ ❛)%✐❝❧❡ ❛❜♦✉% %❤❡ ✈❡)%✐❝❛❧❧② ✐♥%❡✲

✻✹

❚❤✐# ✐# ♠❛✐♥ ❞✐✛❡*❡♥❝❡ ❜❡-✇❡❡♥ -❤❡ ❛♣♣*♦❛❝❤ ♦❢ ▲❡♦♥-✐❡❢ ✭✶✾✼✵✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐# ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜②

❑*❛-❡♥❛✱ ❛♥❞ -❤❡ ❛♣♣*♦❛❝❤ ♦❢ ❙*❛✛❛✿ ✐♥ ▲❡♦♥-✐❡❢✱ -❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥- ❛*❡ ❡①♣*❡##❡❞

✐♥ ♠♦♥❡② -❡*♠#✱ ✐✳❡✳ -❤❡✐* ♣*✐❝❡# ✐# ❦♥♦✇♥✱ ✇❤❡*❡❛# ✐♥ ❙*❛✛❛ ♦♥❧② E✉❛♥-✐-✐❡# ❛*❡ ❡①♣*❡##❡❞✱

❡✳❣✳ E✉❛♥-✐-✐❡# ♦❢ ❧❛❜♦* ✭❛♥❞ -❤❡ ✇❛❣❡ ✐# ♥♦- ❦♥♦✇♥✮✳
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❊❈❖◆❖▼■❈❙❄ ✶✽✻

❣$❛&❡❞ )&$✉❝&✉$❡ ♦❢ &❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ &❤✐) $❡♣$❡)❡♥&❛&✐♦♥ ✐) &♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤&

❛❣❣$❡❣❛&❡❞ ♠❛$❦✉♣)✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❧② ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ &♦ ❧❛❜♦$ ❛♥❞ ♦♥ &❤❡ ♦&❤❡$ ❤❛♥❞

&♦ &❤❡ $❡♥& ❢$♦♠ &❤❡ ❡①♣❧♦✐&❛&✐♦♥ ♦❢ ♥❛&✉$❛❧ $❡)♦✉$❝❡)✳

❚❤❡)❡ ❛❣❣$❡❣❛&❡❞ ♠❛$❦✉♣) ❛$❡ ❝♦♥)&$✉❝&❡❞ ❢$♦♠ ❛ &❤$❡❡ )❡❝&♦$ ❡❝♦♥♦♠✐❝

♠♦❞❡❧ ✇✐&❤ )❡❝&♦$ 3 ❡①&$❛❝&✐♥❣ ♥❛&✉$❛❧ $❡)♦✉$❝❡)✱ )❡❝&♦$ 2 &$❛♥)❢♦$♠✐♥❣ &❤❡)❡

$❛✇ ♠❛&❡$✐❛❧) ✐♥&♦ ❜✉❧❦ ❝♦♠♠♦❞✐&✐❡)✱ ❛♥❞ )❡❝&♦$ 1 ♣$♦❞✉❝✐♥❣ ✐♥&❡$♠❡❞✐❛&❡ ❝♦♠✲

♠♦❞✐&✐❡) ✭✉)❡❞ ✐♥ ❛❧❧ )❡❝&♦$)✮ ❢$♦♠ ❜✉❧❦ ❝♦♠♠♦❞✐&✐❡)✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡♠❛♥❞ ❝♦♥)✐)&)

♦❢ ✐♥&❡$♠❡❞✐❛&❡ ❝♦♠♠♦❞✐&✐❡)✳

▼❛&$✐① A ♦❢ ✐♥♣✉& ❝♦❡✣❝✐❡♥&)✱ ✈❡❝&♦$ l ♦❢ ❧❛❜♦$ ❝♦❡✣❝✐❡♥&) ❛♥❞ ♠❛&$✐① B

♦❢ ♦✉&♣✉& ❝♦❡✣❝✐❡♥&) ❛$❡ &❤❡♥ $❡♣$❡)❡♥&❡❞ ✐♥ &❤✐) ✇❛② ✭❤❡$❡ ♣$♦❝❡))❡) ❛$❡ ✐♥

❝♦❧✉♠♥✱ ❛♥❞ ❝♦♠♠♦❞✐&✐❡) ✐♥ ❧✐♥❡✮✿

A =





a11 a12 a13
a21 0 0
0 a32 0





✭✺✳✼✺✮

l =
(

l1 l2 l3
)

✭✺✳✼✻✮

B =





1 0 0
0 1 0
0 0 1





✭✺✳✼✼✮

❚❤❡ )②)&❡♠ ♦❢ ❡F✉❛&✐♦♥ ❢♦$ &❤❡ ♣❤②)✐❝❛❧ )✐❞❡ ✐)✿

By = Ay + d ✭✺✳✼✽✮

❲✐&❤ y &❤❡ ❛❝&✐✈✐&② ✈❡❝&♦$ ❛♥❞ d &❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡♠❛♥❞ ✈❡❝&♦$✳

❚❤❡ )②)&❡♠ ♦❢ ❡F✉❛&✐♦♥ ❢♦$ &❤❡ ✈❛❧✉❡ )✐❞❡ ✐)✿

pB = (pA+ wl+ r)Π ✭✺✳✼✾✮

❲✐&❤ p &❤❡ ♣$✐❝❡ ✈❡❝&♦$✱ Π &❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛&$✐① ♦❢ ♠❛$❦✉♣) ✭❡F✉✐✈❛❧❡♥& &♦

)❡❝&♦$✲)♣❡❝✐✜❝ $❛&❡) ♦❢ ♣$♦✜&✮✱ w &❤❡ ✇❛❣❡ ✭✉♥✐❢♦$♠ ✐♥ ❛❧❧ )❡❝&♦$)✮ ❛♥❞ r &❤❡

✈❡❝&♦$ ♦❢ $❡♥&)✳ ❑❡♠♣✲❇❡♥❡❞✐❝& ❛))✉♠❡) &❤❛& ❡❛❝❤ )❡❝&♦$ ♣❡$❢♦$♠) ♠❛$❦✲✉♣

♣$✐❝✐♥❣ )♦ &❤❛& &❤❡② ❡❛❝❤ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐✛❡$❡♥& $❛&❡ ♦❢ ♣$♦✜&✿

Π =





1 + π1 0 0
0 1 + π2 0
0 0 1 + π3





✭✺✳✽✵✮

❋✉$&❤❡$♠♦$❡ &❤❡ ✈❡❝&♦$ ♦❢ $❡♥&) ♦♥❧② ❤❛✈❡ ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥& ❞✐✛❡$❡♥& ❢$♦♠

③❡$♦✱ &❤❡ $❡♥& ♦❢ )❡❝&♦$ 3✿

r =
(

0 0 r
)

✭✺✳✽✶✮

❑♥♦✇✐♥❣ &❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡♠❛♥❞✱ ✐& ✐) ♣♦))✐❜❧❡ &♦ ❦♥♦✇ &❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣$♦❞✉❝&✐♦♥ ✐♥

❡❛❝❤ )❡❝&♦$✱ ❛♥❞ &❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡♠♣❧♦②♠❡♥& L✿

y = [B−A]
−1

d ✭✺✳✽✷✮
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L = ly ✭✺✳✽✸✮

❑♥♦✇✐♥❣ .❤❡ ✇❛❣❡ ✭✉♥✐❢♦4♠ ✐♥ ❛❧❧ 7❡❝.♦47✮✱ .❤❡ 4❡♥.7 ♦♥ ♥❛.✉4❛❧ 4❡7♦✉4❝❡7

❛♥❞ .❤❡ ♠❛4❦✉♣7 ✐♥ ❡❛❝❤ 7❡❝.♦4✱ ✐. ✐7 ♣♦77✐❜❧❡ .♦ ❞❡❞✉❝❡ .❤❡ ♣4✐❝❡7✿

p = (wl+ r)Π [B−AΠ]
−1

✭✺✳✽✹✮

▼✉❧.✐♣❧②✐♥❣ ✜♥❛❧ ❞❡♠❛♥❞ ✇✐.❤ .❤❡ ♣4✐❝❡ ✈❡❝.♦4✱ ✐. ✐7 .❤❡♥ ♣♦77✐❜❧❡ .♦ ❝❛❧❝✉✲

❧❛.❡ .❤❡ ●❉G ♦❢ .❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

GDP = pd = (wl+ r)Π [B−AΠ]
−1

[B−A]y ✭✺✳✽✺✮

❆♥❞ ❑❡♠♣✲❇❡♥❡❞✐❝. ❞❡♠♦♥7.4❛.❡7 .❤❛. ✐. ✐7 ♣♦77✐❜❧❡ .♦ 4❡♣4❡7❡♥. ●❉G ❛7 ✿

GDP = XwwL+Xrry3 ✭✺✳✽✻✮

❲✐.❤ Xw .❤❡ ❛❣❣4❡❣❛.❡❞ ♠❛4❦✉♣ ♦♥ ✇❛❣❡7 ❛♥❞ Xr .❤❡ ❛❣❣4❡❣❛.❡❞ ♠❛4❦✉♣

♦♥ 4❡♥.7✱ ❜♦.❤ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ .❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ♠❛4❦✉♣7 ✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥. ❢4♦♠

♣4✐❝❡7 ❛♥❞ ❧❡✈❡❧7 ♦❢ ❛❝.✐✈✐.②✮✳

✻✺

❋4♦♠ .❤✐7 ❧❛7. 4❡♣4❡7❡♥.❛.✐♦♥ ♦❢ ●❉G✱ ❑❡♠♣✲❇❡♥❡❞✐❝. ❞❡❞✉❝❡7 7♦♠❡ ♦❜✲

7❡4✈❛.✐♦♥7 ❛❜♦✉. .❛①❛.✐♦♥ ♦❢ 4❡♥.7✱ ♥❛.✉4❛❧ 4❡7♦✉4❝❡ ♣4♦❞✉❝.✐✈✐.② ❛♥❞ 4❡7♦✉4❝❡

4❡.✉4♥ ♦♥ ✐♥✈❡7.♠❡♥. ✭❘❘❖■✱ ✏❣✐✈❡♥ ❜② .❤❡ 4❛.✐♦ ♦❢ .❤❡ ❛♠♦✉♥. ♦❢ 4❛✇ ♠❛.❡✲

4✐❛❧ ❡①.4❛❝.❡❞✱ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② .❤❡ ❞✐4❡❝. ❛♥❞ ✐♥❞✐4❡❝. ✉7❡ ♦❢ .❤❛. 4❛✇ ♠❛.❡4✐❛❧ ✐♥

✐.7 ❡①.4❛❝.✐♦♥✑ ❑❡♠♣✲❇❡♥❡❞✐❝.✱ ✷✵✶✹✮✳ ❖♥❡ ✐♥.❡4❡7.✐♥❣ ♣♦✐♥. ✐7 .❤❛. ✐❢ ❘❘❖■

❜❡❝♦♠❡7 .♦♦ ❧♦✇✱ .❤❡♥✱ ❛. ♦♥❡ ♣♦✐♥.✱ .❤❡ ♠❛4❦✉♣7 ♦♥ ✇❛❣❡ ❛♥❞ 4❡♥.7 ❜❡❝♦♠❡ ✐♥✲

✜♥✐.❡ ❛♥❞ .❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❝❛♥♥♦. 4✉♥ ❛♥②♠♦4❡✳ ❍❡ ❛❧7♦ ❢♦✉♥❞ .❤❛. .❤❡ ❛❣❣4❡❣❛.❡❞

♠❛4❦✉♣ ♦♥ 4❡♥.7 ✐7 ❤✐❣❤❡4 .❤❛♥ .❤❡ ❛❣❣4❡❣❛.❡❞ ♠❛4❦✉♣ ♦♥ ✇❛❣❡7✿ Xr > Xw

❛♥❞ .❤❛. .❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✲✇✐❞❡ ♠❛4❦✲✉♣7 ❛4❡ ❧❛4❣❡4 .❤❛♥ 7❡❝.♦4✲7♣❡❝✐✜❝ ♠❛4❦✲✉♣7✳

❆7 4❡❣❛4❞7 .❤❡♦4② ♦❢ ✈❛❧✉❡✱ ❑❡♠♣✲❇❡♥❡❞✐❝. ❛♣♣4♦❛❝❤ ✐7 ❛ ❜✐. ✉♥❝❧❡❛4✳ ❚❤❡

✐♥.❡4❡7.✐♥❣ ❛7♣❡❝. ♦❢ ❤✐7 ❛♣♣4♦❛❝❤ ✐7 .♦ .❛❦❡ ✐♥.♦ ❛❝❝♦✉♥. ❛❜7♦❧✉.❡ 4❡♥.✱ ✇❤✐❝❤ ✐7

♥♦. 4❡♣4❡7❡♥.❡❞ ✐♥ ❙4❛✛❛✬7 7②7.❡♠✳ ❑❡♠♣✲❇❡♥❡❞✐❝. ❡①♣❧❛✐♥7 .❤❛. 4❡♥.7 ❛4❡ .❤❡

♣4✐❝❡ ♦❢ .❤❡ ❡①♣❧♦✐.❛.✐♦♥ ♣❡4♠✐.7✳ ❘❡♥. ❛♣♣❡❛47 ✐♥ .❤❡ 7②7.❡♠ ♦❢ ❡Z✉❛.✐♦♥ ❛7

.❤❡ .❤✐4❞ ❞✐7.4✐❜✉.✐♦♥ ✈❛4✐❛❜❧❡✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐.❤ ✇❛❣❡ ❛♥❞ ♣4♦✜.✳ ❚❤✐7 4❡♣4❡7❡♥.❛.✐♦♥

✐7 ♣♦77✐❜❧❡ ❛♥❞ ❡①♣4❡77❡7 .❤❡ 4❡7✉❧. ♦❢ ❛♥ ✐♥7.✐.✉.✐♦♥❛❧ ❛44❛♥❣❡♠❡♥. ❜❡.✇❡❡♥

4❡♥.✐❡47✱ ❝❛♣✐.❛❧✐7.7 ❛♥❞ ✇♦4❦❡47✳ ❇✉. ❤✐7 .❤❡♦4② ♦❢ ♣4✐❝❡ ✐7 ❧❡77 ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣✳ ❍❡

✜47. ❡①♣❧❛✐♥7 .❤❛. ♣4✐❝❡7 ❛4❡ .❤❡ 4❡7✉❧. ♦❢ ♠❛4❦✲✉♣ ♣4✐❝✐♥❣ ✭✜4♠7 ❝❤♦7❡ .❤❡ 4❛.❡

♦❢ ♣4♦✜. ❡❛❝❤ ✇❛♥.7 .♦ ❡❛4♥✱ ❛♥❞ .❤❡② 7❡❧❧ .❤❡✐4 ♣4♦❞✉❝. ❛. ❛ ♣4✐❝❡ ❡Z✉✐✈❛❧❡♥.

.♦ .❤❡ ❝♦7. ♦❢ ♣4♦❞✉❝.✐♦♥ ♣❧✉7 .❤❡✐4 ♠❛4❦✲✉♣✮✱ ❜✉. ✇✐.❤ .❤❡ ❡①❝❡♣.✐♦♥ ♦❢ ✜4♠7

.❤❛. ♣4♦❞✉❝❡ 4❛✇ ♠❛.❡4✐❛❧7✱ ❛7 .❤❡✐4 ♣4✐❝❡7 ❛4❡ ✏❞❡.❡4♠✐♥❡❞ ❜② .❤❡✐4 ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐.②

4❡❧❛.✐✈❡ .♦ .❤❡✐4 ❞❡♠❛♥❞✱ ✐♥ ♠❛4❣✐♥❛❧✐7. ❢❛7❤✐♦♥✑ ✭❑❡♠♣✲❇❡♥❡❞✐❝.✱ ✷✵✶✹✮✳ ❍❡

❥✉7.✐✜❡7 .❤✐7 ❜❡❝❛✉7❡ .❤❡4❡ ✐7 ♥♦ ♣♦77✐❜❧❡ 7✉❜7.✐.✉.✐♦♥ ♦❢ 4❛✇ ♠❛.❡4✐❛❧7 ✐♥ .❤❡

7❤♦4. .❡4♠✱ ❜✉. ✐♥ ❤✐7 ♠♦❞❡❧✱ ❑❡♠♣✲❇❡♥❡❞✐❝. ✜♥❛❧❧② ❝❤♦♦7❡7 .♦ ✉7❡ ♦♥❧② ♠❛4❦✲

✉♣7 ♣4✐❝✐♥❣✳ ❍❡ .❤❡♥ ❡①♣❧❛✐♥7 .❤❛. ✐. ✐7 ♣♦77✐❜❧❡ .♦ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡4❡♥. ♠❛4❦✉♣7 ❢♦4

❞✐✛❡4❡♥. 7❡❝.♦47✱ ❜✉. ❧❛..❡4 ❤❡ ✜♥❞ ♠♦4❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥. .♦ ❛77✉♠❡ ❛ ✉♥✐❢♦4♠ 4❛.❡

♦❢ ♣4♦✜.✳

✻✺

❉❡"❛✐❧& ❛❜♦✉" "❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡&❡ ♠❛/❦✉♣& ❛/❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❑❡♠♣✲❇❡♥❡❞✐❝" ✭✷✵✶✹✮✳
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❆❝$✉❛❧❧② ❢*♦♠ ❛ ❙*❛✣❛♥ ♣♦✐♥$ ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐♥ $❤❡ 7②7$❡♠ ♦❢ ❡8✉❛$✐♦♥ ❞❡7❝*✐❜❡❞

❜② ❑❡♠♣✲❇❡♥❡❞✐❝$✱ ❛❧❧ ❣♦♦❞7 ❛*❡ ❜❛7✐❝ ❛♥❞ ❛❧❧ ♣*♦❝❡77❡7 ❛*❡ ✐♥$❡*❞❡♣❡♥❞❡♥$✳

❍❡♥❝❡ ♦♥❧② ❛ ✉♥✐❢♦*♠ *❛$❡ ♦❢ ♣*♦✜$ ✐7 ♣♦77✐❜❧❡✱ ♦♥❝❡ $❤❡ ✇❛❣❡ ❛♥❞ $❤❡ *❡♥$7

❛*❡ ❣✐✈❡♥✳ ■$ ✐7 $❤✉7 ♥♦$ ❡❛7② $♦ ✉♥❞❡*7$❛♥❞ ✇❤❛$ ✜♥❞✐♥❣7 ✐♥ $❡*♠7 ♦❢ ♣♦❧✐$✲

✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠② ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❧❡❛*♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛$ ❛❣❣*❡❣❛$❡❞ ♠❛*❦✉♣7✳ ❑❡♠♣✲❇❡♥❡❞✐❝$

❛$$❡♠♣$7 $♦ ❡①♣*❡77 $❤❡ ♣❛*$ ♦❢ ●❉G ✇❤✐❝❤ ✐7 ❜❛7❡❞ ♦♥ $❤❡ ✉7❡ ♦❢ ❡♥✈✐*♦♥♠❡♥✲

$❛❧ *❡7♦✉*❝❡✱ ❛7 ❤❡ $*✐❡7 $♦ *❡✈❡❛❧ ❉❛❧②✬7 ✏✐♥✈❡*$❡❞ ♣②*❛♠✐❞✑ ✭♥❛$✉*❛❧ *❡7♦✉*❝❡7

❡①$*❛❝$✐♦♥ ❛❝❝♦✉♥$ ❢♦* ♦♥❧② ✺✪ ♦❢ $❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ●❉G ❜✉$ ❛❝$✉❛❧❧② ❛❧❧ ♣*♦❞✉❝$✐♦♥

✐7 *❡❧❛$❡❞ $♦ $❤✐7 ✐♥✐$✐❛❧ ❡①$*❛❝$✐♦♥✱ ❉❛❧②✱ ✶✾✾✺✮✳ ❍♦✇❡✈❡*✱ ■ $❤✐♥❦ ❤❡ ✐7 ♥♦$

*❡✈❡❛❧✐♥❣ $❤❡ ♣❛*$ ♦❢ ●❉G *❡❧❛$❡❞ $♦ $❤❡ ❡①$*❛❝$✐♦♥ ♦❢ ♥❛$✉*❛❧ *❡7♦✉*❝❡7 ❜②

❞♦✐♥❣ $❤✐7✱ ❜❡❝❛✉7❡ ✐❢ $❤❡*❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦$ ❜❡ ❛♥② ❡①$*❛❝$✐♦♥✱ $❤❡♥ $❤❡ ●❉G ✇♦✉❧❞

❜❡ ❡8✉❛❧ $♦ ③❡*♦✳ ❊①$*❛❝$✐♥❣ ♥❛$✉*❛❧ *❡7♦✉*❝❡7 ✐7 ❛ ♥❡❝❡77❛*② ❝♦♥❞✐$✐♦♥✱ ✐♥ ❤✐7

7②7$❡♠✱ $♦ ♣*♦❞✉❝❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈❛❧✉❡7✳ ❲❤❛$ ❤❡ ✐7 ❛❝$✉❛❧❧② *❡✈❡❛❧✐♥❣ ✇✐$❤ ❡8✉❛✲

$✐♦♥ ✺✳✽✻ ✐7 $❤❡*❡❢♦*❡ ❜② ❤♦✇ ♠✉❝❤ $❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ $❤❡ ●❉G ❤❛7 ✐♥❝*❡❛7❡❞ ✇❤❡♥ ❛

*❡♥$ ♦♥ ♥❛$✉*❛❧ *❡7♦✉*❝❡7 ✐7 ❛❞❞❡❞✳

■❢ $❤❡*❡ ✇❡*❡ ♥♦ *❡♥$7✱ $❤❡ ●❉G ✈❛❧✉❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡8✉❛❧ $♦✿

GDP = XwwL ✭✺✳✽✼✮

❍❡♥❝❡ ❜② ❛❞❞✐♥❣ $❤❡ *❡♥$✱ $❤❡ ●❉G ✐♥❝*❡❛7❡7✳ ❇✉$ $❤✐7 ❞♦❡7 ♥♦$ ♠❡❛♥ $❤❛$

♣*♦❞✉❝$✐♦♥ ❤❛7 ✐♥❝*❡❛7❡❞✱ ❛♥❞ $❤❛$ ❛❣❣*❡❣❛$❡❞ ♠❛*❦✲✉♣ Xr ✐♥ ❡8✉❛$✐♦♥ ✺✳✽✻

7❤♦✇7 $❤❡ ♣❛*$ ♦❢ ♣*♦❞✉❝$✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐7 ❝*❡❛$❡❞ ❜② $❤❡ ❡♥✈✐*♦♥♠❡♥$✳ ●❉G ❤❛7

✐♥❝*❡❛7❡❞✱ ❜✉$ ❥✉7$ ❜❡❝❛✉7❡ ♥♦✇ 7♦♠❡♦♥❡ ❡①♣❡❝$7 ❛ *❡$✉*♥ ♦♥ ♥❛$✉*❛❧ *❡7♦✉*❝❡7

❡①$*❛❝$✐♦♥✳ ❑❡♠♣✲❇❡♥❡❞✐❝$ ❞♦❡7 ♥♦$ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ $❤❛$✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ $❤✐♥❦ $❤❛$ ✐❢

$❤❡ ❧❛❜♦* ✐7 ♠❛❞❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉7✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡$$❡* ❛❝❝♦✉♥$✐♥❣ ♦❢ $❤❡ ♣❛*$ ♦❢

$❤❡ ●❉G ❝♦♠✐♥❣ ❢*♦♠ $❤❡ ❡♥✈✐*♦♥♠❡♥$✱ *❡❢❡**✐♥❣ $♦ $❤❡ ❡♥❡*❣② $❤❡♦*② ♦❢ ✈❛❧✉❡

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❈♦7$❛♥③❛ ✭✶✾✽✵✮✳

◆❡✈❡*$❤❡❧❡77✱ ❤✐7 ❛♣♣*♦❛❝❤ ✐7 ✐♥$❡*❡7$✐♥❣ ❜❡❝❛✉7❡ ❤❡ $*✐❡7 $♦ ❡①♣*❡77 ❛❜7♦❧✉$❡

*❡♥$7 ❛♥❞ ❜❡❝❛✉7❡ ❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣7 7♦♠❡ ♣❤②7✐❝❛❧ ✐♥❞✐❝❛$♦*7 ♦❢ $❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ $❤❡

7②7$❡♠✱ $❤*♦✉❣❤ ❛ ✈❡*$✐❝❛❧ ✐♥$❡❣*❛$✐♦♥ ❛♥❛❧②7✐7✳

✺✳✸✳✸ ❏♦✐♥$ %&♦❞✉❝$✐♦♥

❆❧❧ ♣*♦❞✉❝$✐♦♥ ♦❢ ❣♦♦❞7 ❛❧7♦ ♣*♦❞✉❝❡7 ❜❛❞7✿ $❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♥♦$✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❡①✲

♣*❡77❡7 $❤✐7 *❡❧❛$✐♦♥ ✐7 ❥♦✐♥$ ♣*♦❞✉❝$✐♦♥✳ ❚❤✐7 ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐7 ❝❧❡❛*❧② *❡✈❡❛❧❡❞

✇❤❡♥ ♦♥❡ ❧♦♦❦7 ❛$ ♣*♦❞✉❝$✐♦♥ ❢*♦♠ $❤❡ ♣♦✐♥$ ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ $❤❡*♠♦❞②♥❛♠✐❝7✳ ■♥ $❤❡

❣❡♥❡*❛❧ ❝❛7❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ $❤❡ ♣*♦❞✉❝$✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇ ❡♥$*♦♣② ❣♦♦❞7 ❢*♦♠ ❤✐❣❤ ❡♥$*♦♣②

*❛✇ ♠❛$❡*✐❛❧7✱ ✉7✐♥❣ ❧♦✇ ❡♥$*♦♣② ❡♥❡*❣②❀ ❜✉$ $❤❡*❡ ✐7 ❛❧✇❛②7 ❥♦✐♥$ ♣*♦❞✉❝$✐♦♥

♦❢ ❤✐❣❤ ❡♥$*♦♣② ✇❛7$❡7✳ ■♥❞❡❡❞✱ $❤❡ ❙❡❝♦♥❞ ▲❛✇ ♦❢ ❚❤❡*♠♦❞②♥❛♠✐❝7 7$❛$❡7

$❤❛$ ❛❧❧ $*❛♥7❢♦*♠❛$✐♦♥7 ❝*❡❛$❡ ❛ ♣♦7✐$✐✈❡ 8✉❛♥$✐$② ♦❢ ❡♥$*♦♣②✿ $❤✐7 ✐♠♣❧✐❡7 $❤❛$

❛❧❧ $*❛♥7❢♦*♠❛$✐♦♥ ❛*❡ ✐**❡✈❡*7✐❜❧❡✳ ❆♥❞ ✐$ ❛❧7♦ ✐♠♣❧✐❡7 $❤❛$ $❤❡*❡ ✐7 ❛ ❧✐♠✐$ $♦

$❤❡ 7✉❜7$✐$✉$✐♦♥ ♦❢ ✐♥♣✉$7 ✐♥7✐❞❡ $❤❡ ♣*♦❝❡77❡7 ♦❢ ♣*♦❞✉❝$✐♦♥✿ ✇❡ ♠✉7$ ❛$ ❧❡❛7$

❤❛✈❡ ❛ *❛✇ ♠❛$❡*✐❛❧ ✇✐$❤ ❧♦✇ ❡♥$*♦♣②✱ ✉7✉❛❧❧② ❡♥❡*❣②✱ ✐❢ ✇❡ ✇❛♥$ $♦ ❝*❡❛$❡ ❧♦✇

❡♥$*♦♣② ❣♦♦❞7✳ ❆$ ❧❛7$ $❤✐7 ❡♥$❛✐❧7 $❤❛$ $❤❡*❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②7 ❜❡ 7♦♠❡ ✇❛7$❡ $♦

❤❛♥❞❧❡✱ ❛♥❞ $❤❛$ ❛ ③❡*♦✲✇❛7$❡ 7♦❝✐❡$② ✐7 ❛♥ ✉$♦♣✐❛✳ ■❢ ❛❧❧ $❤*❡❡ ✐♠♣❧✐❝❛$✐♦♥7 ❛*❡
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❊❈❖◆❖▼■❈❙❄ ✶✽✾

❛❣❣%❡❣❛'❡❞✱ *✉❡,'✐♦♥, ❛❜♦✉' '❤❡ ❧✐♠✐', '♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣%♦✇'❤ ❝❛♥ ❛%✐,❡ ✭▼❡❛❞♦✇,

❡' ❛❧✳✱ ✶✾✼✷✮✳

❇❛✉♠❣=%'♥❡% ❡' ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮ *✉❡,'✐♦♥ '❤❡ %❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ '❤❡ ❥♦✐♥' ♣%♦❞✉❝'✐♦♥

❝♦♥❝❡♣' ❢♦% '❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝, ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ❧♦♦❦, '♦ ❣❡' ❛✇❛② ❢%♦♠ '❤❡

♥❡♦❝❧❛,,✐❝❛❧ ♣❛%❛❞✐❣♠✳ ■♥ '❤❡ ❤✐,'♦%② ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ '❤♦✉❣❤'✱ ♠❛✐♥❧② '✇♦ ,❝❡♥❛%✲

✐♦, ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥,✐❞❡%❡❞✿ '❤❡ ❝❛,❡ ✇❤❡%❡ ❛❧❧ ❥♦✐♥' ♣%♦❞✉❝', ❛%❡ ❣♦♦❞,✱ ❛♥❞ '❤❡

❝❛,❡ ✇❤❡%❡ ❛' ❧❡❛,' ♦♥❡ ❥♦✐♥' ♣%♦❞✉❝' ✐, ❛ ✇❛,'❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ✐, ❛ ❣♦♦❞✳ ❚❤❡ ,❡❝✲

♦♥❞ ,❝❡♥❛%✐♦ ,❡❡♠, '♦ %❡❧❛'❡ ❞✐%❡❝'❧② ✇✐'❤ '❤❡ ❝♦♥❝❡%♥, ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝,✳

❆♣♣❧✐❝❛'✐♦♥, ✐♥ '❤❡ ❝❛,❡ ♦❢ ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✉,'%✐❛❧ ♣%♦❞✉❝'✐♦♥ ,②,'❡♠, ✭❢♦%

✐♥,'❛♥❝❡ ❝♦♠♣❧❡① ❜✐♦✲%❡✜♥❡%✐❡, ♣%♦❝❡,, ♦❢ ♣%♦❞✉❝'✐♦♥✱ ❈❡♥'✐ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❙❤❛%♠❛

❡' ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❚❛② ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳ ❖'❤❡% ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥, ❧✐❡, ✐♥ '❤❡ ✉♥✲

❞❡%,'❛♥❞✐♥❣, ♦❢ '❤❡ %❡❧❛'✐♦♥ ♦♥ ❛ ♠♦%❡ ❣❧♦❜❛❧ ,❝❛❧❡ ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞

✐', ❡♥✈✐%♦♥♠❡♥' ✭❡✳❣✳ ,❡❡ Q❡%%✐♥❣,✱ ✶✾✽✼ ❛♥❞ ❖✬❈♦♥♥♦%✱ ✶✾✾✸❛ ❢♦% ❛ ,'✉❞② ♦❢

'❤❡ ♣♦,,✐❜✐❧✐'② ❢♦% ❛♥ ❡✈❡%✲❣%♦✇✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠② '♦ ,✉❜,✐,' ✐❢ '❤❡ ❡♥✈✐%♦♥♠❡♥' ❤❛,

♦♥❧② ❛ ❧✐♠✐'❡❞ ❝❛♣❛❝✐'② '♦ ♣%♦❞✉❝❡ ❧♦✇ ❡♥'%♦♣② %❡,♦✉%❝❡, ❛♥❞ '♦ ❛❜,♦%❜ ❤✐❣❤

❡♥'%♦♣② ✇❛,'❡,✮✳

❏♦✐♥' ♣%♦❞✉❝'✐♦♥ ❛❧,♦ %❛✐,❡, *✉❡,'✐♦♥ ♦♥ ❛ ♣❤✐❧♦,♦♣❤✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧✿ ✇❤❛' ❛❜♦✉'

'❤❡ ❡'❤✐❝, ♦❢ ♣%♦❞✉❝❡%, ♦❢ ✇❛,'❡ '❤❛' ❛%❡ ♥♦' ✭②❡'✮ '❛❦❡♥ ✐♥'♦ ❛❝❝♦✉♥' ❜② ,♦❝✐❡'②❄

❙❤♦✉❧❞ '❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ♣%♦❞✉❝✐♥❣ '❤❡ ✇❛,'❡ ❜❡ ♣%♦❛❝'✐✈❡ ❛❜♦✉' '❤❡ *✉❡,'✐♦♥ ♦❢

✇❛,'❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥'✱ ♦% ,❤♦✉❧❞ '❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ✇❛✐' '❤❛' ,♦❝✐❡'② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡, '❤❡

❜%✉'❡ ❢❛❝' ♦❢ ❥♦✐♥' ♣%♦❞✉❝'✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝✐❞❡, ,♦♠❡'❤✐♥❣❄ ❚❤✐, %❛✐,❡, '❤❡ *✉❡,'✐♦♥

♦❢ %✐,❦ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥' ❛♥❞ ♦❢ ♣%❡❝❛✉'✐♦♥❛%② ♣%✐♥❝✐♣❧❡✱ ✐♥ ❛♥ ❡♣✐,'❡♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ✇❛②✳

❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣' ♦❢ ❥♦✐♥' ♣%♦❞✉❝'✐♦♥ ✐, ❛ ,✐♠♣❧❡ ♦♥❡✱ ❡❛,✐❧② ✉♥❞❡%,'♦♦❞ ❜② ❛♥②✲

❜♦❞②✿ ✐' ✐, '❤✉, ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♥❝❡♣' ❢♦% ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♠❡❞✐❛'✐♦♥ ✐♥ ♦%❞❡% '♦ %❛✐,❡

❛✇❛%❡♥❡,, ♦♥ ❡♥✈✐%♦♥♠❡♥'❛❧ ❝♦♥❝❡%♥,✳ ❚❤✐, ✐, ❛ ✉♥✐✈❡%,❛❧ ❝♦♥❝❡♣'✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞

❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡%❡♥' ,♣❛'✐❛❧ ,❝❛❧❡, ✕ ,❝❛❧❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❛♥②✱ %❡❣✐♦♥,✱ ✇♦%❧❞✱ ❡'❝✳ ✕

♦% '✐♠❡ ,❝❛❧❡, ✕ ❛, '❤❡ '✐♠❡ ,❝❛❧❡, ♦❢ ❣♦♦❞, ✭♣%♦❞✉❝'✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥,✉♠♣'✐♦♥✮ ❛♥❞

❜❛❞, ✭%❡❝②❝❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛❜,♦%♣'✐♦♥ ❜② '❤❡ ❡♥✈✐%♦♥♠❡♥'✮ ❛%❡ ✉,✉❛❧❧② ♥♦' '❤❡ ,❛♠❡✳

❚❤✐, ✐, ❛ ,②,'❡♠✐❝ ❛♣♣%♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❝♦✉%❛❣❡, '♦ ❝♦♥,✐❞❡% ❛' '❤❡ ,❛♠❡ '✐♠❡

%❡,♦✉%❝❡, ❛♥❞ ✇❛,'❡,✿ ✏'❤❡ %❡,♦✉%❝❡ ✐, '❤❡ ♠♦'❤❡% ♦❢ '❤❡ ✇❛,'❡✑ ✭❇❛✉♠❣=%'♥❡%

❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✮✳ ❏♦✐♥' ♣%♦❞✉❝'✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣' ❛❧,♦ ❛❧❧♦✇, '♦ ❣♦ ♦✈❡% '❤❡ ❝❧❛,,✐❝❛❧ ❧✐♥❦

❜❡'✇❡❡♥ ♥❡❣❛'✐✈❡ ❡①'❡%♥❛❧✐'✐❡, ❛♥❞ ❝♦♠♣❡♥,❛'✐♦♥ ❢♦% ❞❛♠❛❣❡, ♦% %❡,'♦%❛'✐♦♥✱

❜② ,❤♦✇✐♥❣ '❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡'✇❡❡♥ ❣♦♦❞, ♣%♦❞✉❝'✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡❣❛'✐✈❡ ❡①'❡%♥❛❧✐'✐❡, ✕ ❛♥❞

'❤✉, ✐' ❛❧❧♦✇, ✉, '♦ %❡❝♦♥,✐❞❡% ♣%♦❞✉❝'✐♦♥ ❜❡❢♦%❡ ❤❛✈✐♥❣ '♦ %❡♣❛✐% '❤❡ ♠✐,'❛❦❡,✳

❚♦ ,✉♠♠❛%✐,❡✱ '❤✐, ❝♦♥❝❡♣' ❞❡,❝%✐❜❡, '❤❡ ❧✐♥❦, ❜❡'✇❡❡♥ ♥❛'✉%❛❧ ,②,'❡♠, ❛♥❞

❤✉♠❛♥ ❛❝'✐✈✐'②✱ ❞❡,❝%✐❜❡, ❤✉♠❛♥ ❡❝♦♥♦♠②✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤', '❤❡ %❡,♣♦♥,✐❜✐❧✐'✐❡, ❛♥❞

'❤❡ ❧✐♠✐', ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛♥❞ ❢✉%'❤❡%♠♦%❡ ❛♣♣❡❛%, ❛, ❛ ❝❧❡❛% ❛♥❞ ❡❛,②✲

'♦✲✉♥❞❡%,'❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣' ✭✐♥ ♦♣♣♦,✐'✐♦♥ '♦ '❤❡ ❝♦♥❝❡♣' ♦❢ ❡♥'%♦♣②✱ ❢♦% ✐♥,'❛♥❝❡✮✳

■♥ ♠② ♣♦✐♥' ♦❢ ✈✐❡✇✱ '❤✐, ❝♦♥❝❡♣' ✐, ❛ ❣♦♦❞ ♦♥❡ '♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤' '❤❡ ✐♥❤❡%❡♥'

❧✐♥❦ ❜❡'✇❡❡♥ ♣%♦❞✉❝'✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐'✐❡, ❛♥❞ ,❡%✈✐❝❡, ❛♥❞ ♣%♦❞✉❝'✐♦♥ ♦❢ ✇❛,'❡✳

❍♦✇❡✈❡%✱ ✐♥ ❛♥ ♦'❤❡% ❛%'✐❝❧❡✱ ❇❛✉♠❣=%'♥❡% ❡' ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮ ❞❡❛❧, ✇✐'❤ '❤❡ ♣♦,,✐❜✐❧✲

✐'② '♦ ❧✐♥❦ ❝❛♣✐'❛❧ '❤❡♦%② ✇✐'❤ '❤✐, ✈✐❡✇ ♦❢ ❥♦✐♥' ♣%♦❞✉❝'✐♦♥✳ ❏♦✐♥' ♣%♦❞✉❝'✐♦♥ ✐,✱

✐♥❞❡❡❞✱ ❛ ❝♦♥❝❡♣' ✇❤✐❝❤ ♦%✐❣✐♥❛'❡, ❢%♦♠ '❤❡%♠♦❞②♥❛♠✐❝, ❧❛✇, ❛♥❞ '❤✉, ,❤♦✉❧❞

❜❡ ❛♣♣%♦♣%✐❛'❡❞ ✭♦% ❛' ❧❡❛,' ✉♥❞❡%,'♦♦❞✮ ❜② ❛❧❧ '❤❡♦%✐❡, ♦❢ ✈❛❧✉❡✳ ❇❛✉♠❣=%'♥❡%

'%✐❡, '♦ ❧♦♦❦ ✐❢ ✐' ❝❛♥ ✜' ✇✐'❤✐♥ '❤❡ ♥❡♦❝❧❛,,✐❝❛❧ '❤❡♦%② ♦❢ ❝❛♣✐'❛❧ ✭❍♦'❡❧❧✐♥❣✱

✶✾✸✶❀ ❇❛%%♦ ❛♥❞ ❙❛❧❛✲✐ ▼❛%'✐♥✱ ✶✾✾✺✮✳ ■ ❛''❡♠♣' '♦ ♣♦✐♥' '❤❛' '❤✐, ❛♣♣%♦❛❝❤ ♦❢



❈❍❆#❚❊❘ ✺✳ ❙❘❆❋❋❆✿ ❆◆ ■◆❙#■❘❆❚■❖◆ ❋❖❘ ❊❈❖▲❖●■❈❆▲

❊❈❖◆❖▼■❈❙❄ ✶✾✵

❝❛♣✐'❛❧ ❝❛♥♥♦' ✜' ✇✐'❤✐♥ '❤❡ ❙0❛✣❛♥ ❢0❛♠❡✇♦0❦ ✐♥ 5❡❝'✐♦♥ ✼✳✹✳

✺✳✸✳✹ ❙✉❜'②')❡♠ ❛♥❛❧②'✐'

❆ !✉❜!②!%❡♠ ✐! ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❙-❛✛❛ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ♦❢ ❤✐! ❜♦♦❦ ✭❙-❛✛❛✱ ✶✾✻✵✮✿

✏❛ !②!%❡♠ ❝❛♥ ❜❡ !✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥%♦ ❛! ♠❛♥② ♣❛-%! ❛! %❤❡-❡ ❛-❡

❝♦♠♠♦❞✐%✐❡! ✐♥ ✐%! ♥❡% ♣-♦❞✉❝%✱ ✐♥ !✉❝❤ ❛ ✇❛② %❤❛% ❡❛❝❤ ♣❛-% ❢♦-♠!

❛ !♠❛❧❧❡- !❡❧❢✲-❡♣❧❛❝✐♥❣ !②!%❡♠ %❤❡ ♥❡% ♣-♦❞✉❝% ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥!✐!%!

♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐%②✳ ❚❤❡!❡ ♣❛-%! ✇❡ !❤❛❧❧ ❝❛❧❧ ✬!✉❜✲

!②!%❡♠!✑ ✬✳

❆ !✉❜!②!%❡♠ -❡♣-❡!❡♥%! %❤❡♥ ❛❧❧ %❤❡ I✉❛♥%✐%✐❡! ♥❡❡❞❡❞ %♦ ♣-♦❞✉❝❡✱ ❞✐-❡❝%❧② ❛♥❞

✐♥❞✐-❡❝%❧②✱ ♦♥❡ !♣❡❝✐✜❝ ❝♦♠♠♦❞✐%② ♦- ❛ ❣-♦✉♣ ♦❢ !❡✈❡-❛❧ !♣❡❝✐✜❝ ❝♦♠♠♦❞✐%✐❡!✳

❚❤❡ ❝♦♥!%-✉❝%✐♦♥ ❛♥❞ %❤❡ ❛♥❛❧②!✐! ♦❢ %❤❡!❡ !✉❜!②!%❡♠! ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡!%✐❣❛%❡❞

❜② J❛!✐♥❡%%✐ ✭✶✾✼✸❀ ✶✾✽✽❛✮ ✐♥ ♦-❞❡- %♦ ✉♥❞❡-!%❛♥❞ %❤❡ ❞②♥❛♠✐❝! ♦❢ ❛ !②!%❡♠ ♦❢

♣-♦❞✉❝%✐♦♥✳ ❆❧❝O♥%❛-❛ ❛♥❞ J❛❞✐❧❧❛ ✭✷✵✵✾✮ ✉!❡! %❤✐! ❝♦♥❝❡♣% %♦ ✐♥✈❡!%✐❣❛%❡ %❤❡

✐♥❞✉❝❡❞ ❡♠✐!!✐♦♥ ♦❢ ❈❖

✷

♦❢ ❛❧❧ !❡❝%♦-! ♦❢ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ❞✉❡ %♦ %❤❡ ♣-♦❞✉❝%✐♦♥ ♦❢

♦♥❡ !♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥!✉♠♣%✐♦♥ ❣♦♦❞✿ %❤❡② %❛❦❡ ❛! ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ %❤❡ !❡-✈✐❝❡ !❡❝%♦- ✐♥

❙♣❛✐♥✳

❚❤❡✐- ♠♦❞❡❧ !%❛-%! ❢-♦♠ %❤❡ ✉!✉❛❧ ♣❤②!✐❝❛❧ -❡❧❛%✐♦♥! ✐♥ !✐♥❣❧❡ ♣-♦❞✉❝%✐♦♥✿

Aq+ c = q ✭✺✳✽✽✮

❲✐%❤ A %❤❡ ♠❛%-✐① ♦❢ %❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥%!✱ q %❤❡ ✈❡❝%♦- ♦❢ I✉❛♥%✐%✐❡! ♣-♦✲

❞✉❝❡❞✱ c %❤❡ ✈❡❝%♦- ♦❢ ❝♦♥!✉♠♣%✐♦♥ ❣♦♦❞! ❛♥❞ !❡-✈✐❝❡! ♣-♦❞✉❝❡❞✳ ❑♥♦✇✐♥❣ %❤❡

❝♦♥!✉♠♣%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ♣❡-✐♦❞✱ %❤❡ ♣-♦❞✉❝❡❞ I✉❛♥%✐%✐❡! ❛-❡✿

[I−A]
−1

c = q ✭✺✳✽✾✮

◆♦✇ ❡I✉❛%✐♦♥ ✺✳✽✽ ❝❛♥ ❜❡ -❡✇-✐%%❡♥ ✐♥ %❤✐! ✇❛②✿

A [I−A]
−1

c+ c = q ✭✺✳✾✵✮

❚❤❡ ♣-♦❞✉❝❡❞ I✉❛♥%✐%✐❡! ❛-❡ ❞❡❝♦♠♣♦!❡❞ ✐♥%♦ ✜♥❛❧ ❝♦♥!✉♠♣%✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥✲

%❡-♠❡❞✐❛-② ❝♦♥!✉♠♣%✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ❧✐♥❡ ♦❢ %❤❡ ▲❡♦♥%✐❡❢ ♠❛%-✐① [I−A]
−1
❡①♣-❡!!❡!

%❤❡ ✐♥%❡-♠❡❞✐❛-② I✉❛♥%✐%✐❡! ♥❡❡❞❡❞ %♦ ♣-♦❞✉❝❡ ♦♥❡ ✉♥✐% ♦❢ %❤❡ -❡❧❛%❡❞ ✜♥❛❧ ❝♦♥✲

!✉♠♣%✐♦♥ ❣♦♦❞✿ ❢♦- %❤❡ !❛❦❡ ♦❢ !✐♠♣❧✐❝✐%② %❤✐! ♠❛%-✐① ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦✇ ❞❡♥♦%❡❞ ❛!

♠❛%-✐① L = [I−A]
−1
✳ ■♥ ♦-❞❡- %♦ ❤❛✈❡ %❤❡ I✉❛♥%✐%✐❡! ♣-♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ !✉❜!②!%❡♠✱

✐% ✐! %❤❡♥ !✉✣❝✐❡♥% %♦ !❡% ❛❧❧ %❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥%! ❜✉% ♦♥❡ ♦❢ %❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♥!✉♠♣%✐♦♥

✈❡❝%♦- %♦ ③❡-♦✿

ALci + ci = q ✭✺✳✾✶✮

❲✐%❤ ci %❤❡ ❝♦♥!✉♠♣%✐♦♥ ✈❡❝%♦- ✇✐%❤ ❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥%! ❜✉% ❝♦❡✣❝✐❡♥% i ❡I✉❛❧
%♦ ③❡-♦✳ ❆❧❝❛♥%❛-❛ ❛♥❞ J❛❞✐❧❧❛ %❤❡♥ ❣♦❡! ❛ ❜✐% ❢✉-%❤❡- ❜② ❞❡❝♦♠♣♦!✐♥❣ ♠❛%-✐①

A ✐♥%♦ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛%-✐① ♣❧✉! ❛ ♠❛%-✐① ✇✐%❤ ♦♥❧② ③❡-♦! ♦♥ %❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧✿

[

AD +A0
]

Lci + ci = q ✭✺✳✾✷✮
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❚❤✐% %②%'❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉0'❤❡0 ❞❡❝♦♠♣♦%❡❞ ❜② %❡♣❛0❛'✐♥❣ '❤❡ ❧✐♥❡% ❝♦00❡%♣♦♥❞✲

✐♥❣ '♦ '❤❡ ♣0♦❝❡%%❡% ♦❢ ♣0♦❞✉❝'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ %❡❝'♦0 i ✭✐❢ '❤❡0❡ ❛0❡ %❡✈❡0❛❧ ✐♥❞✉%'0✐❡%
✐♥ '❤❡ %❡❝'♦0✱ '❤❡0❡ ✇✐❧❧ ❜❡ %❡✈❡0❛❧ ❧✐♥❡% ✐♥ '❤❛' %❡❝'♦0✮ ❢0♦♠ '❤❡ ♦'❤❡0 %❡❝'♦0%

♦❢ ♣0♦❞✉❝'✐♦♥ ✭'❤❡ m ♦'❤❡0 ✐♥❞✉%'0✐❡%✮✿

[(

AD
mm 0
0 AD

ii

)

+

(

A0
mm A0

mi

A✵

im A0
ii

)][

Lmm Lmi

Lim Lii

] [

0
ci

]

+

[

0
ci

]

=
[

qm
i

qi
i

]

✭✺✳✾✸✮

❚❤✐% ❛❧❧♦✇% '♦ ❞❡❝♦♠♣♦%❡ '❤❡ ✐♠♣❛❝' ✐♥ '❡0♠% ♦❢ ♣0♦❞✉❝❡❞ @✉❛♥'✐'✐❡% ♦❢ '❤❡

❝♦♥%✉♠♣'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❣♦♦❞ i ✐♥'♦ ✜✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥'%✿

✶✳ ❚❤❡ ✏❞❡♠❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥'✑✱ 0❡♣0❡%❡♥'❡❞ ❜② '❤❡ '❡0♠ ci✱ ✐✳❡✳ '❤❡

♣0♦❞✉❝'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❝♦♥%✉♠♣'✐♦♥ ❣♦♦❞ i✳

✷✳ ❚❤❡ ✏%♣✐❧❧ ♦✈❡0 ❝♦♠♣♦♥❡♥'✑✱ 0❡♣0❡%❡♥'❡❞ ❜② '❤❡ '❡0♠ qm
i = AD

mmLmic
i +

A0
mmLmic

i+A0
miLiic

i
✱ ✐✳❡✳ '❤❡ @✉❛♥'✐'✐❡% '❤❛' ❛0❡ ♣0♦❞✉❝❡❞ ✐♥ '❤❡ ♦'❤❡0

m %❡❝'♦0% ✐♥ ♦0❞❡0 '♦ ❡♥❛❜❧❡ '❤❡ ♣0♦❞✉❝'✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥%✉♠♣'✐♦♥ ❣♦♦❞% ♦❢

%❡❝'♦0 i✳

✸✳ ❚❤❡ ✏❢❡❡❞✲❜❛❝❦ ❝♦♠♣♦♥❡♥'✑✱ 0❡♣0❡%❡♥'❡❞ ❜② '❤❡ '❡0♠ A✵

imLmic
i
✱ ✐✳❡✳ '❤❡

@✉❛♥'✐'✐❡% ♦❢ '❤❡ ❣♦♦❞ i ✇❤✐❝❤ %❡0✈❡ ❛% ✐♥'❡0♠❡❞✐❛0② ❝♦♥%✉♠♣'✐♦♥ ✐♥ '❤❡

m ♦'❤❡0 %❡❝'♦0% ✐♥ ♦0❞❡0 '♦ ❡♥❛❜❧❡ '❤❡ ♣0♦❞✉❝'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❝♦♥%✉♠♣'✐♦♥

❣♦♦❞% ♦❢ %❡❝'♦0 i✳

✹✳ ❚❤❡ ✏♦✇♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥'✑✱ 0❡♣0❡%❡♥'❡❞ ❜② '❤❡ '❡0♠ AD
iiLiic

i
✱ ✐✳❡✳ '❤❡ @✉❛♥✲

'✐'✐❡% ♦❢ '❤❡ ♦✇♥ ❣♦♦❞ '❤❡② ♣0♦❞✉❝❡ '❤❛' ❛0❡ ♥❡❡❞❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ✐♥❞✉%'0② ♦❢

%❡❝'♦0 i ❛% ❛♥ ✐♥'❡0♠❡❞✐❛0② ❝♦♥%✉♠♣'✐♦♥ ✐♥ ♦0❞❡0 '♦ ❡♥❛❜❧❡ '❤❡ ♣0♦❞✉❝'✐♦♥

♦❢ '❤❡ ❝♦♥%✉♠♣'✐♦♥ ❣♦♦❞% ♦❢ %❡❝'♦0 i✳

✺✳ ❚❤❡ ✏ ✐♥"#❛ %♣✐❧❧ ♦✈❡0 ❝♦♠♣♦♥❡♥'✑✱ 0❡♣0❡%❡♥'❡❞ ❜② '❤❡ '❡0♠ A0
iiLiic

i
✱ ✐✳❡✳

'❤❡ @✉❛♥'✐'✐❡% ♦❢ '❤❡ ❣♦♦❞% ♣0♦❞✉❝❡❞ ❜② '❤❡ ♦'❤❡0 ✐♥❞✉%'0✐❡% ♦❢ %❡❝'♦0 i
'❤❛' ❛0❡ ♥❡❡❞❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ✐♥❞✉%'0② ♦❢ %❡❝'♦0 i ❛% ❛♥ ✐♥'❡0♠❡❞✐❛0② ❝♦♥%✉♠♣✲

'✐♦♥ ✐♥ ♦0❞❡0 '♦ ❡♥❛❜❧❡ '❤❡ ♣0♦❞✉❝'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❝♦♥%✉♠♣'✐♦♥ ❣♦♦❞% ♦❢ %❡❝'♦0

i✳

❇② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ✈❡❝'♦0 e 0❡♣0❡%❡♥'✐♥❣ ❈❖

✷

❡♠✐%%✐♦♥% ♣❡0 ✉♥✐' ♦❢ ♦✉'♣✉' ✐♥ ❡❛❝❤

✐♥❞✉%'0②✱ ✐' ✐% '❤❡♥ ♣♦%%✐❜❧❡ '♦ ❦♥♦✇ '❤❡ ❡♠✐%%✐♦♥% ❞✉❡ '♦ '❤❡ ♣0♦❞✉❝'✐♦♥ ♦❢

❝♦♥%✉♠♣'✐♦♥ ❣♦♦❞% ✐♥ %✉❜%②%'❡♠ i✱ ❛♥❞ '❤❡♥ '♦ ❞❡❝♦♠♣♦%❡ %✉❝❤ ❡♠✐%%✐♦♥% ❢♦0

❛❧❧ ✜✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥'%✳ ■' ✐% ❢✉0'❤❡0♠♦0❡ ♣♦%%✐❜❧❡ '♦ ❦♥♦✇ '❤❡ ❡♠✐%%✐♦♥% ♦❢ '❤❡

%❡❝'♦0 i ❞✉❡ '♦ '❤❡ ♣0♦❞✉❝'✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥%✉♠♣'✐♦♥ ❣♦♦❞% ✐♥ '❤❡ ♦'❤❡0 m ✐♥❞✉%'0✐❡%✱

❜② 0❡✇0✐'✐♥❣ %②%'❡♠ ✺✳✾✸ ❛%✿

[

Amm Ami

Aim Aii

] [

Lmm Lmi

Lim Lii

] [

cm

0

]

+

[

cm

0

]

=

[

qm
m

qi
m

]

✭✺✳✾✹✮
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❊❈❖◆❖▼■❈❙❄ ✶✾✷

❚❤❡&❡ ❡♠✐&&✐♦♥& ❛,❡ -❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛-❡❞ ❜② ♠✉❧-✐♣❧②✐♥❣ ✈❡❝-♦, e ✇✐-❤ -❤❡ ❝♦♠✲

♣♦♥❡♥- qi
m = AimLmmcm +AiiLimcm✳

❚❤✐& ❛♥❛❧②&✐& ♦❢ ❡♠✐&&✐♦♥& ♣❡, &✉❜&②&-❡♠ ✐& ❞❡❡♣❡♥❡❞ ❜② ❇✉-♥❛, ❛♥❞ ▲❧♦♣

✭✷✵✶✶✮✱ ✇❤♦ &-✉❞② -❤❡ ❞❡-❡,♠✐♥❛♥-& ♦❢ ❝❤❛♥❣❡& ♦❢ ❈❖

✷

❡♠✐&&✐♦♥& ♦♥ -❤❡ &✉❜&②&✲

-❡♠ ❧❡✈❡❧✱ -❤,♦✉❣❤ &-,✉❝-✉,❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦&✐-✐♦♥✳ ■♥ ♦,❞❡, -♦ ❞♦ -❤✐&✱ -❤❡② ❞❡✜♥❡ ❛

&✉❜&②&-❡♠ ♦❢ ♣,♦❞✉❝-✐♦♥ ✐♥ -❤❡ &❛♠❡ ✇❛② ❛& ❆❧❝F♥-❛,❛ ❛♥❞ G❛❞✐❧❧❛ ✭✷✵✵✾✮✱ ❜✉-

-❤❡② ♦♥❧② ❞❡❝♦♠♣♦&❡ ✐- ✐♥-♦ -❤,❡❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥-& ❛♥❞ -❤❡♥ ♠✉❧-✐♣❧② ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦✲

♥❡♥- ❜② -❤❡✐, ❡♠✐&&✐♦♥& ✈❡❝-♦, ✭ei ❢♦, -❤❡ ❡♠✐&&✐♦♥& ♣❡, ✉♥✐- ♦❢ ♦✉-♣✉- ♦❢ -❤❡

&✉❜&②&-❡♠ ✐♥❞✉&-,✐❡&✱ em ❢♦, -❤❡ ❡♠✐&&✐♦♥& ♦❢ -❤❡ ♦-❤❡, ✐♥❞✉&-,✐❡&✮✳ ❚❤❡ -❤,❡❡

❝♦♠♣♦♥❡♥-& ❛,❡✿

✶✳ ❚❤❡ ✏❞❡♠❛♥❞ ❧❡✈❡❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥-✑✱ DLC = eici✱ ❡K✉✐✈❛❧❡♥- -♦ -❤❡ ✏❞❡♠❛♥❞

✈♦❧✉♠❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥-✑ ♦❢ ❆❧❝❛♥-❛,❛ ❛♥❞ G❛❞✐❧❧❛❀

✷✳ ❚❤❡ ✏❡①-❡,♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥-✑✱ EC = em (AmmLmi +AmiLii) c
i
✱ ❡K✉✐✈❛❧❡♥-

-♦ -❤❡ ✏&♣✐❧❧ ♦✈❡, ❝♦♠♣♦♥❡♥-✑ ♦❢ ❆❧❝❛♥-❛,❛ ❛♥❞ G❛❞✐❧❧❛❀

✸✳ ❚❤❡ ✏✐♥-❡,♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥-✑✱ IC = ei (AimLmi +AiiLii) c
i
✱ ❡K✉✐✈❛❧❡♥- -♦

-❤❡ ❛❞❞✐-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ✏❢❡❡❞✲❜❛❝❦✑✱ -❤❡ ✏♦✇♥✑ ❛♥❞ -❤❡ ✏✐♥-,❛ &♣✐❧❧ ♦✈❡, ❝♦♠✲

♣♦♥❡♥-✑ ♦❢ ❆❧❝❛♥-❛,❛ ❛♥❞ G❛❞✐❧❧❛❀

❚❤❡ -♦-❛❧ ❡♠✐&&✐♦♥ ❞✉❡ -♦ -❤❡ ♣,♦❞✉❝-✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥&✉♠♣-✐♦♥ ❣♦♦❞& ✐♥ &✉❜&②&-❡♠

i ✐& -❤✉& ✇,✐--❡♥ ❛& ❢♦❧❧♦✇&✿

E = DLC + EC + IC ✭✺✳✾✺✮

❚❤❡ &-❛,-✐♥❣ ♣♦✐♥- ♦❢ -❤❡ &-,✉❝-✉,❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦&✐-✐♦♥ ✐& -♦ ❛&&✉♠❡ -❤❛- ❝❤❛♥❣❡&

✐♥ -♦-❛❧ ❡♠✐&&✐♦♥ E ✐& ❞✉❡ -♦ ❝❤❛♥❣❡&✱ ❛- ❞✐✛❡,❡♥- ❧❡✈❡❧&✱ ✐♥ -❤❡ -❤,❡❡ ❝♦♠♣♦✲

♥❡♥-&✿

∆E = ∆DLC +∆EC +∆IC ✭✺✳✾✻✮

❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡& ♦❢ ❡♠✐&&✐♦♥& ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥- ❝❛♥ -❤❡♥ ❜❡ -❤❡ ,❡&✉❧- ♦❢ ❛

❝❤❛♥❣❡ ✐♥ -❤❡ ❡♠✐&&✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥-& ✭❝❤❛♥❣❡ ✐♥ -❤❡ ✏❡♠✐&&✐♦♥ -❡,♠✑✱ ET ✮ ♦, -❤❡
,❡&✉❧- ♦❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ -❤❡ -❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥-& ✭✏-❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ -❡,♠✑✱ TT ✮ ♦,

✜♥❛❧❧② -❤❡ ,❡&✉❧- ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✜♥❛❧ ❞❡♠❛♥❞ ✭✏❞❡♠❛♥❞ -❡,♠✑✱ DT ✮✳ ❆❧❧ -❤,❡❡

❞❡-❡,♠✐♥❛♥-& ❝❛♥ ♦❢ ❝♦✉,&❡ ❝❤❛♥❣❡ ❛- -❤❡ &❛♠❡ -✐♠❡✱ ❜✉- -❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ &-,✉❝-✉,❛❧

❞❡❝♦♠♣♦&✐-✐♦♥ ✐& ♣,❡❝✐&❡❧② -♦ ✉♥❞❡,&-❛♥❞ ❤♦✇ ❡❛❝❤ ❞❡-❡,♠✐♥❛♥- ✐♠♣❛❝-& -❤❡

-♦-❛❧ ❡♠✐&&✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧- -❛&❦ ✇✐-❤ &-,✉❝-✉,❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦&✐-✐♦♥ ✐& -♦

✉♥❞❡,&-❛♥❞ ❤♦✇ ❞❡-❡,♠✐♥❛♥-& ❛,❡ ,❡❧❛-❡❞ -♦ ❡❛❝❤ ♦-❤❡,✿

✻✻

❢♦, ✐♥&-❛♥❝❡✱ ❢♦, -❤❡

❞❡♠❛♥❞ ❧❡✈❡❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥-✱ ❇✉-♥❛, ❛♥❞ ▲❧♦♣ ❛&&✉♠❡& -❤❛- ❝❤❛♥❣❡& ✐♥ ❡♠✐&&✐♦♥

❝♦❡✣❝✐❡♥-& ❛,❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥- ❢,♦♠ ❝❤❛♥❣❡& ✐♥ ✜♥❛❧ ❞❡♠❛♥❞✳ ❍♦✇❡✈❡,✱ ✐♥ -❤❡

❡①-❡,♥❛❧ ❛♥❞ -❤❡ ✐♥-❡,♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥-&✱ -❤❡ ❝❤❛♥❣❡& ♦❢ ❡♠✐&&✐♦♥& ❛,❡ ❝♦♥&✐❞❡,❡❞

-♦ ❜❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥- ✇✐-❤ -❤❡ ❝❤❛♥❣❡& ♦❢ -❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥-&✱ &♦ -❤❛- -❤❡ -❡❝❤✲

♥♦❧♦❣✐❝❛❧ -❡,♠ ✐♥❝❧✉❞❡& ❜♦-❤✱ ✇❤❡,❡❛& ❝❤❛♥❣❡& ✐♥ ❞❡♠❛♥❞ ❛,❡ ❛&&✉♠❡❞ -♦ ❜❡

✻✻

❆♥❞ ✐$ ✐% ♣♦%%✐❜❧❡ $♦ ✜♥❞ ❛ -❡%✐❞✉❛❧ ✇❤✐❝❤ ✐% ♥♦$ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② $❤❡ ❝❤♦%❡♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$

❞❡$❡-♠✐♥❛♥$%✿ ❤❡-❡ ❇✉$♥❛- ❛♥❞ ▲❧♦♣ ❝❤♦%❡ $♦ ❛❧❧♦❝❛$❡ $❤✐% -❡%✐❞✉❛❧ $♦ ❡❛❝❤ ❞❡$❡-♠✐♥❛♥$

✭❢♦❧❧♦✇✐♥❣ $❤❡ ♠❡$❤♦❞ ♣-♦♣♦%❡❞ ❜② ❇❡♥♥❡$✱ ✶✾✷✵✮✳
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✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥( ❢*♦♠ ❝❤❛♥❣❡1 ✐♥ (❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ 1(*✉❝(✉*❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦1✐(✐♦♥ ♦❢ (♦(❛❧

❡♠✐11✐♦♥ ✐1 (❤❡♥✿

∆E = ∆ETDLC +∆DTDLC +∆TTEC +∆DTEC +∆TTIC +∆DTIC ✭✺✳✾✼✮

■❢ (❤❡ ❛11✉♠♣(✐♦♥1 ❛*❡ ❝♦**❡❝(✱ ✐( ✐1 (❤❡*❡❢♦*❡ ♣♦11✐❜❧❡ (♦ ❜❡((❡* ✉♥❞❡*1(❛♥❞

(❤❡ *❡❛1♦♥1 ❢♦* ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ (❤❡ ❡♠✐11✐♦♥1 ♦❢ ♦♥❡ 1✉❜1②1(❡♠✱ ❛♥❞ (❤✉1 (♦ ❜❡((❡*

✐❞❡♥(✐❢② ✇❤✐❝❤ ♣♦❧✐❝② ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ (♦ *❡❞✉❝❡ (❤♦1❡ ❡♠✐11✐♦♥1✳



❈❤❛♣$❡& ✻

 !♦♠✐%✐♥❣ ♣❛*❤%

✻✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

■ !❤✐♥❦ !❤❡ ❙(❛✛❛✬, ❛♣♣(♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥!❡(❡,!✐♥❣ ❢♦( ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝, ❜❡❝❛✉,❡

✐! ♦✛❡(, ❛ ❝♦♥,!(✉❝!✐✈❡ ❛❧!❡(♥❛!✐✈❡ !♦ !❤❡ ♥❡♦❝❧❛,,✐❝❛❧ ♠❡!❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ ❜❡❝❛✉,❡

✐! ❝♦✉❧❞ ❤❡❧♣ !♦ ,✉♣♣♦(! ,♦♠❡ ✈✐❡✇, ✐♥ !❤❡ ❤❡❛!❡❞ ❞❡❜❛!❡, ♦❢ !❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧

❡❝♦♥♦♠✐❝, ✜❡❧❞✳ ■ ✇✐❧❧ ❞❡❛❧ ✐♥ !❤✐, ❝❤❛♣!❡( ✇✐!❤ ,♦♠❡ ❝♦♥,!(✉❝!✐✈❡ ❛,♣❡❝!,

!❤❛! ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧! ❢(♦♠ ❙(❛✛❛✬, ♠❡!❤♦❞♦❧♦❣②✱ ♦♥ ♥❛!✉(❛❧ (❡,♦✉(❝❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝,

✭(❡♥❡✇❛❜❧❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲(❡♥❡✇❛❜❧❡✮ ❛♥❞ !❤❡ @✉❡,!✐♦♥ ♦❢ ✇❛,!❡, ❛♥❞ ♣♦❧❧✉!✐♦♥✱ ✐♥

,❡❝!✐♦♥ ✻✳✷✳ ■ ✇✐❧❧ !❤❡♥ ❛!!❡♠♣! !♦ ,❤♦✇ ❤♦✇ !❤❡ ❙(❛✣❛♥ ❛♣♣(♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡

✉,❡❞ !♦ ,❤❡❞ ❛ ♥❡✇ ❧✐❣❤! ♦♥ !❤❡ ❞❡❜❛!❡ ❛(♦✉♥❞ !❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♥❛!✉(❡ ✭❛♥❞ ❛(♦✉♥❞

!❤❡ ♥♦!✐♦♥ ❛♥❞ !❤❡ ♣❛②♠❡♥! ❢♦( ❡❝♦,②,!❡♠ ,❡(✈✐❝❡,✮ ❛♥❞ !❤❡ ♣♦,,✐❜✐❧✐!② !♦ ❜✉✐❧❞

❛ ❝✐(❝✉❧❛( ❡❝♦♥♦♠② ✐♥ ,❡❝!✐♦♥ ✻✳✸✳

✶✾✹
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✻✳✷ ❘❡♣&❡'❡♥)✐♥❣ )❤❡ &❡❛❧ ❡❝♦♥♦♠②

▲❡% ✉' '%❛)% ✇✐%❤ ❛ '✐♠♣❧❡ '②'%❡♠ ♦❢ ♣)♦❞✉❝%✐♦♥ ✇✐%❤ %❤)❡❡ ♣)♦❝❡''❡'✿ ❤❡)❡ ■ ✉'❡

%❤❡ '❛♠❡ '②'%❡♠ ❛' ✐♥ ❑❡♠♣✲❇❡♥❡❞✐❝% ✭✷✵✶✹✮✳ A)♦❝❡'' 1 ♣)♦❞✉❝❡' )❛✇ ♠❛%❡)✐❛❧

❢)♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥❛%✉)❛❧ )❡'♦✉)❝❡ ✱ ♣)♦❝❡'' 2 ♣)♦❞✉❝❡' ❜✉❧❦ ❝♦♠♠♦❞✐%✐❡' ❢)♦♠ )❛✇

♠❛%❡)✐❛❧ ❛♥❞ ♣)♦❝❡'' 3 ♣)♦❞✉❝❡' ❛ ❝❛♣✐%❛❧ ❣♦♦❞ ✇❤✐❝❤ ✐' ✉'❡❞ ❜② ❛❧❧ ♣)♦❝❡''❡'✳

❚❤❡ ✐♥♣✉%✲♦✉%♣✉% )❡♣)❡'❡♥%❛%✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✇)✐%%❡♥✱ ✇✐%❤ A %❤❡ ✐♥♣✉%' ♠❛%)✐①✱

B %❤❡ ♦✉%♣✉% ♠❛%)✐① ✭♣)♦❝❡''❡' ❛)❡ ✐♥ )♦✇'✱ ❣♦♦❞' ❛)❡ ✐♥ ❝♦❧✉♠♥'✮ ❛♥❞ l %❤❡

❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝%♦) ♦❢ %❤❡ '❤❛)❡' ♦❢ %♦%❛❧ ❧❛❜♦) ✉'❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ♣)♦❝❡''✿

A =





0 0 a13
a21 0 a23
0 a32 a33



 ; B =





b11 0 0
0 b22 0
0 0 b33



 ; l =





l1
l2
l3





✭✻✳✶✮

❲✐%❤ l1 + l2 + l3 = 1✳ ❚❤❡ ♣)✐❝❡ '②'%❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✇)✐%%❡♥ ✐♥ %❤✐' ✇❛②✿

(1 + π)Ap+ wl = Bp ✭✻✳✷✮

❲✐%❤ p %❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝%♦) ♦❢ ♣)✐❝❡'✱ π %❤❡ )❛%❡ ♦❢ ♣)♦✜% ❛♥❞ w %❤❡ ✇❛❣❡✳

✻✳✷✳✶ $%✐❝❡ )②)+❡♠ ❛♥❞ +❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐)+%✐❜✉+✐♦♥

■♥ ♦)❞❡) %♦ ❝❛❧❝✉❧❛%❡ '%❛%✐❝ ❙)❛✣❛♥ ♣)✐❝❡'✱ ✇❡ ❤❛✈❡ %♦ ✜♥❞ %❤❡ '%❛♥❞❛)❞ '②'%❡♠✱

❜② ♠✉❧%✐♣❧②✐♥❣ ❛❧❧ ♣)♦❝❡''❡' ❜② ❛❞❡N✉❛%❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥%' ✐♥ ♦)❞❡) %♦ ❤❛✈❡ %❤❡ '❛♠❡

)❛%✐♦ ❜❡%✇❡❡♥ '✉)♣❧✉' ❛♥❞ ✐♥♣✉%' ❢♦) ❡❛❝❤ ❝♦♠♠♦❞✐%②✱ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ %❤❡ '✉♠

♦❢ ❧❛❜♦) ❝♦❡✣❝✐❡♥%' ❡N✉❛❧ %♦ ♦♥❡✳ ❍❡)❡ ❛ ♥✉♠❡)✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ %❤❡ '%❛♥❞❛)❞

'②'%❡♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡✿

A =





0 0 1
1 0 1
0 1 1



 ; B =





2 0 0
0 2 0
0 0 6



 ; l =





1
3
1
3
1
3





✭✻✳✸✮

❚❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ )❛%❡ ♦❢ ♣)♦✜% ✐' %❤✉' ✭✇❤❡♥ %❤❡ ✇❛❣❡ ✐' ❡N✉❛❧ %♦ ③❡)♦✮✿

R =
p1 + p2 + 3p3
p1 + p2 + 3p3

= 1 ✭✻✳✹✮

■❢ %❤❡ '%❛♥❞❛)❞ ❝♦♠♠♦❞✐%② ✐' ❝❤♦'❡♥ ❛' %❤❡ ♥✉♠❡)❛✐)❡ ✭✐✳❡✳ ✐❢ p1+p2+3p3 =
1✮✱ %❤❡ )❡❧❛%✐♦♥ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ )❛%❡ ♦❢ ♣)♦✜% π ❛♥❞ %❤❡ ✇❛❣❡ w ❜❡❝♦♠❡'✿

π = 1− w ✭✻✳✺✮

❲✐%❤ 0 ≤ w ≤ 1✳ ❚❤❡ )❡❧❛%✐♦♥ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ ❞✐'%)✐❜✉%✐♦♥ ✈❛)✐❛❜❧❡' ✐♥✢✉❡♥❝❡

%❤❡ ♣)✐❝❡'✳ ■❢ ✇❛❣❡ ✐' ❣✐✈❡♥✱ %❤❡ ♣)✐❝❡ '♦❧✉%✐♦♥ ✐'✿

p = [B− (2− w)A]
−1

wl ✭✻✳✻✮

❲❡ ❝❛♥ '❡❡ %❤❡ ❡✈♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ ♣)✐❝❡' ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ %❤❡ ❞✐'%)✐❜✉%✐♦♥ ♦❢ %❤❡

'✉)♣❧✉' ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✿
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❋✐❣✉'❡ ✻✳✶✿ ❊✈♦❧✉/✐♦♥ ♦❢ ♣'✐❝❡4 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❞✐4/'✐❜✉/✐♦♥

✻✳✷✳✷ ◆❛%✉'❛❧ '❡*♦✉'❝❡*

✻✳✷✳✷✳✶ ❍♦✇ '♦ (❡♣(❡+❡♥' ♥❛'✉(❛❧ (❡+♦✉(❝❡+❄

❚❤❡ ♥❛/✉'❛❧ '❡4♦✉'❝❡ ✐4 ♥♦/ '❡♣'❡4❡♥/❡❞ ✐♥ ❙'❛✛❛✬4 ♣'✐❝❡ 4②4/❡♠✱ ❜✉/ ♥❡✈❡'✲

/❤❡❧❡44 4✉♣♣♦'/4 /❤❡ ♣'♦❞✉❝/✐♦♥ ♣'♦❝❡44 ✭♦/❤❡'✇✐4❡ ♥♦ '❛✇ ♠❛/❡'✐❛❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡

♣'♦❞✉❝❡❞✮✳ ❖♥❡ ✇❛② /♦ '❡✈❡❛❧ ✐/4 ✐♠♣♦'/❛♥❝❡ ✐4 /♦ ❧♦♦❦ ❛/ /❤❡ ♣❤②4✐❝❛❧ ❝♦♥✲

4❡F✉❡♥❝❡4 ♦❢ /❤❡ ❞❡♣❧❡/✐♦♥ ♦❢ /❤✐4 4/♦❝❦✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡'❛❧ ❧❛✇✱ ✐♥ /❤✐4 ❝❛4❡✱ ✐4 /❤❛/

/❤❡ ♠♦'❡ ❛ '❡4♦✉'❝❡ ❜❡❝♦♠❡4 4❝❛'❝❡✱ /❤❡ ♠♦'❡ ❞✐✣❝✉❧/ ✐4 ✐/4 ❡①/'❛❝/✐♦♥ ✭/❤✐4

❝♦♥❝❡'♥4 ❛❧❧ ❡①/'❛❝/✐✈❡ ✐♥❞✉4/'✐❡4✱ ❜✉/ ❛❧4♦ ❢♦'❡4/'②✱ ✜4❤❡'②✱ ❡/❝✳✮✳ ❆ '❡❛❧✐4/✐❝

❢✉♥❝/✐♦♥ ♦❢ ❡①/'❛❝/✐♦♥ 4❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ /❤❡ ❢♦'♠✿

✶

b11 (t) = αS (t) ✭✻✳✼✮

❲✐/❤ S (t) /❤❡ ♣❤②4✐❝❛❧ 4/♦❝❦ ♦❢ ♥❛/✉'❛❧ '❡4♦✉'❝❡✱ ❛♥❞ α ❛ ♣♦4✐/✐✈❡ ❝♦❡✣✲

❝✐❡♥/✳ ❚❤❛/ ✐4✱ /❤❡ ❡①/'❛❝/✐♦♥ ❝♦4/ ✐4 ♣♦4✐/✐✈❡❧② '❡❧❛/❡❞ ✇✐/❤ /❤❡ 4/♦❝❦ ♦❢ ♥❛/✉'❛❧

'❡4♦✉'❝❡ ❧❡❢/ ✐♥ /❤❡ ❣'♦✉♥❞✳

◆♦✇✱ ❜❡❝❛✉4❡ /❤❡ '❛✇ ♠❛/❡'✐❛❧ ♣'♦❞✉❝❡❞ ❢'♦♠ /❤❡ ❡①/'❛❝/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ♥❛/✉'❛❧

'❡4♦✉'❝❡ ✐4 ❛ ❜❛4✐❝ ❝♦♠♠♦❞✐/②✱ ❛4 4♦♦♥ ❛4 ✐/4 ♠❡/❤♦❞ ♦❢ ♣'♦❞✉❝/✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡4✱

/❤❡ 4/❛♥❞❛'❞ 4②4/❡♠ ✇✐❧❧ ❛❧4♦ ❝❤❛♥❣❡✳ ■/ ♠❡❛♥4 /❤❛/ /❤❡ 4/❛♥❞❛'❞ ♦❢ ✈❛❧✉❡

✉4❡❞ ✐♥ /❤❡ ✐♥✐/✐❛❧ 4✐/✉❛/✐♦♥ ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡✱ 4♦ /❤❡ ❝♦♠♣❛'✐4♦♥ ❜❡/✇❡❡♥ ♣'✐❝❡4 ❛❢/❡'

✶

❚❤✐# ✐❞❡❛ ❝♦♠❡# ❢+♦♠ ,❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝# ♦❢ +❡♥❡✇❛❜❧❡ +❡#♦✉+❝❡# ✭●♦+❞♦♥✱ ✶✾✺✹❀ ❙❝❤❛❡✛❡+✱

✶✾✺✹✮✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♣+❡#❡♥,❛,✐♦♥ ❢+♦♠ ❊++❡②❣❡+# ✭✷✵✶✹✮ ♦♥ ,❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤✐# #✉❜❥❡❝, ,♦

♥❡♦✲❘✐❝❛+❞✐❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝#✳
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❛♥❞ ❜❡❢♦*❡ +❤✐. ❝❤❛♥❣❡ ✐. ♠❡❛♥✐♥❣❧❡..✳

✷

❍❡♥❝❡ ❝♦♠♣❛*✐.♦♥. ❜❡+✇❡❡♥ ❞✐✛❡*❡♥+

♣❡*✐♦❞. ♦❢ ♣*♦❞✉❝+✐♦♥ .❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ ♦♥ +❤❡ ♣❤②.✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ♥♦+ ♦♥ +❤❡ ✈❛❧✉❡

❧❡✈❡❧✳ ■. +❤❡ ♣❤②.✐❝❛❧ *❛+❡ ♦❢ .✉*♣❧✉. ✭❡>✉❛❧ +♦ +❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ *❛+❡ ♦❢ ♣*♦✜+✮

❝❤❛♥❣❡❞❄ ■. +❤❡ ♣*♦❞✉❝+✐✈✐+② ♦❢ ♦♥❡ ❤♦✉* ♦❢ ❧❛❜♦* ❞✐✛❡*❡♥+❄ ❚❤❡.❡ ❛*❡ ♣❤②.✐❝❛❧

✈❛*✐❛❜❧❡. +❤❛+ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛*❡❞ ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡*❡♥+ ♣❡*✐♦❞. ♦❢ ♣*♦❞✉❝+✐♦♥✳

■❢ ✇❡ ❣♦ ❜❛❝❦ +♦ +❤❡ ♥✉♠❡*✐❝❛❧ ❝❛.❡ ♦❢ .✉❜.❡❝+✐♦♥ ✻✳✷✳✶✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛**✐✈❡ +♦

+❤❡ ❝❛.❡ ✇❤❡*❡ +❤❡ ❡①+*❛❝+✐♦♥ ♦❢ *❛✇ ♠❛+❡*✐❛❧ ✐. ♠♦*❡ ❞✐✣❝✉❧+✿

A =





0 0 1
1 0 1
0 1 1



 ; B =





b11 (t) 0 0
0 2 0
0 0 6



 ; l =





1
3
1
3
1
3





✭✻✳✽✮

❲✐+❤ 0 ≤ b11 (t) ≤ 2✳ ■♥ +❤✐. ❝❛.❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❧♦♦❦ ❛+ +❤❡ ❡✈♦❧✉+✐♦♥ ♦❢ +❤❡

♠❛①✐♠❛❧ *❛+❡ ♦❢ ♣*♦✜+ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ +❤❡ ♣*♦❞✉❝+✐♦♥ ♦❢ *❛✇ ♠❛+❡*✐❛❧ ✐♥ ❋✐❣✳

✻✳✷✿

❋✐❣✉*❡ ✻✳✷✿ ❊✈♦❧✉+✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ *❛+❡ ♦❢ ♣*♦✜+ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❡①+*❛❝+✐♦♥ ♦❢ *❛✇

♠❛+❡*✐❛❧

❲❡ ♠✉.+ ♥♦+❡ +❤❛+ +❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡ .②.+❡♠ ✐. ❞✐✛❡*❡♥+ ❢*♦♠ +❤❡ ♣❤②.✐❝❛❧

❡①❝❤❛♥❣❡ .②.+❡♠✳ ■♥ +❤✐. ❝❛.❡ ♣❤②.✐❝❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡. ❝❛♥ ❜❡ *❡♣*❡.❡♥+❡❞ ✐♥ +❤✐.

✇❛② ✭✇✐+❤ +❤❡ ✐♥❝❧✉.✐♦♥ ♦❢ ♥❛+✉*❛❧ *❡.♦✉*❝❡✱ ❝♦♠♠♦❞✐+② 4✱✮✿

✷

■❢ "❤❡ %❛✇ ♠❛"❡%✐❛❧ ✐+ ❛ ♥♦♥✲❜❛+✐❝ ❝♦♠♠♦❞✐"②✱ "❤❡ ♣%✐❝❡ ♦❢ "❤✐+ ♠❛"❡%✐❛❧ ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡✱ ❜✉"

"❤❡ ♦"❤❡% ♣%✐❝❡+ ✇✐❧❧ ♥♦" ❜❡ ❛✛❡❝"❡❞✱ ❛♥❞ "❤✉+ ❛ ❝♦♠♣❛%✐+♦♥ ❜❡"✇❡❡♥ ✈❛❧✉❡+ ✐+ ♣♦++✐❜❧❡✳
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A =





0 0 a13 a14
a21 0 a23 0
0 a32 a33 0



 ; B =





b11 0 0 0
0 b22 0 0
0 0 b33 0



 ; l =









l1
l2
l3
l4









✭✻✳✾✮

❲❡ )❡❡ ❤❡+❡ ,❤❡ ♣+♦❜❧❡♠ ,❤❛,✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ),❛+, ✇✐,❤ ,❤❡ ❞❡)❝+✐♣,✐♦♥ ♦❢ ♣❤②)✐❝❛❧

❡①❝❤❛♥❣❡)✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦, ❣❡, ,❤❡ )❛♠❡ )❡, ♦❢ ♣+✐❝❡) ❛) ✐♥ ,❤❡ )✐,✉❛,✐♦♥ ✇❤❡+❡ ✇❡

❛❧+❡❛❞② ❦♥♦✇ ,❤❡ ✈❛❧✉❡ ❡①❝❤❛♥❣❡) ✭✐✳❡✳ ,❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡) ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐,✐❡) ❛♥❞

)❡+✈✐❝❡) ✇❤✐❝❤ ❜❡❛+ ❛ ♣+✐❝❡✮✳ ▲♦♦❦✐♥❣ ❛, )②),❡♠ ✻✳✶✹✱ ❤♦✇ ,♦ ❝♦♥),+✉❝, ❛

),❛♥❞❛+❞ )②),❡♠❄ ❚❤❡ ♥❛,✉+❛❧ +❡)♦✉+❝❡ ♠✉), ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛,❡❞✱ ❛♥❞ ,❤✐) ❝❛♥ ♦♥❧②

❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❞❡❧❡,✐♥❣ ♣+♦❝❡)) 1✳ ❲❡ ❛+❡ ❧❡❢, ✇✐,❤ ♣+♦❝❡)) 2 ❛♥❞ 3✱ ❜✉, ♣+♦❝❡)) 2
✉)❡) ❝♦♠♠♦❞✐,② 1✱ ✇❤✐❝❤ ✐) ♥♦, ♣+♦❞✉❝❡❞ ❛♥②♠♦+❡ ❜❡❝❛✉)❡ ♣+♦❝❡)) 1 ❤❛) ❜❡❡♥

❞❡❧❡,❡❞✳ ❚❤✉) ✇❡ ♠✉), ❛❧)♦ )✉♣♣+❡)) ,❤✐) ♣+♦❝❡))✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛+❡ ❧❡❢, ✇✐,❤ ♣+♦❝❡))

3✳ ❇✉, ❜❡❝❛✉)❡ ❝♦♠♠♦❞✐,② 2 ✐) ♥♦, ♣+♦❞✉❝❡❞ ❛♥②♠♦+❡✱ ✇❡ ♠✉), ❛❧)♦ ❞❡❧❡,❡

♣+♦❝❡)) 3 ❛♥❞ ♥♦ ),❛♥❞❛+❞ )②),❡♠ ❝♦✉❧❞ ❛+✐)❡✳

■♥ ♦+❞❡+ ,♦ ❛✈♦✐❞ )✉❝❤ ♣+♦❜❧❡♠)✱ ✇❡ ♠✉), ✐♥)✐), ♦♥ ,❤❡ ❝♦♥❞✐,✐♦♥ ❢♦+ ❛

+❡)♦✉+❝❡ ,♦ ❣❡, ❛ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ,❤❡ ❙+❛✣❛♥ )②),❡♠ ✭✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧+❡❛❞② ♣+❡)❡♥,❡❞ ,❤❡♠

✐♥ )✉❜)❡❝,✐♦♥ ✸✳✸✳✸✮✿

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✶✳ ❆ !❡#♦✉!❝❡ ♦! ❛ #❡!✈✐❝❡ ♠✉#+ ❜❡ ♣!♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♦!❞❡! +♦ ❣❡+ ❛

♣!✐❝❡✱ ✐✳❡✳ ❛+ ❧❡❛#+ ♦♥❡ ✐♥♣✉+ ♠✉#+ ❜❡ ❝♦♥#✉♠❡❞ ✐♥ ♦!❞❡! +♦ ❣❡+ +❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐+②✳

❚❤❡ ♥❛,✉+❛❧ +❡)♦✉+❝❡ ❝❛♥♥♦, ,❤❡♥ +❡❝❡✐✈❡ ❛ ♣+✐❝❡✱ ❛) ✐, ✐) ♥♦, ♣+♦❞✉❝❡❞✳

✻✳✷✳✷✳✷ ❆♥ ❛&&❡♠♣& &♦ !❡♣!❡$❡♥& &❤❡ ♥❛&✉!❛❧ ♣!♦❝❡$$ ♦❢ ♣!♦❞✉❝&✐♦♥

❚❤❡ )♦❧✉,✐♦♥ ❞❡✈✐)❡❞ ❜② ❖✬❈♦♥♥♦+ ✭✶✾✾✸❜✮ ✐) ,♦ +❡♣+❡)❡♥, ,❤❡ ♣+♦❝❡)) ♣+♦❞✉❝✐♥❣

,❤❡ ♥❛,✉+❛❧ +❡)♦✉+❝❡✱ ✐✳❡✳ ,♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥ ,❤❡ ,❡❝❤♥♦❧♦❣② )♦♠❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣+♦❝❡))❡)✳

❚❤✐) ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ ,❤❛, ♥❛,✉+❛❧ ♣+♦❝❡))❡) ❛+❡ ❡M✉✐✈❛❧❡♥, ,♦ ❝❛♣✐,❛❧✐), ♣+♦❝❡))❡)✱

)❡❧❧✐♥❣ ,❤❡✐+ ♣+♦❞✉❝, ♦♥ ,❤❡ ♠❛+❦❡, ❛, ,❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ,❤❡ ♣+♦❞✉❝,✐♦♥ ♣+♦❝❡))✱ ✐✳❡✳

✐, ♠❡❛♥) ,❤❛, ♥❛,✉+❡ ❤❛) ❜❡❡♥ ❝❛♣✐,❛❧✐③❡❞✳ ❚❤❡ )②),❡♠ ✇♦✉❧❞ ,❤✉) ❜❡❝♦♠❡✿

A =









0 0 a13 a15
a21 0 a23 0
0 a32 a33 0
0 0 0 a55









; B =









b11 0 0 0
0 b22 0 0
0 0 b33 0
0 0 0 b55









; l =









l1
l2
l3
0









✭✻✳✶✵✮

P+♦❝❡)) 5 ♣+♦❞✉❝❡) ,❤❡ ♥❛,✉+❛❧ +❡)♦✉+❝❡✱ ✇✐,❤ ,❤❡ ♥❛,✉+❛❧ +❡)♦✉+❝❡ ❛) ,❤❡

)♦❧❡ ✐♥♣✉,✳ ❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ )②),❡♠ ,❤❡♥ ❛♣♣❡❛+) ,♦ ❜❡ ❛ )❡, ♦❢ ,❤+❡❡ ♥♦♥✲❜❛)✐❝

♣+♦❝❡))❡)✱ ❛♥❞ ,❤❡ ♥❛,✉+❛❧ ♣+♦❝❡)) ✐) ,❤❡ )♦❧❡ ❜❛)✐❝ ♣+♦❝❡)) ♦❢ ,❤❡ )②),❡♠✳ ■❢

,❤❡ ♥❛,✉+❛❧ ♣+♦❝❡)) ✐) ♥♦, ♣+♦❞✉❝✐♥❣ ❛ )✉+♣❧✉) ✭✐✳❡✳ ✐❢ b55 − a55 < 0✮✱ ✐, ✐)

♥♦, ♣♦))✐❜❧❡ ,♦ ♣+♦❞✉❝❡ ❛ )❡, ♦❢ ♣+✐❝❡) ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇) ,❤❡ +❡♣+♦❞✉❝,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡

)②),❡♠✳ ■❢ ,❤❡ ♥❛,✉+❛❧ ♣+♦❝❡)) ✐) ♣+♦❞✉❝✐♥❣ ❥✉), ❡♥♦✉❣❤ ,♦ )✉),❛✐♥ ✐,)❡❧❢ ✭✐✳❡✳

✐❢ b55 − a55 = 0✮✱ ,❤❡ ♣+✐❝❡ ♦❢ ,❤❡ ♥❛,✉+❛❧ +❡)♦✉+❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛,❡❞ ✜+),✱ ❛♥❞

,❤❡♥ ,❤❡ ♣+✐❝❡ ♦❢ ,❤❡ ♦,❤❡+ +❡)♦✉+❝❡)✳ ❆ ♥✉♠❡+✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡✿
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A =









0 0 1 1
1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 0 1









; B =









2 0 0 0
0 2 0 0
0 0 6 0
0 0 0 1









; l =









1
3
1
3
1
3
0









✭✻✳✶✶✮

▲❡( ✉* *❛② (❤❛( (❤❡ ♣/✐❝❡ ♦❢ (❤❡ ♥❛(✉/❛❧ /❡*♦✉/❝❡ ✐* (❤❡ ♥✉♠❡/❛✐/❡✿ p5 = 1✳
❚❤❡ *②*(❡♠ ♦❢ ♣/✐❝❡* (❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡*✿

1 + π = 1
p3 (1 + π) + w

3 + 1 = 2p1
(p1 + p3) (1 + π) + w

3 = 2p2
(p2 + p3) (1 + π) + w

3 = 6p3

✭✻✳✶✷✮

■❢ (❤❡ /❛(❡ ♦❢ ♣/♦✜( ✐* ✉♥✐❢♦/♠✱ ✐( ♠✉*( ❡>✉❛❧ ③❡/♦✳ ■❢ ✐( ✐* ♥♦( ✉♥✐❢♦/♠✱

✐( ♠✉*( ❜❡ ♥♦(❡❞ (❤❛( (❤❡ ♣/✐❝❡ ♦❢ (❤❡ ♥❛(✉/❛❧ /❡*♦✉/❝❡ ✇✐❧❧ /❡♠❛✐♥ ❝♦♥*(❛♥(✱

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥(❧② ♦❢ (❤❡ ❞✐*(/✐❜✉(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ *✉/♣❧✉* ✭❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥(❧② ♦❢ (❤❡ ❧❡✈❡❧

♦❢ (❤❡ ♣❤②*✐❝❛❧ *(♦❝❦ ♦❢ (❤❡ ♥❛(✉/❛❧ /❡*♦✉/❝❡✮✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧*♦ *❡❡ (❤❛(✱ ❡✈❡♥ ✐❢ (❤❡

*✉/♣❧✉* ✐* ❡♥(✐/❡❧② ❞✐*(/✐❜✉(❡❞ (♦ (❤❡ ✇❛❣❡*✱ (❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ (❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐(✐❡* ✇✐❧❧

♥♦( ❜❡ ♣/♦♣♦/(✐♦♥❛❧ ✇✐(❤ (❤❡ ❧❛❜♦/ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦/ (❤❡✐/ ♣/♦❞✉❝(✐♦♥❀ (❤❡♥ (❤❡ ❧❛❜♦/

(❤❡♦/② ♦❢ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥♥♦( ❤♦❧❞ ❛♥②♠♦/❡✳

■❢ (❤❡ ♥❛(✉/❛❧ ♣/♦❝❡** ✐* ♣/♦❞✉❝✐♥❣ ❛ *✉/♣❧✉* ✭✐✳❡✳ ✐❢ b55−a55 > 0✮✱ (❤❡♥ ❛ /❛(❡

♦❢ ♣/♦✜( ❝♦✉❧❞ ❛♣♣❡❛/ ♦♥ (❤❡ ♥❛(✉/❛❧ ♣/♦❝❡**✳ ■❢ (❤❡ ✇❤♦❧❡ *✉/♣❧✉* ✭❝♦♠♣♦*❡❞ ♦❢

❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ ♥❛(✉/❛❧ /❡*♦✉/❝❡*✮ ✐* ❣✐✈❡♥ (♦ (❤❡ ♦✇♥❡/ ♦❢ (❤❡ ♥❛(✉/❛❧ /❡*♦✉/❝❡✱

✇❡ ❛/❡ ❜❛❝❦ (♦ ❛ ✏♥❛(✉/❛❧ /❡*♦✉/❝❡ (❤❡♦/② ♦❢ ✈❛❧✉❡✑✳ ❇✉( ♦♥ (❤❡ ❝♦♥(/❛/②✱ ✐❢

(❤❡ ✇❤♦❧❡ *✉/♣❧✉* ✐* ❣✐✈❡♥ (♦ ❧❛❜♦/✱ (❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ (❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐(✐❡* ✇✐❧❧ ♥♦( ❜❡

♣/♦♣♦/(✐♦♥❛❧ ✇✐(❤ (❤❡ ❧❛❜♦/ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦/ (❤❡✐/ ♣/♦❞✉❝(✐♦♥✳

■♥ ♠② ♣♦✐♥( ♦❢ ✈✐❡✇✱ (❤❡ /❡❛*♦♥ ✇❤② ❛✉(❤♦/* *✉❝❤ ❛* ❖✬❈♦♥♥♦/ ✭✶✾✾✸❜✮ ✇❛♥(

(♦ ✐♥(/♦❞✉❝❡ ♥❛(✉/❛❧ ♣/♦❝❡**❡* ✐♥(♦ (❤❡ *②*(❡♠ ♦❢ ♣/♦❞✉❝(✐♦♥ ✐* ❜❡❝❛✉*❡ ♥❛(✉/❛❧

/❡*♦✉/❝❡* ♠✉*( ❛❧*♦ ❜❡ /❡♣/♦❞✉❝❡❞✱ ❛♥❞ (❤✉* ❛ ♣/✐❝❡ ♦♥ ❛ ♥❛(✉/❛❧ /❡*♦✉/❝❡ ❝♦✉❧❞

❡①♣/❡** ✐(* ❝♦*( ♦❢ /❡♣/♦❞✉❝(✐♦♥ ✭❤❡/❡✱ (❤❡ ❝♦*( ♦❢ /❡♣/♦❞✉❝(✐♦♥ ✐* p5 = 1 ✇❤❡♥

(❤❡/❡ ✐* ♥♦ *✉/♣❧✉*✮✳ ❍♦✇❡✈❡/✱ ✐( ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ❜❡ ❛ ❝♦*( ❢♦/ (❤❡ ❤✉♠❛♥ ❡❝♦♥♦♠②

✐❢ ❛ /❡❛❧ ✐♥(❡/❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇❡/❡ ❡①✐*(✐♥❣ ❜❡(✇❡❡♥ ♥❛(✉/❛❧ ❛♥❞ ❤✉♠❛♥ ♣/♦❝❡**❡*✳

❍❡/❡✱ ✇❡ *❡❡ (❤❛( (❤❡ ❤✉♠❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ♥❡❡❞* (❤❡ ❡♥✈✐/♦♥♠❡♥(✱ ✇❤❡/❡❛* (❤❡

/❡✈❡/*❡ ✐* ♥♦( (/✉❡❀ (❤❡♥ (❤❡ ❤✉♠❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✇♦✉❧❞ ❜❡ /❡♣/❡*❡♥(❡❞ ❛* ❛ *❡( ♦❢

♥♦♥✲❜❛*✐❝ ♣/♦❝❡**❡*✳ ❚❤❡ ❤✉♠❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✐* ♥♦( /❡♣/♦❞✉❝✐♥❣ ♥❛(✉/❡✱ (❤✉* (❤❡

/❡♣/♦❞✉❝(✐♦♥ ♦❢ ♥❛(✉/❡ ❝❛♥♥♦( ❜❡ ❛ ❝♦*( ❢♦/ (❤❡ ❤✉♠❛♥ ❡❝♦♥♦♠②✳

✸

❇✉( (❤❡♥ ✇❤②✱ ✐♥ ❛ ❙/❛✣❛♥ *②*(❡♠✱ ❞♦ ♥♦♥✲❜❛*✐❝ ♣/♦❝❡**❡* ❜✉② ❜❛*✐❝ ❣♦♦❞*❄

❇❡❝❛✉*❡ (❤❡② ❛/❡ ✉*✐♥❣ ❛ ♣❛/( ♦❢ (❤❡ *✉/♣❧✉*✱ ✇❤✐❝❤ ✐* ❞❡♠❛♥❞❡❞ ❜② (❤❡ ❝❛♣✐(❛❧✲

✐*(* ❛♥❞ (❤❡ ✇♦/❦❡/* ❛* ❛ /❡✈❡♥✉❡✱ ✐♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❢♦/ (❤❡✐/ ❛❞✈❛♥❝❡ ♦❢ ❝❛♣✐(❛❧ ✭(❤❡

❝❛♣✐(❛❧✐*(* ♠✉*( ❜✉② (❤❡ ✐♥♣✉(*✮ ❛♥❞ (❤❡✐/ ❧❛❜♦/✳ ❲❤♦ ✐* ❝❧❛✐♠✐♥❣ (❤❡ *✉/♣❧✉*

✸

❖♥❡ ♠❛② ✇♦♥❞❡) ✐❢ ,❤✐. ✈✐.✐♦♥ ✐. ❛❧.♦ ,)✉❡ ♦♥ ,❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧❡✈❡❧✿ ♣❧❛♥❡, ❊❛),❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ .❡❡♥

❛. ♦♥❡ .❡❧❢✲.✉✣❝✐❡♥, .②.,❡♠ ♦❢ ♣)♦❞✉❝,✐♦♥✳ ■♥ ,❤✐. ❝❛.❡ ,❤❡ ❤✉♠❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✇♦✉❧❞ ♣)♦❞✉❝❡

,❤❡ ❡♥✈✐)♦♥♠❡♥,✱ ❥✉., ❛. ,❤❡ ❡♥✈✐)♦♥♠❡♥, ✐. ♣)♦❞✉❝✐♥❣ ,❤❡ ❤✉♠❛♥ ❡❝♦♥♦♠②✿ ❛❧❧ ♣)♦❝❡..❡.

✇♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ ✐♥,❡)❞❡♣❡♥❞❡♥,✳ ❇✉, ,❤❡♥ ♥♦ .✉)♣❧✉. ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦) ,❤❡ ❞✐.,)✐❜✉,✐♦♥

♦❢ ♣)♦✜,.✳ ■♥ ♠② ♣♦✐♥, ♦❢ ✈✐❡✇ ,❤✐. )❡♣)❡.❡♥,❛,✐♦♥ ✐. ♥♦, ❛ ❢❛✐) )❡♣)❡.❡♥,❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ✇❛② ,❤❡

❤✉♠❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✐. ❢✉♥❝,✐♦♥✐♥❣✳
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♦❢ ♥❛&✉(❡❄ ■& ♠❛② ❜❡ &❤❛& &❤❡ ♥❛&✉(❛❧ ♣(♦❝❡33 ✐3 ❝❛♣✐&❛❧✐③❡❞✱ ❛♥❞ &❤❛& 3♦♠❡♦♥❡

♠❛❦❡3 &❤❡ 3✉(♣❧✉3 ❤✐3 ♦✇♥ ✭♦(✱ ♥♦& ♦♥❧② &❤❡ 3✉(♣❧✉3✱ ❜✉& ❡✈❡♥ &❤❡ ✇❤♦❧❡ 3&♦❝❦✮✳

❆ ♣(✐❝❡ ❝♦✉❧❞ &❤❡♥ ❜❡ ❛3❦❡❞✿ ❜✉& &❤❡ ♦✇♥❡( ✇♦✉❧❞ ♥♦& ❤❛✈❡ ❣✐✈❡♥ ❛♥②&❤✐♥❣

✭❝❛♣✐&❛❧ ♦( ❧❛❜♦(✮ ✐♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❢♦( &❤✐3 (❡✈❡♥✉❡✳ ■ &❤❡♥ ❝❧❛✐♠ &❤❛& &❤❡ ♣(✐❝❡ ♦♥

&❤❡ ♥❛&✉(❛❧ (❡3♦✉(❝❡ ✐3 ❡B✉✐✈❛❧❡♥& &♦ ❛♥ ❛❜3♦❧✉&❡ (❡♥& ♦♥ &❤❡ ♥❛&✉(❛❧ (❡3♦✉(❝❡

✭3❡❡ 3✉❜3❡❝&✐♦♥ ✻✳✷✳✹✮❀

❍❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ 3❡❡♥ &❤❛& ✇✐&❤ &❤✐3 (❡♣(❡3❡♥&❛&✐♦♥✱ ♥❛&✉(❡ ✐3 ❝❛♣✐&❛❧✐③❡❞ ❛♥❞

&❤❡ ❧❛❜♦( &❤❡♦(② ♦❢ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥♥♦& ❤♦❧❞ ❛♥②♠♦(❡✳ ▼② ♣♦✐♥& ♦❢ ✈✐❡✇ ✐3 &❤❛& &❤✐3

(❡♣(❡3❡♥&❛&✐♦♥ ❣✐✈❡3 ❝(❡❞✐& &♦ &❤❡ ♣♦3✐&✐♦♥ &❤❛& ❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝(❡❛&❡❞

✇✐&❤♦✉& ❤✉♠❛♥ ❧❛❜♦(✱ ❥✉3& ❜② &❤❡ ❢❛❝& &❤❛& 3♦♠❡♦♥❡ ♦✇♥3 ❛ ❝♦♠♠♦❞✐&②✳ ■&

&❤✉3 ♦✛❡(3 ❛ ❥✉3&✐✜❝❛&✐♦♥ ❢♦( ❛ &❤❡♦(② ♦❢ ✈❛❧✉❡ ✇❤❡(❡ &❤❡(❡ ✐3 ✈❛❧✉❡ ❛3 3♦♦♥

❛3 &❤❡(❡ ❛(❡ ❡①❝❤❛♥❣❡3 ♦❢ ♦✇♥❡❞ ❝♦♠♠♦❞✐&✐❡3✳ ■ ❞♦ ♥♦& &❤✐♥❦ &❤❛& &❤✐3 ✈✐❡✇✱

✇❤✐❝❤ ✐3 (❛❞✐❝❛❧❧② ❛❧✐❡♥ &♦ ❈❧❛33✐❝❛❧ ♣♦3✐&✐♦♥3✱ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ 3✉♣♣♦(&❡❞ ❜②

❙(❛✛❛✳ ❋✉(&❤❡(♠♦(❡ ■ ❝❧❛✐♠ &❤❛& &❤❡ ❝✉((❡♥& &(❡♥❞ ❢♦( &❤❡ ❝❛♣✐&❛❧✐③❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡

❡♥✈✐(♦♥♠❡♥& ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✇✐&❤♦✉& &❤❡ ♥❡❡❞ &♦ ✐♥&(♦❞✉❝❡ ♥❛&✉(❛❧ ♣(♦❝❡33❡3
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#❤❛# ♥♦ ❝♦♠♣❛2✐+♦♥ ❜❛+❡❞ ♦♥ ♣2✐❝❡+ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❜❡#✇❡❡♥ #♦ +②+#❡♠+ ✇✐#❤ ❞✐❢✲

❢❡2❡♥# +#❛♥❞❛2❞ +②+#❡♠+ ✭❙2❛✛❛✱ ✶✾✻✵✱ ➓ ✾✸✮✳

✹

❋✉2#❤❡2♠♦2❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ #❤❡ ♣2✐❝❡

✐+ 2✐+✐♥❣✱ +✉❜+#✐#✉#✐♦♥ ♠❛② ♥♦# ♦❝❝✉2✱ ❛+ ✇❡ ❛2❡ ♥♦# ❧♦♦❦✐♥❣ ❛# ❣❡♥❡2❛❧ ❡)✉✐❧✐❜✲

2✐✉♠ +②+#❡♠+✱ ❜✉# ❛# ♣2♦❞✉❝#✐♦♥ +②+#❡♠+✿ ✏❝❤❛♥❣❡+ ✐♥ #❤❡ ✐♥♣✉# ♣2♦♣♦2#✐♦♥+

❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡+ ✐♥ #❤❡✐2 ♣2✐❝❡+ ❛2❡ ❡♥#✐2❡❧② ✉♥2❡❧❛#❡❞✑ ✭L❛+✐♥❡##✐✱ ✶✾✼✼✮✳ ❍❡♥❝❡ ❢2❡❡

♠❛2❦❡# ♣♦❧✐❝✐❡+✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❧✐❡✈❡ #❤❛#✱ ✐❢ #❤❡2❡ ✐+ ❢2❡❡ ❝♦♠♣❡#✐#✐♦♥✱ #❤❡ +❝❛2❝✐#② ♦❢

#❤❡ ❣♦♦❞ ✇✐❧❧ ❜❡ 2❡✢❡❝#❡❞ ♦♥ ✐#+ ♣2✐❝❡ ❛♥❞ ❛ +✉❜+#✐#✉#✐♦♥ ❜❡#✇❡❡♥ #❡❝❤♥✐)✉❡+

♦❢ ♣2♦❞✉❝#✐♦♥ ✇✐❧❧ #❤❡♥ ♦❝❝✉2✱ ❛2❡ ❜❛+❡❞ ♦♥ ❢❛❧+❡ ♣2❡♠✐+❡+✳ ❚❤❡② +❤♦✉❧❞ ❜❡

❛✈♦✐❞❡❞ ✐♥ ❣❡♥❡2❛❧✱ ❛♥❞ ❛ ❝❧♦+❡ ✐♥✈❡+#✐❣❛#✐♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ ❝❛+❡ ✭❛❜♦✉# #❤❡ ❝♦♥+❡✲

)✉❡♥❝❡+ ♦❢ ❛ ❧♦++ ♦❢ #❤❡ 2❡+♦✉2❝❡✱ ❛♥❞ ❛❜♦✉# #❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥# ♦❢ +✉❜+#✐#✉#✐♦♥

#❡❝❤♥✐)✉❡+✮ +❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣2❡❢❡22❡❞✳

✹

■! "❤♦✉❧❞ ❜❡ "!*❡""❡❞ !❤❛! ❡✈❡♥ ✐♥ ❣❡♥❡*❛❧ ❡0✉✐❧✐❜*✐✉♠ ♠♦❞❡❧"✱ !❤❡ *❡❧❛!✐♦♥ ❜❡!✇❡❡♥

♣*✐❝❡" ❛♥❞ "❝❛*❝✐!② ❞♦❡" ♥♦! ❤♦❧❞✳ ❚❤✐" ✐" ❛ ❝♦*♦❧❧❛*② *❡"✉❧! ♦❢ !❤❡ ❙♦♥♥❡♥"❝❤❡✐♥✲▼❛♥!❡❧✲

❉❡❜*❡✉ !❤❡♦*❡♠ ✭❙♦♥♥❡♥"❝❤❡✐♥✱ ✶✾✼✸❀ ▼❛♥!❡❧✱ ✶✾✼✹❀ ❉❡❜*❡✉✱ ✶✾✼✹✱ "❡❡ ❛❧"♦ ●✉❡**✐❡♥✱ ✶✾✾✷✮✳
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✻✳✷✳✸ ❲❛&'❡

✻✳✷✳✸✳✶ ❈♦'(❧② ❞✐'♣♦'❛❧

❲❤❛% ❤❛♣♣❡♥❡❞ ✐❢ %❤❡ ♣,♦❝❡// 3 ❛❧/♦ ♣,♦❞✉❝❡/ ❛ ✇❛/%❡ ✇❤♦/❡ ❞✐/♣♦/❛❧ ✐/ ❝♦/%❧②❄

❚✇♦ ♣♦//✐❜✐❧✐%✐❡/ %❤❡♥ ❛,✐/❡✿ ❡✐%❤❡, %❤❡ ✐♥❞✉/%,② ✇❤✐❝❤ ♣,♦❞✉❝❡/ %❤❡ ✇❛/%❡ ✐/

❛❜❧❡ %♦ ❞✐/♣♦/❡ ✐% ♦❢✱ ♦, ✐% ❛/❦/ ❢♦, ❛ ✇❛/%❡✲❞✐/♣♦/❛❧ ❝♦♠♣❛♥② %♦ ❞♦ ✐%✳ ❚❤❡

✜,/% ❝❛/❡ ✐♠♣❧✐❡/ %❤❛% %❤❡ ❝♦/% ♦❢ ♣,♦❞✉❝%✐♦♥ ✇✐❧❧ ✐♥❝,❡❛/❡ ✐♥ %❤✐/ ✐♥❞✉/%,② ❛♥❞

%❤❡ /❡❝♦♥❞ ❝❛/❡ ♠❡❛♥/ %❤❛% ❛ ❢♦✉,%❤ ♣,♦❝❡//✱ ,❡♣,❡/❡♥%✐♥❣ %❤❡ ✇❛/%❡✲❞✐/♣♦/❛❧

✐♥❞✉/%,②✱ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥%,♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤✐/ ♣,♦❝❡// ✇✐❧❧ /❡❧❧ %❤❡ ❞✐/♣♦/❛❧ /❡,✈✐❝❡ %♦ ♣,♦❝❡//

3 ✭❛♥❞ ✇✐❧❧ ✉/❡ ❛/ ✐♥♣✉%/ /♦♠❡ A✉❛♥%✐%② ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐%② 3✮✳ ❚❤✉/ %❤❡ ✐♥♣✉%✲♦✉%♣✉%
,❡♣,❡/❡♥%❛%✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡✿

A =









0 0 a13 0
a21 0 a23 0
0 a32 a33 a34
0 0 a43 0









; B =









b11 0 0 0
0 b22 0 0
0 0 b33 0
0 0 0 b44









; l =









l1
l2
l3
l4









✭✻✳✶✸✮

❆❣❛✐♥ ✐% /❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦%❡❞ %❤❛% ❝♦♠♠♦❞✐%② 4 ✐/ %❤❡ /❡,✈✐❝❡ ♦❢ ✇❛/%❡ ❞✐/♣♦/❛❧✿

%❤✉/ %❤❡ ❙,❛✣❛♥ ,❡♣,❡/❡♥%❛%✐♦♥ ❞♦❡/ ♥♦% /❤♦✇ %❤❡ ♣❤②/✐❝❛❧ ✇❛/%❡ ♣,♦❞✉❝%✐♦♥

❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡/✱ ❜✉% ♦♥❧② %❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐%② ❛♥❞ /❡,✈✐❝❡/ ♥❡❡❞❡❞ %♦ ❞✐/♣♦/❡ ♦❢

%❤❡ ✇❛/%❡✳ ❆ ♣♦/✐%✐✈❡ ♣,✐❝❡ ❝❛♥ %❤❡♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛%❡❞ ♦♥ ❝♦♠♠♦❞✐%② 4✳ ❆/ %❤❡

/%❛♥❞❛,❞ /②/%❡♠ ✐/ ❝❤❛♥❣❡❞ ✭❝♦♠♠♦❞✐%② 4 ✐/ ❜❛/✐❝✮✱ ❛ ♥❡✇ /❡% ♦❢ ♣,✐❝❡/ ✇✐❧❧

❛♣♣❡❛,✱ %❤❛% ❝❛♥♥♦% ❜❡ ❝♦♠♣❛,❡❞ ✇✐%❤ %❤❡ ♣,❡✈✐♦✉/ ♦♥❡/✳ ❇✉% %❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥

✐♥%,♦❞✉❝❡ ❞②♥❛♠✐❝/ ❜② ❛❞❞✐♥❣ %❤❡ ❢❛❝% %❤❛% %❤❡ ❞✐/♣♦/❛❧ ❜❡❝♦♠❡/ ❜❡ ♠♦,❡ ❛♥❞

♠♦,❡ ❝♦/%❧② ✭❢♦, ✐♥/%❛♥❝❡ ❜❡❝❛✉/❡ ❧❛♥❞✜❧❧ ✐/ ♣,♦❣,❡//✐✈❡❧② ♠♦,❡ %❛①❡❞✮✱ ❛♥❞

❝♦♠♣❛,✐/♦♥/ ❜❛/❡❞ ♦♥ %❤❡ ❡✈♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ,❛%❡ ♦❢ ♣,♦✜% ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡✳

❲❡ ♠✉/% ❛❣❛✐♥ ♥♦%❡ %❤❛% %❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡ /②/%❡♠ ✐/ ❞✐✛❡,❡♥% ❢,♦♠ %❤❡

♣❤②/✐❝❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ /②/%❡♠✳ ■♥ %❤✐/ ❝❛/❡ ♣❤②/✐❝❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡/ ❝❛♥ ❜❡ ,❡♣,❡/❡♥%❡❞

✐♥ %❤✐/ ✇❛② ✭✇✐%❤ %❤❡ ✐♥❝❧✉/✐♦♥ ♦❢ ♥❛%✉,❛❧ ,❡/♦✉,❝❡✱ ❝♦♠♠♦❞✐%② 5✱ ❛♥❞ ✇❛/%❡✱

❝♦♠♠♦❞✐%② 6✮✿

A =









0 0 a13 0 a15 0
a21 0 a23 0 0 0
0 a32 a33 0 0 0
0 0 a43 0 0 a46









;B =









b11 0 0 0 0 0
0 b22 0 0 0 0
0 0 b33 0 0 b36
0 0 0 0 0 0









; l =









l1
l2
l3
l4









✭✻✳✶✹✮

❆❣❛✐♥ ✇❡ /❡❡ %❤❡ ♣,♦❜❧❡♠ %❤❛% ✇❡ ❝❛♥♥♦% ❣❡% %❤❡ /❛♠❡ /❡% ♦❢ ♣,✐❝❡/ ❛/ ✐♥

%❤❡ /✐%✉❛%✐♦♥ ✇❤❡,❡ ✇❡ ❛❧,❡❛❞② ❦♥♦✇ %❤❡ ✈❛❧✉❡❞ ❡①❝❤❛♥❣❡/✱ ❜❡❝❛✉/❡ /❡,✈✐❝❡/

❛,❡ ♥♦% ,❡♣,❡/❡♥%❡❞ ❛♥②♠♦,❡✳ ❍❡♥❝❡ ❤❡,❡ %❤❡ ✇❛/%❡ ❞✐/♣♦/❛❧ ❝♦♠♣❛♥② /❡❡♠/

%♦ ♣,♦❞✉❝❡ ♥♦%❤✐♥❣✱ ❛♥❞ %❤✉/ ❝❛♥♥♦% ❣❡% ❛♥② ♣♦/✐%✐✈❡ ,❛%❡ ♦❢ ♣,♦✜%✱ ✐❢ ✇❡ ❥✉/%

❧♦♦❦ ❛% ✐%/ ♣❤②/✐❝❛❧ ♣,♦❞✉❝%✐♦♥✳ ■% ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦//✐❜❧❡ %❤❛% ❛ /❡❝%♦, /❤♦✇/ ❛ ,❛%❡

♦❢ ♣,♦✜% ❡A✉❛❧ %♦ ③❡,♦✱ ❢♦, ✐♥/%❛♥❝❡ ✐❢ ✇❡ %,② %♦ ,❡♣,❡/❡♥% %❤❡ ♣✉❜❧✐❝ /❡❝%♦,✳

❍♦✇❡✈❡,✱ ✐% ✐/ ♦❢ ❝♦✉,/❡ ♣♦//✐❜❧❡ %❤❛% ❛ ❝❛♣✐%❛❧✐/% ✐♥❞✉/%,② ✐/ ✐♥ ❝❤❛,❣❡ ♦❢ %❤❡

✇❛/%❡ ❞✐/♣♦/❛❧ /❡❝%♦,✱ ❛♥❞ %❤❡♥ ,❡❛❧ ♣,✐❝❡/ ✇✐❧❧ ❞✐✛❡, ❢,♦♠ ♣,✐❝❡/ %❤❛% ✇❡ ❝❛♥

❝❛❧❝✉❧❛%❡ ❥✉/% ❧♦♦❦✐♥❣ ❛% ♣❤②/✐❝❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡/✳
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❍❡♥❝❡ ✇❡ ❝❧♦✉❞ ,-❛-❡ ❛ ,❡❝♦♥❞ ♣0♦♣♦,❛❧ ✐♥ ♦0❞❡0 -♦ ❛✈♦✐❞ ,✉❝❤ ♣0♦❜❧❡♠,✿

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸✳ ❆ ❝❛♣✐%❛❧✐'% ✐♥❞✉'%+② ♠✉'% ♣+♦❞✉❝❡ ❛ ❝♦♠♠♦❞✐%② ♦+ ❛ '❡+✈✐❝❡✳

❆ ❝♦0♦❧❧❛0② ♦❢ :0♦♣♦,✐-✐♦♥ ✸ ✐, -❤❛- -❤❡ ;✉❡,-✐♦♥ ♦❢ ✇❛,-❡✱ ✐♥ -❤❡ ✈❛❧✉❡

,②,-❡♠✱ ✐, ♥♦- ❛ ;✉❡,-✐♦♥ ♦❢ ❥♦✐♥- ♣0♦❞✉❝-✐♦♥✳ ■❢ -❤❡0❡ ✐, ❢0❡❡ ❞✐,♣♦,❛❧✱ -❤❡

✇❛,-❡ ❞♦❡, ♥♦- ❛♣♣❡❛0 ✐♥ -❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡ ,②,-❡♠✱ ❛♥❞ ✐❢ ❞✐,♣♦,❛❧ ✐, ❝♦,-❧②✱

-❤❡ ❞✐,♣♦,❛❧ ,❡0✈✐❝❡ ❝♦✉❧❞ ❛♣♣❡❛0 ❛, ❛ ♥❡✇ ❣♦♦❞✱ ❜✉- ♥❡✈❡0 -❤❡ ✇❛,-❡✳ ❍♦✇❡✈❡0✱

❥♦✐♥- ♣0♦❞✉❝-✐♦♥ ❛0✐,❡, ❛, ,♦♦♥ ❛, -❤❡0❡ ✐, 0❡❝②❝❧✐♥❣ ♦❢ -❤❡ ✇❛,-❡ ✭,❡❡ ,✉❜,❡❝-✐♦♥

✻✳✷✳✸✳✷✮✳ :0♦♣♦,✐-✐♦♥ ✸ -❤❡♥ ❧❡❛❞, -♦ ❛♥ ♦-❤❡0 ♣0♦♣♦,✐-✐♦♥✿

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✹✳ ❲❛'%❡ ✐' ♥♦% ❛ ❝♦♠♠♦❞✐%② ✇✐%❤ ❛ ♥❡❣❛%✐✈❡ ♣+✐❝❡✿ ✐% ✐' ❛ ♠❛✲

%❡+✐❛❧

✺

❛+%✐❢❛❝% ✇✐%❤♦✉% ♣+✐❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐' ♥♦% '♦❧❞ ❛♥❞ %❤✉' ✇❤✐❝❤ ♠✉'% ♥♦% ❜❡

+❡♣+❡'❡♥%❡❞ ✐♥ %❤❡ ✈❛❧✉❡ '②'%❡♠✳

❇✉- -❤❡♥ :0♦♣♦,✐-✐♦♥ ✷ ♠✉,- ❜❡ 0❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ♠♦0❡ ♣0❡❝✐,❡ ❢♦0♠✉❧❛-✐♦♥✿

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✺✳ ❆ +❡'♦✉+❝❡ ♦+ ❛ '❡+✈✐❝❡ ♠✉'% ❜❡ ♣+♦❞✉❝❡❞ ✭✐✳❡✳ ❛% ❧❡❛'% '♦♠❡

❧❛❜♦+ ♠✉'% ❜❡ ❝♦♥'✉♠❡❞ ✐♥ ♦+❞❡+ %♦ ❣❡% %❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐%②✮ ❛♥❞ '♦❧❞ ✐♥ ❛ ♠❛+❦❡%

✐♥ ♦+❞❡+ %♦ ❣❡% ❛ ♣+✐❝❡✳

❖❢ ❝♦✉0,❡ ❛ ♠♦0❡ ❝♦♠♣❧❡-❡ ✜❣✉0❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ -♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ -❤❛- ❛❧❧ ✐♥❞✉,-0✐❡,

❛0❡ ♣0♦❞✉❝✐♥❣ ✇❛,-❡, ✭❛♥❞ ♥♦- ❥✉,- ✐♥❞✉,-0② 3✮✳ ❍❡♥❝❡ -❤❡ ,②,-❡♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡✱

✇✐-❤ ❝♦,-❧② ❞✐,♣♦,❛❧ ♦❢ ❛❧❧ ✇❛,-❡, ❛♥❞ ✐♥❞✉,-0② 4 ,❡❧❧✐♥❣ -❤❡ ,❡0✈✐❝❡ ♦❢ ✇❛,-❡

❞✐,♣♦,❛❧ ✭✐- ❝♦✉❧❞ ❛❧,♦ ❜❡ -❤❛- ,❡✈❡0❛❧ ✐♥❞✉,-0✐❡, ❛0❡ ♥❡❡❞❡❞ -♦ ❞✐,♣♦,❡ ♦❢ -❤❡

❞✐✛❡0❡♥- ✇❛,-❡,✮✿

A =









0 0 a13 a14
a21 0 a23 a24
0 a32 a33 a34
0 0 a43 0









; B =









b11 0 0 0
0 b22 0 0
0 0 b33 0
0 0 0 b44









; l =









l1
l2
l3
l4









✭✻✳✶✺✮

✻✳✷✳✸✳✷ ❘❡❝②❝❧✐♥❣

■- ✐, -♦ ❜❡ ♥♦-❡❞ -❤❛- -❤❡ ❝❛,❡ ♦❢ ✇❛,-❡✱ ❛♥❞ ♠♦0❡ ♣0❡❝✐,❡❧② ♦❢ 0❡❝②❝❧✐♥❣✱ ✐,

-♦✉❝❤❡❞ ✉♣♦♥ ❜② ❙0❛✛❛✿

✏✐❢ -❤❡ ,❝0❛♣ ✭♠❡-❛❧✱ -✐♠❜❡0✱ ❡-❝✳✮ ✐, ✐♥-❡0❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡ ✐♥ ✉,❡ ✇✐-❤

,♦♠❡ ♦-❤❡0 ♠❛-❡0✐❛❧ ❛❧0❡❛❞② ❛❝❝♦✉♥-❡❞ ❢♦0✱ ✐- ,✐♠♣❧② ❛,,✉♠❡, -❤❡

♣0✐❝❡ ♦❢ -❤❡ ❧❛--❡0 ✇✐-❤♦✉- ♥❡❡❞ ♦❢ ❛♥ ❛❞❞✐-✐♦♥❛❧ ♣0♦❝❡,,❀ ✐❢ ✐- ✐,

♥♦- ❝♦♠♣❧❡-❡❧② ✐♥-❡0❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡ ✭❡✳❣✳ ,❝0❛♣ ✐0♦♥ ❛, ❝♦♠♣❛0❡❞ ✇✐-❤

♣✐❣ ✐0♦♥✮✱ -❤❡♥ -❤❡0❡ ✇✐❧❧ ❜❡ 0♦♦♠ ❢♦0 -✇♦ ♣0♦❝❡,,❡,✱ ♣0♦❞✉❝✐♥❣ -❤❡

,❛♠❡ ❝♦♠♠♦❞✐-② ✭❡✳❣✳ ,-❡❡❧✮✱ ❜✉- ❞✐✛❡0✐♥❣ ✐♥ -❤❡ ♣0♦♣♦0-✐♦♥, ✐♥

✇❤✐❝❤ -❤❡② ✉,❡ -❤❡ -✇♦ -②♣❡, ♦❢ ♠❛-❡0✐❛❧✑ ✭❙0❛✛❛✱ ✶✾✻✵✱ ➓ ✼✹✮✳

✺

❚❤❡#❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦ ✏✇❛./❡❞ .❡#✈✐❝❡✑✳



❈❍❆#❚❊❘ ✻✳ #❘❖▼■❙■◆● #❆❚❍❙ ✷✵✹

❲❡ ❝♦✉❧❞ *❤❡,❡❢♦,❡ ✐♥*,♦❞✉❝❡ *❤❡ ,❡❝②❝❧✐♥❣ ♦❢ *❤❡ ✇❛4*❡ ♣,♦❞✉❝❡❞ ❜② ♣,♦❝❡44 3
✐♥*♦ ,❛✇ ♠❛*❡,✐❛❧ ✭❝♦♠♠♦❞✐*② 1✮✳ ❚✇♦ ♣♦44✐❜✐❧✐*✐❡4 *❤❡♥ ❛,✐4❡✿ ♦, *❤❡ ,❡❝②❝❧✐♥❣

✐4 ❞♦♥❡ ❜② ♣,♦❝❡44 3 ♦, ❜② *❤❡ ✇❛4*❡ ❞✐4♣♦4❛❧ ❝♦♠♣❛♥② ✭♣,♦❝❡44 4✮✳ ■♥ *❤❡ ✜,4*

❝❛4❡✱ ✐❢ *❤❡ ,❡❝②❝❧✐♥❣ ✐4 ❞✐,❡❝*❧② ❞♦♥❡ ❜② *❤❡ ♣,♦❝❡44 ✇❤✐❝❤ ✐4 ♣,♦❞✉❝✐♥❣ *❤❡

✇❛4*❡✱ ❛♥❞ ✐❢ ❛❧❧ *❤❡ ✇❛4*❡ ✐4 ,❡❝②❝❧❡❞✱ *❤❡,❡ ✐4 ♥♦ ♥❡❡❞ ❢♦, *❤❡ ✇❛4*❡ ❞✐4♣♦4❛❧

❝♦♠♣❛♥② ✭♣,♦❝❡44 4✮ *♦ ❡①✐4*✳ ❚❤✉4 *❤❡ 4②4*❡♠ ❜❡❝♦♠❡4✿

A =





0 0 a13
a21 0 a23
0 a32 a33



 ; B =





b11 0 0
0 b22 0
b31 0 b33



 ; l =





l1
l2
l3





✭✻✳✶✻✮

❲❡ 4❡❡ *❤❛* ✇❡ ❤❛✈❡ ❥♦✐♥* ♣,♦❞✉❝*✐♦♥ ✐♥ ♣,♦❝❡44 3✳ ❆ ♥✉♠❡,✐❝❛❧ ,❡♣,❡4❡♥✲

*❛*✐♦♥ ♦❢ ❛ 4*❛♥❞❛,❞ 4②4*❡♠ ♦❢ *❤✐4 *②♣❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡✿

A =





0 0 1
1 0 1
0 1 1



 ; B =





1 0 0
0 2 0
1 0 6



 ; l =





1
3
1
3
1
3





✭✻✳✶✼✮

❚❤❡ ❡✈♦❧✉*✐♦♥ ♦❢ ♣,✐❝❡4 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❞✐4*,✐❜✉*✐♦♥ ✐4 *❤❡♥ *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❋✐❣✉,❡ ✻✳✸✿ ❊✈♦❧✉*✐♦♥ ♦❢ ♣,✐❝❡4 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❞✐4*,✐❜✉*✐♦♥

■♥ *❤❡ 4❡❝♦♥❞ ❝❛4❡✱ ✇❤❡,❡ *❤❡ ✇❛4*❡ ❞✐4♣♦4❛❧ ❝♦♠♣❛♥② ,❡❝②❝❧❡4 *❤❡ ✇❛4*❡✱

*❤❡ ✐♥♣✉*✲♦✉*♣✉* ,❡♣,❡4❡♥*❛*✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡4✿
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A =









0 0 a13 0
a21 0 a23 0
0 a32 a33 a34
0 0 a43 0









; B =









b11 0 0 0
0 b22 0 0
0 0 b33 0
b41 0 0 b44









; l =









l1
l2
l3
l4









✭✻✳✶✽✮

❆* +❡❣❛+❞* 0❤✐* ❧❛*0 +❡♣+❡*❡♥0❛0✐♦♥✱ ✇❡ *❡❡ 0❤❛0 ✇❡ ❤❛✈❡ ❥♦✐♥0 ♣+♦❞✉❝0✐♦♥ ✐♥

♣+♦❝❡** 4✳ ❆ ♥✉♠❡+✐❝❛❧ +❡♣+❡*❡♥0❛0✐♦♥ ♦❢ ❛ *0❛♥❞❛+❞ *②*0❡♠ ♦❢ 0❤✐* 0②♣❡ ❝♦✉❧❞

❜❡✿

A =









0 0 1 0
1 0 1 0
0 1 1 1
0 0 2 0









; B =









1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 10 0
1 0 0 2









; l =









1
4
1
4
1
4
1
4









✭✻✳✶✾✮

❚❤❡ ❡✈♦❧✉0✐♦♥ ♦❢ ♣+✐❝❡* ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❞✐*0+✐❜✉0✐♦♥ ✐* 0❤❡♥ 0❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❋✐❣✉+❡ ✻✳✹✿ ❊✈♦❧✉0✐♦♥ ♦❢ ♣+✐❝❡* ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❞✐*0+✐❜✉0✐♦♥

✻✳✷✳✸✳✸ $❤②'✐❝❛❧ ❝♦♥'❡/✉❡♥❝❡' ♦❢ 2❡❝②❝❧✐♥❣

❚❤❡ ✐♥❝❧✉*✐♦♥ ♦❢ +❡❝②❝❧✐♥❣ ❝❛♥ ❛❧❧♦✇ 0❤❡ *②*0❡♠ 0♦ ❛✈♦✐❞ 0❤❡ 0♦0❛❧ ❞❡♣❧❡0✐♦♥

♦❢ 0❤❡ *0♦❝❦ ♦❢ 0❤❡ ♥❛0✉+❛❧ +❡*♦✉+❝❡✿ ❛ ♣❤②*✐❝❛❧ ❛♥❛❧②*✐* ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ 0♦ 0❤❡

✈❛❧✉❡ ❛♥❛❧②*✐*✳ ❋♦+ ✐♥*0❛♥❝❡✱ ✐♥0+♦❞✉❝0✐♦♥ ♦❢ +❡❝②❝❧✐♥❣ ❝❛♥ ❤❡❧♣ 0♦ ❦❡❡♣ 0❤❡

♠❛①✐♠❛❧ +❛0❡ ♦❢ ♣+♦✜0 ❝♦♥*0❛♥0✱ ✐❢ 0❤❡ ✐♥❝+❡❛*❡ ✐♥ 0❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ +❡❝②❝❧✐♥❣

❝♦✉♥0❡+❜❛❧❛♥❝❡* 0❤❡ ❞❡❝+❡❛*❡ ✐♥ 0❤❡ ♣+♦❞✉❝0✐✈✐0② ♦❢ 0❤❡ ❡①0+❛❝0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ♥❛0✉+❛❧



❈❍❆#❚❊❘ ✻✳ #❘❖▼■❙■◆● #❆❚❍❙ ✷✵✻

#❡%♦✉#❝❡✳ ❋♦# ✐♥%-❛♥❝❡✱ ✐❢ ✇❡ ❣♦ ❜❛❝❦ -♦ -❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ %②%-❡♠ ✻✳✽✱ ✇❤❡#❡

❡①-#❛❝-✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡% ♠♦#❡ ❛♥❞ ♠♦#❡ ❡①♣❡♥%✐✈❡✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♥♦✇✿

A =









0 0 1 0
1 0 1 0
0 1 1 1
0 0 2 0









; B =









b11 (t) 0 0 0
0 2 0 0
0 0 10 0

b41 (t) 0 0 2









; l =









1
4
1
4
1
4
1
4









✭✻✳✷✵✮

❲✐-❤ b11 (t) + b41 (t) = 2✳ ■♥ -❤✐% ❝❛%❡✱ -❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ #❛-❡ ♦❢ ♣#♦✜-% ✇✐❧❧ ❜❡

❦❡♣- ❝♦♥%-❛♥-✱ ❛- 100%✳

✻✳✷✳✸✳✹ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥+ ♦❢ ♣♦❧❧✉+✐♦♥

■♥ ❡♥✈✐#♦♥♠❡♥-❛❧ ♥❡♦❝❧❛%%✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝%✱ ♣♦❧❧✉-✐♦♥ ✐% ❝♦♥%✐❞❡#❡❞ ❛% ❛ ♥❡❣❛✲

-✐✈❡ ❡①-❡#♥❛❧✐-②✱ ✇❤✐❝❤ ♣#❡✈❡♥-% -❤❡ ❣❡♥❡#❛❧ ❡E✉✐❧✐❜#✐✉♠ -♦ ❜❡ F❛#❡-♦✲♦♣-✐♠❛❧

✭●✉❡##✐❡♥✱ ✶✾✽✾❀ ❋❛✉❝❤❡✉① ❛♥❞ ◆♦L❧✱ ✶✾✾✺❀ ✈❛♥ ❞❡♥ ❇❡#❣❤✱ ✷✵✵✷✮✳ ❍❡♥❝❡ -❤❡

❧✐-❡#❛-✉#❡ -#✐❡❞ -♦ ✐♥-❡#♥❛❧✐③❡ -❤❡%❡ ❡①-❡#♥❛❧✐-✐❡% -❤#♦✉❣❤ -❤❡ ✐♥-#♦❞✉❝-✐♦♥ ♦❢

E✉♦-❛%✱ -❛①❡% ♦# -#❛❞❛❜❧❡ ♣❡#♠✐-%✳ ❚❤❡ %❛♠❡ ✐♥%-#✉♠❡♥-% ❝❛♥ ❜❡ ✉%❡❞ ✐♥ ❛
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❆ ❙.❛✣❛♥ ❡♥✈✐.♦♥♠❡♥)❛❧ ♣♦❧✐❝② ❛❜♦✉) ♣♦❧❧✉)✐♦♥ *❤♦✉❧❞ ❛✈♦✐❞ ♠❛.❦❡) ❜❛*❡❞

♣♦❧✐❝✐❡*✱ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② )❤❡ ✐❞❡❛ )❤❛) ♠❛.❦❡)* ❛.❡ ❡✣❝✐❡♥)✳ ❆❣❛✐♥✱ )❤❡ *♦❧✉)✐♦♥

❧✐❡* ✐♥ )❤❡ ❝❧♦*❡ ✐♥✈❡*)✐❣❛)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ✐♠♣❛❝) ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦❧✐❝② ♦♥ ♣❤②*✐❝❛❧ ✐♥❞✐❝❛)♦.*

❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♦♥❡*✱ *✉❝❤ ❛* .❛)❡ ♦❢ ♣.♦✜)*✱ ✇❛❣❡* ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②♠❡♥)✳

✻✳✷✳✹ ❘❡♥' ♦♥ '❤❡ ❡♥✈✐,♦♥♠❡♥'

❚❤✐* ✐**✉❡ ✐* ❛ ❜✐) ❞✐✛❡.❡♥) ❢.♦♠ ♥❛)✉.❛❧ .❡*♦✉.❝❡ ❛♥❞ ✇❛*)❡ ✐**✉❡*✱ )❤❛) ❛.❡

)❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣❤②*✐❝❛❧ ✐**✉❡* ✐♥ ❡**❡♥❝❡✳ ❍❡.❡ )❤❡ ♣.♦❜❧❡♠ ✐* ❛ ❞✐*).✐❜✉)✐♦♥❛❧

♦♥❡✳ ❚❤❡ ❝❛*❡ ♦❢ ❞✐✛❡.❡♥)✐❛❧ .❡♥) ❝♦✉❧❞ ❜❡ *✉♠♠❛.✐*❡❞ ❛* ❛ ❞✐✛❡.❡♥❝❡ ♦❢ ♣.♦❢✲

✐)❛❜✐❧✐)② ❛.✐*✐♥❣ ❜❡❝❛✉*❡ ♦❢ )❤❡ ❡①✐*)❡♥❝❡ ♦❢ )✇♦ ❞✐✛❡.❡♥) ♣.♦❝❡**❡* ♣.♦❞✉❝✐♥❣

)❤❡ *❛♠❡ ❝♦♠♠♦❞✐)②✳ ■) ✐* ♥♦) ♥❡❝❡**❛.✐❧② .❡❧❛)❡❞ ✇✐)❤ )❤❡ ❡♥✈✐.♦♥♠❡♥)✱ ❜❡✲

❝❛✉*❡ )❤✐* .❡♥) ♠❛② ❛.✐*❡ ❡✈❡♥ ✐❢ ♥♦ ♥❛)✉.❛❧ .❡*♦✉.❝❡* ❛.❡ ✉*❡❞ ❜② )❤❡ )✇♦

♣.♦❝❡**❡*✳ ■❢ ❛ ♥❛)✉.❛❧ .❡*♦✉.❝❡ ✐* ♣.✐✈❛)❡❧② ♦✇♥❡❞✱ ❛♥❞ ✐❢ )❤❡ ♦✇♥❡. ✐* ✐♥ ❛

♣♦*✐)✐♦♥ )♦ ❝❛♣)✉.❡ ❛ .❡♥)✱ ❤❡ ♠❛② ❝❛♣)✉.❡ )❤❡ ❞✐✛❡.❡♥)✐❛❧ .❡♥) ✐❢ )✇♦ ♣.♦❝❡**❡*

✇✐)❤ ❞✐✛❡.❡♥) ♣.♦✜)❛❜✐❧✐)✐❡* ✉*❡ ❤✐* ♥❛)✉.❛❧ .❡*♦✉.❝❡✳

❍♦✇❡✈❡.✱ ✐) ❝♦✉❧❞ ❛❧*♦ ❤❛♣♣❡♥ )❤❛) )❤❡ ♥❛)✉.❛❧ .❡*♦✉.❝❡ ✐* ♦✇♥❡❞✱ ❛♥❞ )❤❛)

)❤❡ ♦✇♥❡. ✇❛♥)* )♦ ❛*❦ ❢♦. ❛ ♥♦♥✲❞✐✛❡.❡♥)✐❛❧ .❡♥) ✭♦. ❛❜*♦❧✉)❡ .❡♥)✮ ♦♥ )❤❡

❡①).❛❝)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ .❡*♦✉.❝❡✳ ❙.❛✛❛ ♥❡✈❡. )❛❧❦* ❛❜♦✉) )❤✐* ❝❛*❡ ✭❤❡ ♦♥❧② ❞❡❛❧*

✇✐)❤ ❞✐✛❡.❡♥)✐❛❧ .❡♥)*✮✿ )❤❡.❡ ❛.❡ )✇♦ ✇❛②* )♦ ❞❡❛❧* ✇✐)❤ ✐)✳ ❚❤❡ ✜.*) ✐* )♦
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#✉♣♣♦#❡ (❤❛( ♣+✐❝❡# ❛+❡ ♥♦( ❛✛❡❝(❡❞ ❜② (❤✐# ✐♥(+♦❞✉❝(✐♦♥ ♦❢ ❛❜#♦❧✉(❡ +❡♥( ♦♥

♥❛(✉+❛❧ +❡#♦✉+❝❡#✳ ❲❤❡♥ ✇❡ ❛❞❞ (❤❡ +❡♥( ♦♥ ♣+♦❝❡## 1✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ #♦❝✐❛❧

+❡❧❛(✐♦♥# ❜❡(✇❡❡♥ ❝❧❛##❡# ♦❢ ❛❣❡♥(#✱ (❤❡ ✇❛❣❡ ❛♥❞✴♦+ (❤❡ +❛(❡ ♦❢ ♣+♦✜( ✇✐❧❧ (❤❡♥

❜❡ ❧♦✇❡+ ✐♥ (❤✐# ✐♥❞✉#(+② (❤❛♥ ✐♥ (❤❡ ♦(❤❡+ ✐♥❞✉#(+✐❡#✳ ❚❤❡ #❡❝♦♥❞ ✐# (♦ ❛##✉♠❡

(❤❛( ♣+✐❝❡# ✇✐❧❧ ❜❡ ❛✛❡❝(❡❞ ✭❢♦+ ✐♥#(❛♥❝❡ ❜❡❝❛✉#❡ ✇♦+❦❡+# ❛♥❞ ❝❛♣✐(❛❧✐#(# ✐♥ (❤❡

❡①(+❛❝(✐♦♥ #❡❝(♦+ ❞♦ ♥♦( ✇❛♥( (♦ ❣❡( ❛ ❧♦✇❡+ #❤❛+❡ ♦❢ (❤❡ #✉+♣❧✉#✮✳

■♥ (❤✐# ❧❛((❡+ ❝❛#❡✱ ✐❢ (❤❡ +❛✇ ♠❛(❡+✐❛❧ ✐# ❛ ❜❛#✐❝ ❝♦♠♠♦❞✐(②✱ (❤❡ #(❛♥❞❛+❞

#②#(❡♠ ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡✳ ❋♦+ ✐♥#(❛♥❝❡ ✐♥ (❤❡ ❝❛#❡ ♦❢ (❤❡ ♥✉♠❡+✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ #✉❜✲

#❡❝(✐♦♥ ✻✳✷✳✶✱ (❤❡ ♣+✐❝❡ #②#(❡♠ ❜❡❝♦♠❡#✿

p3 (1 + π1) +
w
3 + ρ = 2p1

(p1 + p3) (1 + π2) +
w
3 = 2p2

(p2 + p3) (1 + π3) +
w
3 = 6p3

✭✻✳✷✶✮

❲✐(❤ ρ (❤❡ (♦(❛❧ +❡♥(✳ ❆# #♦♦♥ ❛# ρ 6= 0✱ (❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ +❛(❡ ♦❢ ♣+♦✜( ❝❛♥♥♦(

❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛(❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥(❧② ❢+♦♠ (❤❡ ♣+✐❝❡#✱ ❛♥❞ (❤✉# ✇❡ ❝❛♥♥♦( ❡♥#✉+❡ (❤❛(

(❤❡ +❛(❡# ♦❢ ♣+♦✜( ❛+❡ ✉♥✐❢♦+♠✳ ❍❡♥❝❡ (❤❡+❡ ❛+❡ (♦♦ ♠❛♥② ✉♥❦♥♦✇♥# ❢♦+ (❤❡

#②#(❡♠ ✭✸ ♣+✐❝❡# ❛♥❞ ✺ ❞✐#(+✐❜✉(✐♦♥ ✈❛+✐❛❜❧❡#✮✿ ✐( ✐# ♦♥❧② ✇❤❡♥ (❤❡ ❞✐#(+✐❜✉(✐♦♥

✈❛+✐❛❜❧❡# ❛+❡ ✜①❡❞ (❤❛( (❤❡ ♣+✐❝❡# ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛(❡❞✳ M+♦♣♦#✐(✐♦♥ ✺ #(❛(❡# (❤❛(

♦♥❧② ❣♦♦❞# (❤❛( ❛+❡ ♣+♦❞✉❝❡❞ ✇✐(❤ ❧❛❜♦+ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ ♣+✐❝❡✳ ❇✉( ♥❡✈❡+(❤❡❧❡##

#♦♠❡ ♥❛(✉+❛❧ ❝♦♠♠♦❞✐(✐❡#✱ #✉❝❤ ❛# ❧❛♥❞#✱ ❛+❡ ❜♦✉❣❤( ❛♥❞ #♦❧❞ ✇✐(❤♦✉( ❜❡✐♥❣

♣+♦❞✉❝❡❞ ✇✐(❤ ❧❛❜♦+✳ ❚❤❡✐+ ♣+✐❝❡# ❝❛♥♥♦( ❜❡ ❦♥♦✇♥ ✇✐(❤ (❤❡ ❙+❛✣❛♥ (❤❡♦+②✿

(❤❡ ✐♥#(✐(✉(✐♦♥❛❧ ❝♦♥(❡①( ♠✉#( ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ■( ✐# (❤❡ #❛♠❡ ❛+❣✉♠❡♥( (❤❛( #❡(#

(❤❡ ❞✐✈✐#✐♦♥ ♦❢ (❤❡ #✉+♣❧✉# ❜❡(✇❡❡♥ ♣+♦✜(# ❛♥❞ ✇❛❣❡# ♦✉(#✐❞❡ (❤❡ +❡❛❧♠ ♦❢ (❤❡

❙+❛✣❛♥ (❤❡♦+②✿ (❤❡#❡ Q✉❡#(✐♦♥# +❡❧❛(❡# (♦ ✐♥#(✐(✉(✐♦♥# ❛♥❞ ♣♦✇❡+ +❡❧❛(✐♦♥#❤✐♣#

❜❡(✇❡❡♥ ❛❣❡♥(#✳

❚❤❡ Q✉❡#(✐♦♥ ♦❢ ❛❜#♦❧✉(❡ +❡♥( ✐# ✐♠♣♦+(❛♥( (♦ ✉♥❞❡+#(❛♥❞ ✇❤② (❤❡+❡ ❝♦✉❧❞

❜❡ ❛ ❞✐✛❡+❡♥❝❡ ❜❡(✇❡❡♥ +❡❛❧ ♣+✐❝❡# ❛♥❞ ❙+❛✣❛♥ ♣+✐❝❡#✳ ■❢ (❤❡ ❛❝❝♦✉♥(✐♥❣ ♦❢ (❤❡

✐♥♣✉(# ❛♥❞ (❤❡ ♦✉(♣✉(# ✐# ❝♦++❡❝(✱ ❛ ♣♦##✐❜❧❡ +❡❛#♦♥ ❢♦+ ❛ ❞❡✈✐❛(✐♦♥ ✐# (❤❡ ❢❛❝(

(❤❛( ♦♥❡ ❝♦♠♣❛♥② ❛#❦# ❢♦+ ❛ ❣+❡❛(❡+ +❡(✉+♥ (❤❛♥ ✐( ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❣❡( ♥♦+♠❛❧❧②✱ ❜②

♣✉((✐♥❣ ♣+❡##✉+❡ ✐♥ ♦+❞❡+ (♦ ❧♦✇❡+ ✐♥♣✉( ♣+✐❝❡#✱ ♦+ ❜② ✐♥❝+❡❛#✐♥❣ ♦✉(♣✉( ♣+✐❝❡#✱

❢♦+ ✐♥#(❛♥❝❡ ❜② #❛②✐♥❣ (❤❛( ❛ +♦②❛❧(② ♠✉#( ❜❡ ♣❛✐❞ ♦♥ (❤❡ ❡①(+❛❝(✐♦♥ ♦❢ ♥❛(✉+❛❧

+❡#♦✉+❝❡#✳

✻

✻

▼❛"#✐♥ ❖✬❈♦♥♥♦" ✭♣❡"-♦♥❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛#✐♦♥✮ ✇♦♥❞❡"- ✐❢ ✐# ✐- ♣♦--✐❜❧❡ #♦ ✜♥❞✱ ❦♥♦✇✐♥❣

#❤❡ "❡❛❧ ♣"✐❝❡-✱ #❤❡ ❞✐✛❡"❡♥# "❡❛❧ "❛#❡- ♦❢ "❡#✉"♥✱ ❛♥❞ #❤✉- #♦ ❦♥♦✇ ✇❤♦ ❤❛- #❤❡ ♣♦✇❡" #♦

✐♥✢✉❡♥❝❡ ❙"❛✣❛♥ ♣"✐❝❡- ✐♥ ♦"❞❡" #♦ ❣❡# ❛♥ ❤✐❣❤❡" -❤❛"❡ ♦❢ #❤❡ -✉"♣❧✉-✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ #♦

❡①❛♠♣❧❡ ✻✳✶✱ ❛♥❞ ✐❢ #❤❡"❡ ✐- ♥♦ "❡♥# ♦♥ #❤❡ ♥❛#✉"❛❧ "❡-♦✉"❝❡ ❛♥❞ #❤❡ ✇❛❣❡ ✐- ❦♥♦✇♥✱ ✐# ✐-

♣♦--✐❜❧❡ #♦ ✜♥❞ #❤❡ "❛#❡- ♦❢ ♣"♦✜# ♦♥❝❡ #❤❡ ♣"✐❝❡- ❛"❡ ❦♥♦✇♥✳ ■❢ ❛♥ ❛❜-♦❧✉#❡ "❡♥# ❛♣♣❡❛"- ♦♥

#❤❡ ♥❛#✉"❛❧ "❡-♦✉"❝❡✱ ✇❡ ♥♦✇ ❣❡# ❢♦✉" ✉♥❦♥♦✇♥- ✭#❤❡ #❤"❡❡ "❛#❡- ♦❢ ♣"♦✜# ❛♥❞ #❤❡ "❡♥#✮ ❢♦"

♦♥❧② #❤"❡❡ ❡F✉❛#✐♦♥-✳ ❖♥❡ ♦❢ #❤❡ ❞✐-#"✐❜✉#✐♦♥ ✈❛"✐❛❜❧❡- ♠✉-# #❤❡♥ ❛❧-♦ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❢"♦♠ ♦✉#-✐❞❡✳
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✻✳✸ ▲♦♦❦✐♥❣ ❛* *❤❡ ❢✉*✉/❡

✻✳✸✳✶ ■% ♥❛(✉*❡ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛%%❡(❄ ■% ❝❛♣✐(❛❧✐%❛(✐♦♥ ♦❢ ♥❛(✉*❡
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❛❧❧♦✇ '❤❡ *②*'❡♠ '♦ -❡♣-♦❞✉❝❡ ✐'*❡❧❢✱ ✇✐'❤ ❢✉❧❧ ❡♠♣❧♦②♠❡♥'✳ ❋♦- ✐♥*'❛♥❝❡✱ ✐❢

'❤❡ ✐♥*'✐'✉'✐♦♥❛❧ ❢-❛♠❡✇♦-❦ ✐* ❛❜❧❡ '♦ ❝♦♥'-♦❧ '❤❡ ❡✈♦❧✉'✐♦♥ ♦❢ '❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡* ❛♥❞

'❤❡ ❡✈♦❧✉'✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥*✉♠♣'✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐* ♥❡❝❡**❛-② '♦ ❧✐♠✐' ❡①'-❛❝'✐♦♥* ♦❢ ♥❛'✉✲

-❛❧ -❡*♦✉-❝❡* ❛♥❞ ♣♦❧❧✉'✐♥❣ ❡♠✐**✐♦♥* ✉♥❞❡- '❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ -❡♣❧❡♥✐*❤♠❡♥' ♦❢ '❤❡

❡♥✈✐-♦♥♠❡♥'✱ ✇❡ ❝❛♥ ❦♥♦✇ '❤❡ ✐♥✈❡*'♠❡♥'* '❤❛' ❛-❡ ♥❡❡❞❡❞ ❛' ❡❛❝❤ ♣❡-✐♦❞ ♦❢

♣-♦❞✉❝'✐♦♥✳

✻✳✸✳✷✳✷ ❖♥ &❤❡ ♣❤②+✐❝❛❧ +②+&❡♠

■♥ '❤❡ ❛♥❛❧②*✐* ♦❢ ?❛*✐♥❡''✐✱ '❤❡ ✈❛❧✉❡ *②*'❡♠ ✐* ♦♥❧② ❝♦♥❝❡-♥❡❞ ✇✐'❤ ❝♦♠♠♦❞✐✲

'✐❡* ❛♥❞ *❡-✈✐❝❡* '❤❛' -❡❝❡✐✈❡ ❛ ♣-✐❝❡✿ '❤✉* ✇❡ ❝❛♥♥♦' ❦♥♦✇ ✐❢ '❤✐* ❡❝♦♥♦♠②

✐* ❛ ❝✐-❝✉❧❛- ♦♥❡ ✭✐♥ '❤❡ *❡♥*❡ ♦❢ ❛ *②*'❡♠ ♦❢ ♣-♦❞✉❝'✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡* ♥♦' ♥❡❡❞

-❡*♦✉-❝❡* ❢-♦♠ '❤❡ ❡♥✈✐-♦♥♠❡♥' ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐* ♥♦' ❡♠✐''✐♥❣ ❛♥② ♣♦❧❧✉'✐♦♥✮✳ ❆❝✲

'✉❛❧❧② '❤❡ ♥♦'✐♦♥ ♦❢ ♠❛** ❛♥❞ ❡♥❡-❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ✭✐♥♣✉'* ❡D✉❛❧ ♦✉'♣✉'*✮ ♦- ❝❧♦*✉-❡

✭'❤❡-❡ ✐* ♥♦ ♣❤②*✐❝❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✇✐'❤ '❤❡ ❡♥✈✐-♦♥♠❡♥'✮ ✐* ♥♦' -❡❧❡✈❛♥' ❢♦- '❤✐*

❦✐♥❞ ♦❢ *②*'❡♠*✱ ❛* *♦♦♥ ❛* '❤❡ ❝♦♥❝❡♣' ♦❢ *❡-✈✐❝❡ ✐* ✐♥'-♦❞✉❝❡❞ ✭♦- ✐❢ *♦♠❡

✐♥♣✉'* ❛-❡ ♥♦' ♣-♦❞✉❝❡❞ ♦- *♦♠❡ ♦✉'♣✉'* ❛-❡ ♥♦' *♦❧❞✮✳ ❚♦ ❛♣♣❧② '❤❡*❡ ♥♦'✐♦♥*✱

'❤❡ ♣❤②*✐❝❛❧ *②*'❡♠ ♠✉*' ❜❡ ♠❛❞❡ ❞✐*'✐♥❝' ❢-♦♠ '❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♦♥❡✿ '❤❡ ✜-*' ♦♥❡

✐* ♦♥❧② ❝♦♥❝❡-♥❡❞ ❛❜♦✉' ❡①❝❤❛♥❣❡* ♦❢ ♠❛'❡-✐❛❧ ❛♥❞ ❡♥❡-❣❡'✐❝ -❡*♦✉-❝❡*✱ ✇❤✐❧❡

'❤❡ *❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐* ❝♦♥❝❡-♥❡❞ ❛❜♦✉' ❡①❝❤❛♥❣❡* ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐'✐❡*✱ *❡-✈✐❝❡* ❛♥❞ ❧❛✲

❜♦-✳ ◆♦✇ '❤❛' '❤✐* ❞✐*'✐♥❝'✐♦♥ ✐* ❝❧❡❛-✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉♥❞❡-*'❛♥❞ '❤❛' ❛ *②*'❡♠ ❝❛♥ ❜❡

❝✐-❝✉❧❛- ✐♥ '❤❡ ♣❤②*✐❝❛❧ *②*'❡♠ ❜✉' ♣-♦❞✉❝✐♥❣ ♥♦'❤✐♥❣ ✐♥ '❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ *②*'❡♠

✭❧✐❦❡ '❤❡ ♣❤②*✐❝❛❧ *②*'❡♠ ♦❢ ❡❛-'❤ ❜❡❢♦-❡ '❤❡ ❤✉♠❛♥ -❡✐❣♥✮✱ '❤❡ -❡✈❡-*❡ ❜❡✐♥❣

'❤❛' ❛ ♣-♦❝❡** ♣-♦❞✉❝✐♥❣ ♥♦'❤✐♥❣ ✐♥ '❤❡ ♣❤②*✐❝❛❧ *②*'❡♠✱ ❡✳❣✳ ❛ *❡-✈✐❝❡✱ ❝♦✉❧❞

♣-♦❞✉❝❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ '❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ *②*'❡♠✳

■' ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥'❡-❡*'✐♥❣ '♦ ❢♦❝✉* ♦♥ '❤❡ ♣❤②*✐❝❛❧ *②*'❡♠ ♦♥❧②✳ ❚❤❡ ✇♦-❦* ♦❢

❖✬❈♦♥♥♦- ❛♥❞ ❆♥❞-❡✇ ✭✷✵✵✾✮ ♦♥ '❤❡ ♠❛'❤❡♠❛'✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐'✐♦♥* ❢♦- ❛ ♣❤②*✐❝❛❧

*②*'❡♠ ♦❢ ♣-♦❞✉❝'✐♦♥ '♦ ❜❡ *❡❧❢✲*✉*'❛✐♥❛❜❧❡ ✭✇✐'❤ ♠❛** ❛♥❞ ❡♥❡-❣② ❝❧♦*✉-❡ ❛'

'❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ '❤❡ *②*'❡♠✮ ❛-❡ -❡❧❡✈❛♥' ✐♥ '❤✐* ❝♦♥'❡①'✳ ❚❤❡② *❤♦✇ '❤❛' *'-✐❝'

-❡D✉✐-❡♠❡♥' ❢♦- '❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡* ❛-❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐❢ ✇❡ ✇✐*❤ '♦ ❣❡' ✏✐♥❞❡✜♥✐'❡❧② *✉*✲

'❛✐♥❛❜❧❡ ✬❢✉❧❧ -❡*♦✉-❝❡ ✉'✐❧✐*❛'✐♦♥✬ '✐♠❡ ♣❛'❤*✑ ✭❖✬❈♦♥♥♦- ❛♥❞ ❆♥❞-❡✇✱ ✷✵✵✾✮✳

❚❤❡② ♣❛-'✐❝✉❧❛-❧② ✐♥✈❡*'✐❣❛'❡ '❤❡ ♥♦'✐♦♥ ♦❢ ❜❛*✐❝ ♣-♦❝❡**✿ ✐❢ ❛ ♣❤②*✐❝❛❧ *②*'❡♠

✐* '♦ ❜❡ *❡❧❢✲*✉*'❛✐♥❛❜❧❡✱ ✐' ♠✉*' ❜❡ ❝♦♠♣♦*❡❞ ♦♥❧② ✇✐'❤ ❜❛*✐❝ -❡*♦✉-❝❡*

✾

❛♥❞

❜❛*✐❝ ♣-♦❝❡**❡*✳ ✬◆♦♥✲❡**❡♥'✐❛❧✬ ❛♥❞ ✬♥♦♥✲*✉♣♣♦-'❛❜❧❡✬ ♣-♦❝❡**❡* ❝❛♥ '❤❡♥ ❛❧*♦

❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦- '❤❡ ♣❤②*✐❝❛❧ *②*'❡♠ ✭❖✬❈♦♥♥♦- ❛♥❞ ❆♥❞-❡✇✱ ✷✵✵✾✮✳ ❋✐♥❛❧❧② '❤❡②

❛''❡♠♣' '♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠❡'❤♦❞♦❧♦❣② '❤❛' ❝♦✉❧❞ '-❛♥*❢♦-♠ ❛♥② -❛♥❞♦♠ *②*'❡♠ ✐♥'♦

❛ *❡❧❢✲*✉*'❛✐♥❛❜❧❡ ♦♥❡✳

❆ ❣♦♦❞ D✉❡*'✐♦♥ ✐* '❤❡♥✿ ✐* '❤❡ ❝♦♥❝❡♣' ♦❢ *'❛♥❞❛-❞ *②*'❡♠ ❛❧*♦ ✐♥'❡-❡*'✐♥❣

✐♥ '❤❡ ♣❤②*✐❝❛❧ ♦♥❡❄ ❯♥❢♦-'✉♥❛'❡❧② ❉✉♣❡-'✉✐* ❛♥❞ ❙✐♥❤❛ ✭✷✵✵✾✮ *❤♦✇ '❤❛' '❤✐*

❝♦♥❝❡♣' ✐* ♣✉-❡❧② ❡❝♦♥♦♠✐❝✿

✏■' *❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦'❡❞ '❤❛' '❤❡ -❡❞✉❝'✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ❣✐✈❡♥ *②*'❡♠ '♦

❛ *②*'❡♠ ♦❢ ♦♥❧② ❜❛*✐❝ ❣♦♦❞* '-❛♥*❢♦-♠* ❛ ♣❤②*✐❝❛❧ *②*'❡♠ ✐♥'♦ ❛♥

❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧ *②*'❡♠✳ ❋♦- ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ➓✺✾✱ ♣♣✳ ✺✵✕✺✶✱ ❙-❛✛❛ ✭✶✾✻✵✮

✾

■ ❛♠ ♥♦% ✉'✐♥❣ %❤❡ %❡,♠ ❝♦♠♠♦❞✐%✐❡' ❛' ✇❡ ❛,❡ %❛❧❦✐♥❣ ✇✐%❤ ❛ ♣❤②'✐❝❛❧ '②'%❡♠✱ ❛♥❞ ♥♦%

✇✐%❤ ❛ ✈❛❧✉❡ '②'%❡♠✳
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#❛❦❡' ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♣❤②'✐❝❛❧ '3✉❛5❡ '②'#❡♠ ✇✐#❤ ❢♦✉5 ❣♦♦❞' ✇✐#❤

#✇♦ ❣♦♦❞' ❵❜✬ ❛♥❞ ❵❝✬ ♣5♦❞✉❝❡❞ ❜② ♦♥❡ ♣5♦❝❡'' ♦♥❧② ❜✉# ✇❤✐❧❡ ❵❜✬

❞♦❡' ♥♦# ❡♥#❡5 ✐♥ #❤❡ ♣5♦❞✉❝#✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ♣5♦❝❡''✱ ❵❝✬ ❡♥#❡5' ✐♥#♦ ❛❧❧

#❤❡ ❢♦✉5 ♣5♦❝❡''❡'✳ ❈❧❡❛5❧② ❵❜✬ ✐♥ #❤✐' ❝❛'❡ ✐' ♥♦♥✲❜❛'✐❝ ❛♥❞ 5❡♠♦✈❛❧

♦❢ ❵❜✬ ❢5♦♠ #❤❡ '②'#❡♠ 5❡3✉✐5❡' 5❡♠♦✈❛❧ ♦❢ #❤❡ ♣5♦❝❡'' #❤❛# ♣5♦❞✉❝❡'

❵❝✬✳ ❚❤✐' ❝❤❛♥❣❡' #❤❡ '#❛#✉' ♦❢ ❵❝✬ ✐♥ #❤❡ '②'#❡♠ ❝♦♠♣❧❡#❡❧②✳ ■# ✐' ♥♦✇

'♦♠❡#❤✐♥❣ ❛❦✐♥ #♦ ❧❛♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥#❡5' ✐♥#♦ ♣5♦❞✉❝#✐♦♥ ♦♥ #❤❡ ✐♥♣✉#

'✐❞❡ ❜✉# ♥♦# ♦♥ #❤❡ ♦✉#♣✉# '✐❞❡✳ ❚❤❡5❡❢♦5❡✱ ❵❝✬ ❤❛' #♦ ❜❡ 5❡♠♦✈❡❞

❢5♦♠ #❤❡ '②'#❡♠ ♦❢ ❜❛'✐❝ ❣♦♦❞' ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛♣♣5♦♣5✐❛#❡ ♣♦'✐#✐✈❡

❛♥❞ ♥❡❣❛#✐✈❡ ♠✉❧#✐♣❧✐❡5' ♦♥ #❤❡ ♣5♦❝❡''❡' #♦ ❡❧✐♠✐♥❛#❡ ❵❝✬ ❢5♦♠ #❤❡

'②'#❡♠✱ ✇❤✐❝❤ 5❡❞✉❝❡' #❤❡ '②'#❡♠ ♦❢ ❜❛'✐❝ ❣♦♦❞' #♦ ❛ ✷①✷ '3✉❛5❡

'②'#❡♠✳ ❚❤♦✉❣❤ ✐# ✐' #5✉❡ #❤❛# ✐♥ #❤❡ 5❡❛❧ '②'#❡♠ ❵❝✬ ✐' ❛ ❝♦♠♠♦❞✐#②

❛♥❞ ✐' ♥❡❝❡''❛5② ❢♦5 #❤❡ ♣5♦❞✉❝#✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ #❤❡ ❢♦✉5 ❣♦♦❞'✱ ✐#' ❡❝♦✲

♥♦♠✐❝ '#❛#✉' ✐♥ #❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ '②'#❡♠ ♦❢ ♦♥❧② ❜❛'✐❝ ❣♦♦❞' ❝♦♠♣❧❡#❡❧②
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❝♦♠♠♦❞✐(②✳ ❋✉2(❤❡2♠♦2❡✱ ❛ ❞✐✛❡2❡♥(✐❛❧ 2❡♥( ♠❛② ❛2✐$❡ ❡✈❡♥ ✐♥ ✐♥❞✉$(2✐❡$ (❤❛( ❞♦ ♥♦( ❞✐2❡❝(❧②

✉$❡ ❛ ♥❛(✉2❛❧ 2❡$♦✉2❝❡✳
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✼✳✺ ❑❡② ✜♥❞✐♥❣+

❙#❛✛❛✬' ♠♦❞❡❧ ✇❛' ✐♥0❡♥❞❡❞ 0♦ ❝#✐0✐❝✐③❡ 0❤❡ ♥❡♦❝❧❛''✐❝❛❧ ❛♣♣#♦❛❝❤✱ ❛♥❞ 0♦ ♦✛❡#

❛ ♠❡0❤♦❞✱ ✇✐0❤ ❝❧❛''✐❝❛❧ ✐♥'♣✐#❛0✐♦♥'✱ ❢♦# 0❤❡ ❛♥❛❧②'✐' ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡①❝❤❛♥❣❡'

❛♥❞ 0❤❡ ❝#❡❛0✐♦♥ ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡'✳ ❲❤❛0 ✇♦✉❧❞ 0❤❡♥ ❜❡ ❙#❛✣❛♥ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧

❡❝♦♥♦♠✐❝'❄

✶✳ ❋✐#'0❧②✱ 0❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ '②'0❡♠✱ ❛♥❞ 0❤✉' 0❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞✐'❝♦✉#'❡✱ ✇♦✉❧❞ ♦♥❧②

❝♦♥❝❡#♥ ❛❝0✐✈✐0✐❡' 0❤❛0 ♣#♦❞✉❝❡✱ ✇✐0❤ 0❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❧❛❜♦#✱ ♠❛#❦❡0❡❞

❝♦♠♠♦❞✐0✐❡' ❛♥❞ '❡#✈✐❝❡'✳

✷✳ ■♥'✐❞❡ 0❤✐' '②'0❡♠✱ 0❤❡ ❝♦'0 ♦❢ ♣#♦0❡❝0✐♥❣ 0❤❡ ❡♥✈✐#♦♥♠❡♥0 ❝❛♥ ❜❡ ✇❡❧❧

❞❡✜♥❡❞✿ ✐0 #❡♣#❡'❡♥0' 0❤❡ '✉♠ ♦❢ 0❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❧❧ ♠❛#❦❡0❡❞ '❡#✲

✈✐❝❡' 0❤❛0 ♣#♦0❡❝0 0❤❡ ❡♥✈✐#♦♥♠❡♥0✳ ❚❤✐' ❝♦✈❡#' ❛❧❧ ❛❝0✐✈✐0✐❡' ❛00❡♠♣0✐♥❣

0♦ ❛✈♦✐❞✱ #❡❞✉❝❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❡♥'❛0❡ 0❤❡ ❞❛♠❛❣❡' ♦♥ 0❤❡ ❡♥✈✐#♦♥♠❡♥0✳ ❋♦#

❋#❛♥❝❡✱ 0❤✐' ❛♠♦✉♥0❡❞ 0♦ ✹✼✳✷ ❜✐❧❧✐♦♥' ❡✉#♦' ✐♥ ✷✵✶✸ ❛♥❞ 0❤❛0 ✇❛' ❡M✉✐✈❛✲

❧❡♥0 0♦ ✷✳✷✪ ♦❢ ❋#❛♥❝❡ ●❉Q ✭❈●❉❉✱ ✷✵✶✺✮✳ ❇✉0 0❤✐' ✐' ♥♦0 0❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ 0❤❡ ❡♥✈✐#♦♥♠❡♥0✿ 0❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 0❤❡ ❡♥✈✐#♦♥♠❡♥0 ✐' ♥♦0 #❡❞✉❝✐❜❧❡ 0♦

0❤✐' ❛♠♦✉♥0 ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡✱ ♣#❡❝✐'❡❧② ❜❡❝❛✉'❡ 0❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞✐'❝♦✉#'❡

✐' '0#✐❝0❧② #❡'❡#✈❡❞ 0♦ ♠❛#❦❡0❡❞ ❝♦♠♠♦❞✐0✐❡' ♣#♦❞✉❝❡❞ ❜② ❤✉♠❛♥ ❧❛❜♦#✳

✸✳ ❙0✐❧❧ ✐♥'✐❞❡ 0❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ '②'0❡♠✱ 0❤❡ ✐♠♣❛❝0 ♦❢ 0❤❡ ❧♦'' ♦❢ ❛♥ ❡♥✈✐#♦♥✲

♠❡♥0❛❧ #❡'♦✉#❝❡ ♦# '❡#✈✐❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈❡'0✐❣❛0❡❞✳ ❋✐#'0✱ ❢#♦♠ 0❤❡ '0❛0✐❝

❛♥❛❧②'✐' ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦# 0❤❡ ♣#❡'❡♥0 ♣❡#✐♦❞ ♦❢ ♣#♦❞✉❝0✐♦♥✱ 0❤❡ ❞②♥❛♠✐❝' ♦❢

0❤❡ '②'0❡♠ '❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛''❡''❡❞ ✭❛''✉♠♣0✐♦♥' ❛❜♦✉0 #❡0✉#♥' 0♦ '❝❛❧❡✱ ✐♥✲

0#♦❞✉❝0✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡#❡♥0 0❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡'✱ ❝❤❛♥❣❡' ✐♥ ❞❡♠❛♥❞✮✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝0 ♦❢

0❤❡ ❡♥✈✐#♦♥♠❡♥0❛❧ ❧♦'' ❝❛♥ 0❤❡♥ ❜❡ ❦♥♦✇♥✱ ✐♥ 0❡#♠' ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ #❛0❡ ♦❢

♣#♦✜0' 0❤❛0 ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ♦# ✐♥ 0❡#♠' ♦❢ 0❤❡ ❛♠♦✉♥0 ♦❢ ❝♦♥'✉♠♣0✐♦♥

❣♦♦❞' 0❤❛0 ❝❛♥ ❜❡ ♣#♦❞✉❝❡❞✳ ■0 ♠✉'0 ❜❡ #❡♠✐♥❞❡❞ 0❤❛0 ❝♦♠♣❛#✐'♦♥ ♦❢

♣#✐❝❡' ❛#❡ ✉'❡❧❡'' ❛' '♦♦♥ ❛' 0❤❡ '0❛♥❞❛#❞ '②'0❡♠ ✐' ❝❤❛♥❣❡❞❀ ✐♥ 0❤✐' ❝❛'❡

0❤❡ ❛♥❛❧②'✐' ♠✉'0 #❡♠❛✐♥ ❛0 0❤❡ ♣❤②'✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧✳

✹✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥'✐❞❡ 0❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ '②'0❡♠✱ 0❤❡ ✐♠♣❛❝0 ♦❢ ❛♥ ❡♥✈✐#♦♥♠❡♥0❛❧ ❡❝♦✲

♥♦♠✐❝ ♣♦❧✐❝② ❝❛♥ ❜❡ ❛''❡''❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛#❛0✐✈❡ ❛❞✈❛♥0❛❣❡' ♦❢ 0❛①❛0✐♦♥

✭✇❤✐❝❤ ✐♥0#♦❞✉❝❡' ❛ ❞✐✛❡#❡♥0 ✇❛② ♦❢ ❞✐'0#✐❜✉0✐♥❣ 0❤❡ '✉#♣❧✉'✮ ♦✈❡# 0❤❡

✐♥0#♦❞✉❝0✐♦♥ ♦❢ ♥♦#♠' ❛♥❞ M✉♦0❛' ♦# ♦✈❡# 0❤❡ ✐♥0#♦❞✉❝0✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛#❦❡0 ♦❢

♣♦❧❧✉0✐♦♥ ♣❡#♠✐0' ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈❡'0✐❣❛0❡❞✳ ■♥ 0❤❡ ✜#'0 ❝❛'❡✱ 0❤❡ ❛♥❛❧②'✐' ❝❛♥

❢♦❝✉' ♦♥ 0❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ 0❤❡ 0❛①✱ ♦♥ 0❤❡ ✐♠♣❛❝0 ✉♣♦♥ 0❤❡ #❛0❡ ♦❢ ♣#♦✜0' ❛♥❞

0❤❡ ❞✐✛❡#❡♥0 ♣#✐❝❡'✳

✺✳ ❆' #❡❣❛#❞' 0❤❛0 ✐' ♦✉0'✐❞❡ ♦❢ 0❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ '②'0❡♠✱ ♥♦0❤✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ '❛✐❞ ❜②

✉'✐♥❣ 0❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞✐'❝♦✉#'❡✳ ❚❤✐' ♠❡❛♥' 0❤❛0 0❤❡ ❡♥✈✐#♦♥♠❡♥0 ❝❛♥♥♦0

❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❙#❛✛❛✬' ❡❝♦♥♦♠✐❝ '②'0❡♠✱ ❛♥❞ 0❤✉' ✇❡ ❝❛♥♥♦0 ❦♥♦✇ 0❤❡

❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 0❤❡ ❡♥✈✐#♦♥♠❡♥0✳ ❍♦✇❡✈❡#✱ 0❤✐' ❞♦❡' ♥♦0 ♠❡❛♥ 0❤❛0

0❤❡ ❡♥✈✐#♦♥♠❡♥0 ❛♥❞ 0❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛#❡ 0✇♦ ❞✐'❥♦✐♥0 '♣❤❡#❡'✳ ❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠②

✐' ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥0♦ 0❤❡ ❡♥✈✐#♦♥♠❡♥0 ❛♥❞ 0❤✐' ✐' ♣#❡❝✐'❡❧② ✇❤② 0❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝

❞✐'❝♦✉#'❡ ❝❛♥♥♦0 #❡❛❝❤ 0❤❡ ❡♥✈✐#♦♥♠❡♥0✳ ▼♦#❡ ❝♦##❡❝0❧②✱ 0❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐'
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✜#$% ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥%♦ %❤❡ $♦❝✐❛❧ $♣❤❡#❡✿ %❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡$ ♦❢ ♠❛#❦❡%❡❞ ❝♦♠✲

♠♦❞✐%✐❡$ ❛♥❞ $❡#✈✐❝❡$ ♣#♦❞✉❝❡❞ ✇✐%❤ ❤✉♠❛♥ ❧❛❜♦# ❛#❡ ♦♥❧② ❛ ♣❛#% ♦❢

❛❧❧ ❡①❝❤❛♥❣❡$ %❤❛% ❤❛♣♣❡♥ ✐♥ %❤❡ $♦❝✐❛❧ $♣❤❡#❡✳ ❊✈❡#②✲❞❛② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲

%✐♦♥✱ ♣#♦❞✉❝%✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♥♦♥✲♠❛#❦❡%❡❞ ❣♦♦❞$ ❛#❡ ♥♦% ♣❛#% ♦❢ %❤❡

❡❝♦♥♦♠✐❝ $②$%❡♠✳ ❆♥❞ ♣♦❧✐%✐❝❛❧ ❞❡❝✐$✐♦♥$ ❛❜♦✉% %❤❡ ❞✐$%#✐❜✉%✐♦♥ ♦❢ %❤❡

$✉#♣❧✉$ ✐♥✢✉❡♥❝❡ %❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈❛❧✉❡$✳ ❚❤❡ $♦❝✐❛❧ $♣❤❡#❡ %❤❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡$✱

❛♥❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡$✱ %❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ $♣❤❡#❡✳ ❆❢%❡# %❤❛%✱ ❛❧❧ ❤✉♠❛♥ ❛❝%✐✈✐%✐❡$

❛#❡ $✉♣♣♦#%❡❞ ❜② ❡①❝❤❛♥❣❡$ ✇✐%❤ %❤❡ ❡♥✈✐#♦♥♠❡♥%❀ %❤✉$ %❤❡ ❤✉♠❛♥ $♦✲

❝✐❡%② ✐%$❡❧❢ ✐$ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥%♦ %❤❡ ❡♥✈✐#♦♥♠❡♥%✳ ❚❤✐$ #❡❛$♦♥✐♥❣ ❡①♣❧❛✐♥$

✇❤② ✐♥%#♦❞✉❝✐♥❣ %❤❡ ❡♥✈✐#♦♥♠❡♥% ✐♥%♦ %❤❡ ❙#❛✣❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ $②$%❡♠ ✐$

❛ ♠✐$%❛❦❡✿ ✐% ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ %❤❛% ♥❛%✉#❡ ❜❡❝♦♠❡$ ❛ ♠❛#❦❡%❡❞ ❝♦♠♠♦❞✐%②✱

✇✐%❤ ❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡ %❤❛% ❝❛♥♥♦% ❡♥❝♦♠♣❛$$ ❛❧❧ %②♣❡$ ♦❢ ✈❛❧✉❡ %❤❛%

❛#❡ ❛$$♦❝✐❛%❡❞ ✇✐%❤ %❤❡ ❡♥✈✐#♦♥♠❡♥% ✐♥ %❤❡ $♦❝✐❛❧ ❛♥❞ %❤❡ ❡♥✈✐#♦♥♠❡♥%

$♣❤❡#❡✳ ❆♥❞ ✐% ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ %❤❛% %❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐$ ✜♥❛❧❧② %❤❡ $♣❤❡#❡ ✇❤✐❝❤

✐♥❝❧✉❞❡$ %❤❡ ❡♥✈✐#♦♥♠❡♥%❛❧ $♣❤❡#❡✳ ❚❤✐$ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡%❡ ❜❡%#❛②❛❧ ♦❢

%❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝$ ✏❝♦#❡ ❜❡❧✐❡❢$✑✳

✻✳ ❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞✐$❝♦✉#$❡ ❝❛♥♥♦% ❛♣♣❧② ♦✉%$✐❞❡ %❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ $♣❤❡#❡✱ ✇❤✐❝❤

✐$ ♦♥❧② ❝♦♥❝❡#♥❡❞ ❛❜♦✉% %❤❡ ❛❝%✐✈✐%✐❡$ %❤❛% ♣#♦❞✉❝❡✱ ✇✐%❤ %❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❤✉✲

♠❛♥ ❧❛❜♦#✱ ♠❛#❦❡%❡❞ ❝♦♠♠♦❞✐%✐❡$ ❛♥❞ $❡#✈✐❝❡$✳ ❇✉% %❤✐$ ❛❝%✐✈✐%✐❡$ ❤❛✈❡

❛♥ ❡♥✈✐#♦♥♠❡♥%❛❧ ✐♠♣❛❝%✳ ❚❤✐$ ✐♠♣❛❝% ♠❛② ❜❡ $%✉❞✐❡❞✱ ❛♥❞ %❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧

$♦❧✉%✐♦♥$ ♦# %❤❡ ❝♦♥$❡H✉❡♥❝❡$ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❞❡♠❛♥❞ ♠❛② ❜❡ ✐♥✈❡$%✐❣❛%❡❞✳

❚❤❡ ❙#❛✣❛♥ ❞❡❝♦♠♣♦$✐%✐♦♥ ✐♥%♦ $✉❜$②$%❡♠$ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡#② #❡❧❡✈❛♥%✱ ❢♦#

✐♥$%❛♥❝❡✱ ✐♥ ♦#❞❡# %♦ ❛$$❡$$ %❤❡ ❡♥✈✐#♦♥♠❡♥%❛❧ ✐♠♣❛❝% ♦❢ %❤❡ ♣#♦❞✉❝%✐♦♥

♦❢ ♦♥❡ $♣❡❝✐✜❝ ❣♦♦❞ ♦# $❡#✈✐❝❡✳

✼✳ ■❢ %❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞✐$❝♦✉#$❡ ❝❛♥♥♦% ❝♦##❡❝%❧② %#❛♥$❧❛%❡ $♦❝✐❛❧ ❛♥❞ ❡♥✈✐#♦♥✲

♠❡♥%❛❧ ✐$$✉❡$✱ ♦%❤❡# $❝✐❡♥❝❡$ ❝♦✉❧❞ ❤❡❧♣ %♦ ✉♥❞❡#$%❛♥❞ ✇❤❛% ✐$ ❛% $%❛❦❡✿

$♦❝✐♦❧♦❣②✱ ❤✐$%♦#②✱ ❡❝♦❧♦❣②✱ ♣❤②$✐❝$✱ ❜✐♦❧♦❣②✱ ❛❧❧ %❤❡$❡ $❝✐❡♥❝❡$ ❝❛♥ ❤❡❧♣

%♦ ✉♥❞❡#$%❛♥❞ %❤❡ ❧✐♥❦❛❣❡$ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ ❤✉♠❛♥ $♦❝✐❡%② ❛♥❞ %❤❡ ❡♥✈✐#♦♥✲

♠❡♥%✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❤❡❧♣ %♦ ❛$$❡$$ ✇❤❛% ✇♦✉❧❞ ❜❡ %❤❡ ✐♠♣❛❝%$ ♦❢ ❛ $♣❡❝✐✜❝

❡♥✈✐#♦♥♠❡♥%❛❧ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥%✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ✐♠♣❛❝%$ ❝♦✉❧❞ ♦❢ ❝♦✉#$❡ ❛❧$♦ ❜❡

%❛❦❡♥ ✐♥%♦ ❝♦♥$✐❞❡#❛%✐♦♥✿ ❜✉% %❤❡ ✐♠♣❛❝%$ ♦♥ ❛❧❧ %❤❡ ❛❝%✐✈✐%✐❡$ %❤❛% ❛#❡

♥♦% ✐♥$✐❞❡ %❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ $♣❤❡#❡ ❝❛♥♥♦% ❜❡ %#❛♥$❧❛%❡❞ ✐♥%♦ %❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝

❧❛♥❣✉❛❣❡✳



❈❍❆#❚❊❘ ✼✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ✷✷✼

✼✳✻ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

❙#❛✛❛✬' ✜#') ✐♥)❡♥)✐♦♥ ✇❛' )♦ ❝#✐)✐❝✐③❡ )❤❡ ♥❡♦❝❧❛''✐❝❛❧ ♠❛#❣✐♥❛❧ )❤✐♥❦✐♥❣✳ ❆❢)❡#

)❤✐#)② ②❡❛#' ♦❢ ✇♦#❦✱ ❤❡ ♦♥❧② '✉❝❝❡❡❞❡❞ )♦ ✇#✐)❡ ❛ ♣#❡❧✉❞❡✱ ❜✉) ✐) ✇❛' '✉✣✲

❝✐❡♥) )♦ ❣❡♥❡#❛)❡ ❛ ❧♦) ♦❢ ❡♥)❤✉'✐❛'♠ ❛❜♦✉) ❤✐' ♣#♦❥❡❝)✳ ❯♥❢♦#)✉♥❛)❡❧②✱ ❤❡ ❞✐❞

♥♦) ❡♥❣❛❣❡ ❤✐♠'❡❧❢ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥ )❤❡ ❞❡❜❛)❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ )❤❡ ♣✉❜❧✐'❤✐♥❣ ♦❢ ❤✐' ❜♦♦❦✳

❍❡♥❝❡ '♦♠❡ ♣♦✐♥)' ♦❢ ❤✐' )❤✐♥❦✐♥❣ ❛#❡ ')✐❧❧ ✉♥❝❧❡❛# ♥♦✇❛❞❛②'✱ ❛♥❞ )❤✐' ♠❛②

❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② )❤❡ ♥❡♦✲❘✐❝❛#❞✐❛♥ '❝❤♦♦❧ ❞✐❞ ♥♦) ❣#♦✇ ❡♥♦✉❣❤ )♦ #❡❛❧❧② ❝♦♥)❡')

)❤❡ ♥❡♦❝❧❛''✐❝❛❧ ♣❛#❛❞✐❣♠✳ ■) ❝♦✉❧❞ ♥❡✈❡#)❤❡❧❡'' ❜❡ ❛ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❢♦✉♥❞❛)✐♦♥ ❢♦#

❤❡)❡#♦❞♦① ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝'✳ ■) ✉♥❞❡#❧✐♥❡' )❤❛) ✈❛❧✉❛)✐♦♥ ✐' ❛ ♣♦❧✐)✐❝❛❧ ❛❝)✱

)❤❛) ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈❛❧✉❛)✐♦♥ ❞♦❡' ♥♦) ❡①♣#❡'' )❤❡ '♦❝✐❛❧ ✇❡❛❧)❤✱ ❛♥❞ )❤❛) ♥❛)✉#❡

❝❛♥♥♦) ❜❡ '❡❡♥ ❛' ❛ ♣#♦❞✉❝❡❞ ❝❛♣✐)❛❧✳

❯♣ )♦ ♥♦✇✱ )❤❡ ♠❛❥♦# ❞✐'❝✉''✐♦♥ ❛❜♦✉) ❙#❛✛❛ ✐♥ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝' ✇❛'

❛❜♦✉) ♥❛)✉#❡✬' ✈❛❧✉❛)✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥✐)✐❛❧ ❛''✉♠♣)✐♦♥ ♦❢ #❡'❡❛#❝❤❡#' ❝❛❧❝✉❧❛)✐♥❣ ❡❝♦✲

❧♦❣✐❝❛❧ ♣#✐❝❡' ✐' )❤❛) ✐) ✇♦✉❧❞ ❤❡❧♣ )❤❡ ♣#♦)❡❝)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ❡♥✈✐#♦♥♠❡♥)✳ ❚❤✐' ✐'

✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐)❤ )❤❡ ✏)#❛❣❡❞② ♦❢ )❤❡ ❝♦♠♠♦♥'✑ ♥♦)✐♦♥ )❤❛) ❛''❡#)' )❤❛) ✏)❤❡ ♥♦♥✲

♣#✐❝✐♥❣ ♦❢ ♥❛)✉#❛❧ #❡'♦✉#❝❡' ❛♥❞ )❤❡ ♥♦♥✲❛''✐❣♥♠❡♥) ♦❢ ♣#✐✈❛)❡ ♦# ')❛)❡ ♣#♦♣❡#)②

#✐❣❤)' )♦ )❤❡'❡ #❡'♦✉#❝❡' ❡①♣❧❛✐♥' ✇❤② )❤❡② ❛#❡ ♦✈❡#✲❡①♣❧♦✐)❡❞✑ ✭❇✉#❦❡))✱ ✷✵✵✻✱

♣✳ ✹✺✮✳ ❍♦✇❡✈❡#✱ ✐) ❛❝)✉❛❧❧② ♣#♦♠♦)❡' )❤❡ ✐❞❡❛' )❤❛) ♥❛)✉#❛❧ #❡'♦✉#❝❡' '❤♦✉❧❞

❜❡ ❝❛♣✐)❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ )❤❛) )❤❡ ♠❛#❦❡) ✐' )❤❡ ♦♥❧② ✐♥')✐)✉)✐♦♥ )❤❛) ❝♦✉❧❞ '✉❝❝❡''✲

❢✉❧❧② ♠❛♥❛❣❡ )❤❡ ❡♥✈✐#♦♥♠❡♥)✳ ❙#❛✛❛✬' ❛♥❛❧②'✐' #❡❥❡❝)' ♥❛)✉#❛❧ #❡'♦✉#❝❡' ✐♥

❤✐' ❡①♣❧❛♥❛)✐♦♥ ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡✱ ♥♦) ❜❡❝❛✉'❡ ♥❛)✉#❡ ✐' ♥♦) ✐♠♣♦#)❛♥) ❢♦# )❤❡

❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣#♦❝❡'' ✭)❤❡ ❝♦♥)#✐❜✉)✐♦♥ ♦❢ ♥❛)✉#❡ ✐' ✐♥✜♥✐)❡ ✐♥ )❤✐' #❡'♣❡❝)✮✱ ❜✉)

❜❡❝❛✉'❡ )❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞✐'❝♦✉#'❡ ✐' ♥♦) ❛❜❧❡ )♦ ❡①♣#❡'' ✐)' ✈❛❧✉❡✳

❆❝❝♦#❞✐♥❣ )♦ ❙#❛✛❛✱ )❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞✐'❝♦✉#'❡ ✐' ❛♥ ❛❝❝♦✉♥)✐♥❣ ♦♥❡✳ R#✐❝❡'

❛❝❝♦✉♥) ❢♦# )❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡' ♦❢ ♠❛#❦❡)❡❞ ❝♦♠♠♦❞✐)✐❡' ❛♥❞ '❡#✈✐❝❡' ♣#♦❞✉❝❡❞ ❜②

❤✉♠❛♥ ❧❛❜♦#✱ ❛♥❞ ❢♦# )❤❡ ❞✐')#✐❜✉)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ '✉#♣❧✉'✳ ❚❤❡② ❞♦ ♥♦) '❡#✈❡ ❛'

✐♥❝❡♥)✐✈❡' ❢♦# ♣#♦❞✉❝)✐♦♥ ♦# ❝♦♥'✉♠♣)✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ )❤❡ ♣#✐❝❡' ✐' )❤✉' ♥♦)

#❡❛❧❧② ✐♠♣♦#)❛♥)✳ ❚❤❡ ❝❡♥)#❛❧ S✉❡')✐♦♥ ✐♥ ❙#❛✣❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝' ✐' )❤❡ ❞✐')#✐❜✉)✐♦♥

♦❢ )❤❡ '✉#♣❧✉'✿ )❤✐' '✉#♣❧✉' ❝❛♥ ❜❡ ❞✐')#✐❜✉)❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ✇❛②'✱ ❛♥❞ )❤❡ S✉❡'✲

)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ❢❛✐# ❞✐')#✐❜✉)✐♦♥ ✐' ❛ ♣♦❧✐)✐❝❛❧ ♦♥❡

✾

✳ ■♥ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝' ❛❧'♦✱

❞✐')#✐❜✉)✐♦♥ ✐' ❛ ❝❡♥)#❛❧ ♣#♦❜❧❡♠✱ ❛' ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ #❡'♦✉#❝❡' ❛♥❞ '❡#✈✐❝❡' ❛#❡ ♥♦)

✉♥✐❢♦#♠❧② ❞✐')#✐❜✉)❡❞ ♦♥ )❤❡ ♣❧❛♥❡)✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣#♦♣#✐❛)❡❞ )♦ )❤❡ ❞❡)#✐♠❡♥)

♦❢ )❤❡ ♣♦♦#

✶✵

✳ ❍❡♥❝❡ ❜♦)❤ '❝❤♦♦❧' ❤❛✈❡ ❛ ❝❡♥)#❛❧ S✉❡')✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐'

♥♦) )❤❡ S✉❡')✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♥❛)✉#❡✱ ❜✉) )❤❡ S✉❡')✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ❢❛✐# ❞✐')#✐❜✉)✐♦♥

♦❢ ✇❡❛❧)❤ ✭❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧✱ '♦❝✐❛❧ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✇❡❛❧)❤✮ ❜❡)✇❡❡♥ ♣#❡'❡♥) ❛♥❞ ❢✉)✉#❡

❣❡♥❡#❛)✐♦♥'✱ ✐✳❡✳ ❛ ♣♦❧✐)✐❝❛❧ S✉❡')✐♦♥✳

❚❤✐' ❝♦♥❝❧✉'✐♦♥ ♠❛② ❤❛✈❡ ❡♠❡#❣❡❞ '♦♦♥❡# ✐❢ ❛ ❝♦♥♥❡❝)✐♦♥ ❜❡)✇❡❡♥ #❡'❡❛#❝❤❡#'

♦❢ )❤❡ )✇♦ ✜❡❧❞'✱ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥❡♦✲❘✐❝❛#❞✐❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝'✱ ❡①✐')❡❞✳ ❚❤✐' ❝♦♥✲

♥❡❝)✐♦♥ ♠❛② ❧❡❛❞' )♦ ❢#✉✐)❢✉❧ #❡'✉❧)'✱ ✐❢ ✐♥ ❜♦)❤ '❝❤♦♦❧' ❛ ❝❧❡❛# ❝♦♠♠✐)♠❡♥)

✐' ♠❛❞❡ )♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❝♦♠♣❧❡)❡❧② ❞✐✛❡#❡♥) ♣❛#❛❞✐❣♠ ❢#♦♠ )❤❡ ♥❡♦❝❧❛''✐❝❛❧ ♦♥❡✳

✾

❙❡❡ "❛$✐♥❡''✐ ✭✶✾✾✸✮ ❛♥❞ ●❛/❜❡❧❧✐♥✐ ✭✷✵✶✶✮ ❢♦/ ❛ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥' ♦❢ ❛ ♣❧❛♥♥❡❞ ❡❝♦♥♦♠②✱

✇❤❡/❡ $✉/♣❧✉$ ✐$ ❞✐$'/✐❜✉'❡❞ ✐♥ ❛ ✇❛② '❤❛' ❢✉❧❧✲❡♠♣❧♦②♠❡♥' ✐$ ❣✉❛/❛♥'❡❡❞ ❛♥❞ ❡✈♦❧✉'✐♦♥ ♦❢

❞❡♠❛♥❞ ✐$ $❛'✐$✜❡❞✳ ❙❡❡ ▼❛/'✐♥$ ✭✷✵✶✸✮ ❢♦/ ❛ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥' ♦❢ ❛ ♣❧❛♥♥❡❞ ❡❝♦♥♦♠②✱ ✇❤❡/❡

$✉/♣❧✉$ ✐$ ❞✐$'/✐❜✉'❡❞ ✐♥ ❛ ✇❛② '❤❛' ❢✉❧✜❧❧♠❡♥' ♦❢ ❜❛$✐❝ ❝❛♣❛❜✐❧✐'✐❡$ ✐$ ❣✉❛/❛♥'❡❡❞

✶✵

❙❡❡ ▼❛/'✐♥❡③✲❆❧✐❡/ ✭✷✵✵✷✮ ❢♦/ ❛ $'✉❞② ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥✢✐❝'$✳



❈❍❆#❚❊❘ ✼✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ✷✷✽

❚❤❡ ♥❡♦❝❧❛**✐❝❛❧ ♣❛-❛❞✐❣♠ ❝♦♠♣✉2❡* 2❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡* ♥❡❡❞❡❞ ❢♦- 2❤❡ ♠❛①✐♠✐*❛✲

2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ♥❡❡❞* ❛♥❞ ❞❡*✐-❡* ♦❢ 2❤❡ ❛❣❡♥2*✱ ✐♥ 2❤❡ ♣-❡*❡♥2 ❛♥❞ ✐♥ 2❤❡ ❢✉2✉-❡✳

❆ ♣-✐❝❡ ✐* *❡2 ♦♥ ❡✈❡-② ❣♦♦❞ 2❤❛2 ♥❡❡❞* 2♦ ❜❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❛♥❞ 2❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ 2❤❡

♣-✐❝❡* ✐* ✐♠♣♦-2❛♥2✿ ✐❢ ✐2 ✐* ❞✐✛❡-❡♥2 ❢-♦♠ 2❤❡ ♦♣2✐♠❛❧ ♦♥❡✱ *♦♠❡ ❛❣❡♥2* ✇♦✉❧❞

❧♦** *♦♠❡ ✉2✐❧✐2②✳ ■♥ 2❤✐* ♣❛-❛❞✐❣♠✱ ✐2 ✐* 2❤❡♥ -❡❛❧❧② ✐♠♣♦-2❛♥2 2♦ *❡2 ❛ ♣-✐❝❡

♦♥ ♥❛2✉-❡✳ ❇✉2 2❤❡ ♥❡♦❝❧❛**✐❝❛❧ ♣❛-❛❞✐❣♠ ❢♦-❣❡2* 2❤❡ ♣♦❧✐2✐❝❛❧ A✉❡*2✐♦♥✿ 2❤❡

✐♥✐2✐❛❧ ❞✐*2-✐❜✉2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ❣♦♦❞* ✭❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧✱ *♦❝✐❛❧ ♦- ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣♦♦❞*✮ ✐* ♥♦2

A✉❡*2✐♦♥❡❞✳

✶✶

❚❤❡ ♥❡♦❝❧❛**✐❝❛❧ ♣❛-❛❞✐❣♠ 2❤✉* ❛♣♣❡❛-* 2♦ ❜❡ ❛ ✉*❡❢✉❧ 2♦♦❧ ❢♦-

2❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛♥2 ❝❧❛**✳

❚❤❡ -❡❜♦-♥ ♦❢ ❝❧❛**✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝* ✐* ❛ *♦✉-❝❡ ♦❢ ✐♥2❡-❡*2✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥2*

❢♦- *✉*2❛✐♥❛❜✐❧✐2② ❛♥❞ ♣♦❧✐2✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝* ❛♥❞ 2❤✐* ✐* ✇❤② ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝*

❛✉2❤♦-* *❤♦✉❧❞ ❞❡✜♥✐2❡❧② ♣✉-*✉❡ 2❤❡✐- ❙-❛✣❛♥ ✐♥2❡-❡*2✳

✶✶

❚❤♦✉❣❤✱ ✐' ♠✉)' ❜❡✿ ❛.❣✉✐♥❣ '❤❛' ❡✈❡.② ❣♦♦❞ ♥❡❡❞) '♦ .❡❝❡✐✈❡ ❛ ♣.✐❝❡ ❧❡❛❞) '♦ '❤❡

6✉❡)'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♦✇♥❡.)❤✐♣ ♦❢ '❤❡)❡ ❣♦♦❞)✳



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤②

❆❜"❛❤❛♠✲❋"♦✐*✱ ●✳ ❛♥❞ ❊✳ ❇❡""❡❜✐ ✭✶✾✼✾✮✳ ❆ ♣"♦♣♦* ❞✬✉♥❡ ✐♥❝♦❤<"❡♥❝❡ ❧♦❣✐?✉❡

❞❡ ♣✳ *"❛✛❛✳ ❈❛❤✐❡%& ❞✬)❝♦♥♦♠✐❡ ♣♦❧✐0✐1✉❡ ✺ ✭❚❤<♦"✐❡ ❞❡ ❧❛ "❡♥B❡✳ C"✐① ❞❡

♣"♦❞✉❝B✐♦♥ ✐♥B❡"♥❛B✐♦♥♥❛✉①✳ ❈♦♥❝❡♣B✐♦♥ ❝❧❛**✐?✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉""❡♥❝❡✳ ❉<❜❛B

*✉" ❧❛ B❤<♦"✐❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉"✮✱ ✺✕✶✵✳

❆❧❝K♥B❛"❛✱ ❱✳ ❛♥❞ ❊✳ C❛❞✐❧❧❛ ✭✷✵✵✾✮✳ ■♥♣✉B✲♦✉B♣✉B *✉❜*②*B❡♠* ❛♥❞ ♣♦❧❧✉B✐♦♥✿

❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛B✐♦♥ B♦ B❤❡ *❡"✈✐❝❡ *❡❝B♦" ❛♥❞ ❝♦✷ ❡♠✐**✐♦♥* ✐♥ *♣❛✐♥✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧

❊❝♦♥♦♠✐❝& ✻✽✱ ✾✵✺✕✾✶✹✳

❆♥❞❡"*♦♥✱ ❏✳ ✭✶✼✼✼✮✳ ❆♥ ❊♥1✉✐%② ✐♥0♦ 0❤❡ ♥❛0✉%❡ ♦❢ 0❤❡ ❈♦%♥ ▲❛✇&✱ ✇✐0❤ ❛ ✈✐❡✇

0♦ 0❤❡ ♥❡✇ ❈♦%♥ ❇✐❧❧ ♣%♦♣♦&❡❞ ❢♦% ❙❝♦0❧❛♥❞✳ ❊❞✐♥❜✉"❣❤✿ ▼✉♥❞❡❧❧✳

❆♥❞❡"**♦♥✱ ❏✳ ❛♥❞ ▼✳ ▲✐♥❞"♦B❤ ✭✷✵✵✶✮✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ✉♥*✉*B❛✐♥❛❜❧❡ B"❛❞❡✳ ❊❝♦✲

❧♦❣✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝& ✸✼✱ ✶✶✸✕✶✷✷✳

❆""♦✇✱ ❑✳ ❏✳ ✭✶✾✺✵✱ ❆✉❣✉*B✮✳ ❆ ❞✐✣❝✉❧B② ✐♥ B❤❡ ❝♦♥❝❡♣B ♦❢ *♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛"❡✳

❏♦✉%♥❛❧ ♦❢ E♦❧✐0✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠② ✺✽ ✭✹✮✱ ✸✷✽✕✸✹✻✳

❆""♦✇✱ ❑✳ ❏✳ ❛♥❞ ●✳ ❉❡❜"❡✉ ✭✶✾✺✹✮✳ ❊①✐*B❡♥❝❡ ♦❢ ❡?✉✐❧✐❜"✐✉♠ ❢♦" ❛ ❝♦♠♣❡B✐B✐✈❡

❡❝♦♥♦♠②✳ ❊❝♦♥♦♠❡0%✐❝❛ ✷✷✱ ✷✻✺✕✷✾✵✳

❆""♦✇✱ ❑✳ ❏✳ ❛♥❞ ❋✳ ❍✳ ❍❛❤♥ ✭✶✾✼✶✮✳ ●❡♥❡%❛❧ ❈♦♠♣❡0✐0✐✈❡ ❆♥❛❧②&✐&✳ ❊❞✐♠❜✉"❣❤✿

❖❧✐✈❡" ✫ ❇♦②❞✳

❆BB❛❝✲❋"❛♥❝❡ ✭✷✵✶✷✱ ❛✈"✐❧✮✳ ▲❛ ♥❛B✉"❡ ❡*B ✉♥ ❜✐❡♥ ❝♦♠♠✉♥✱ ♣❛* ✉♥❡ ♠❛"❝❤❛♥✲

❞✐*❡✳ ♥♦♥ _ ❧❡✉" <❝♦♥♦♠✐❡ ✈❡"B❡ ✦

❆②"❡*✱ ❘✳ ❯✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ■♥❞✉&0%✐❛❧ ▼❡0❛❜♦❧✐&♠✱ ♣♣✳ ✷✸✕✹✾✳ ❲❛*❤✐♥❣B♦♥✱ ❉✳❈✳✿

◆❛B✐♦♥❛❧ ❆❝❛❞❡♠② C"❡**✳

❆②"❡*✱ ❘✳ ❯✳ ❛♥❞ ▲✳ ❲✳ ❆②"❡* ✭✷✵✵✷✮✳ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ✐♥❞✉&0%✐❛❧ ❡❝♦❧♦❣②✳ ❈❤❡❧✲

B❡♥❤❛♠✱ ❯❑✿ ❊❞✇❛"❞ ❊❧❣❛"✳

❆②"❡*✱ ❘✳ ❯✳ ❛♥❞ ❆✳ ❱✳ ❑♥❡❡*❡ ✭✶✾✻✾✮✳ C"♦❞✉❝B✐♦♥✱ ❝♦♥*✉♠♣B✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡①B❡"✲

♥❛❧✐B✐❡*✳ ❚❤❡ ❆♠❡%✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✺✾✱ ✷✽✷✕✷✾✼✳

❆②"❡*✱ ❘✳ ❯✳✱ ❏✳ ❈✳ ✈❛♥ ❞❡♥ ❇❡"❣❤✱ ❉✳ ▲✐♥❞❡♥❜❡"❣❡"✱ ❛♥❞ ❇✳ ❲❛"" ✭✷✵✶✸✮✳

❚❤❡ ✉♥❞❡"❡*B✐♠❛B❡❞ ❝♦♥B"✐❜✉B✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡"❣② B♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣"♦✇B❤✳ ❙0%✉❝0✉%❛❧

❈❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❉②♥❛♠✐❝& ✷✼✱ ✼✾✕✽✽✳

✷✷✾



❇■❇▲■❖●❘❆'❍❨ ✷✸✵

❇❛%❞❡✱ ❏✳✲,✳ ❛♥❞ ❉✳ ❲✳ ,❡❛%❝❡ ✭✶✾✾✶✮✳ ❱❛❧✉✐♥❣ '❤❡ ❊♥✈✐,♦♥♠❡♥'✿ ❙✐① ❈❛3❡

❙'✉❞✐❡3✳ ▲♦♥❞♦♥✿ ❊❛%9❤;❝❛♥✳

❇❛%♥❡99✱ ❍✳ ❛♥❞ ❈✳ ▼♦%;❡ ✭✶✾✻✸✮✳ ❙❝❛,❝✐'② ❛♥❞ ●,♦✇'❤✿ ❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝3 ♦❢ ◆❛'✲

✉,❛❧ ❘❡3♦✉,❝❡ ❆✈❛✐❧❛❜✐❧✐'②✳ ❇❛❧9✐♠♦%❡✱ ▼❉✿ ❏♦❤♥ ❍♦♣❦✐♥; ❯♥✐✈❡%;✐9② ,%❡;;✳

❇❛%%♦✱ ❘✳ ❛♥❞ ❳✳ ❙❛❧❛✲✐ ▼❛%9✐♥ ✭✶✾✾✺✮✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ●,♦✇'❤✳ ◆❡✇✲❨♦%❦✿ ▼❝●%❛✇✲

❍✐❧❧✳

❇❛✉♠❣R%9♥❡%✱ ❙✳✱ ❍✳ ❉②❝❦❤♦✛✱ ▼✳ ❋❛❜❡%✱ ❏✳ ,%♦♦♣;✱ ❛♥❞ ❏✳ ❙❝❤✐❧❧❡% ✭✷✵✵✶✮✳

❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣9 ♦❢ ❥♦✐♥9 ♣%♦❞✉❝9✐♦♥ ❛♥❞ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝;✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❊❝♦✲

♥♦♠✐❝3 ✸✻✱ ✸✻✺✕✸✼✷✳

❇❛✉♠❣R%9♥❡%✱ ❙✳✱ ▼✳ ❋❛❜❡%✱ ❛♥❞ ❏✳ ,%♦♦♣; ✭✷✵✵✷✮✳ ❍♦✇ ❡♥✈✐%♦♥♠❡♥9❛❧ ❝♦♥❝❡%♥

✐♥✢✉❡♥❝❡; 9❤❡ ✐♥✈❡;9♠❡♥9 ❞❡❝✐;✐♦♥✿ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛9✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣✐9❛❧ 9❤❡♦%②✳ ❊❝♦❧♦❣✲

✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝3 ✹✵✱ ✶✕✶✷✳

❇❛✉♠❣R%9♥❡%✱ ❙✳ ❛♥❞ ▼✳ ◗✉❛❛; ✭✷✵✶✵✮✳ ❲❤❛9 ✐; ;✉;9❛✐♥❛❜✐❧✐9② ❡❝♦♥♦♠✐❝;❄

❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝3 ✻✾ ✭✸✮✱ ✹✹✺✕✹✺✵✳

❇❡♥♥❡9✱ ❚✳ ▲✳ ✭✶✾✷✵✮✳ ❚❤❡ 9❤❡♦%② ♦❢ ♠❡❛;✉%❡♠❡♥9 ♦❢ ❝❤❛♥❣❡; ✐♥ ❝♦;9 ♦❢ ❧✐✈✐♥❣✳

❏♦✉,♥❛❧ ♦❢ '❤❡ ❘♦②❛❧ ❙'❛'✐3'✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡'② ✽✸✱ ✹✺✺✕✹✻✷✳

❇_❤♠✲❇❛✇❡%❦✱ ❊✳ ❱✳ ✭✶✽✽✾✮✳ ❚❤❡ G♦3✐'✐✈❡ ❚❤❡♦,② ♦❢ ❈❛♣✐'❛❧✳ ▲♦♥❞♦♥✿ ▼❛❝♠✐❧✲

❧❛♥ ❛♥❞ ❈♦✳✱ ✶✽✾✶✳

❇✐❞❛%❞✱ ❈✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ●❡99✐♥❣ %✐❞ ♦❢ %❡♥9 ❄

❇✐❞❛%❞✱ ❈✳ ✭✷✵✶✹✱ ◆♦✈❡♠❜❡%✮✳ ❚❤❡ %✐❝❛%❞✐❛♥ %❡♥9 9❤❡♦%②✿ ❛♥ ♦✈❡%✈✐❡✇✳ ❈❡♥9%♦

❙%❛✛❛ ❲♦%❦✐♥❣ ,❛♣❡%; ♥✳ ✽✳

❇✐❞❛%❞✱ ❈✳ ❛♥❞ ●✳ ❊%%❡②❣❡%; ✭✷✵✵✶❛✮✳ ❚❤❡ ❝♦%♥✲❣✉❛♥♦ ♠♦❞❡❧✳ ▼❡',♦❡❝♦♥♦♠✲

✐❝❛ ✺✷ ✭✸✮✱ ✷✹✸✕✷✺✸✳

❇✐❞❛%❞✱ ❈✳ ❛♥❞ ●✳ ❊%%❡②❣❡%; ✭✷✵✵✶❜✮✳ ❋✉%9❤❡% %❡✢❡❝9✐♦♥; ♦♥ 9❤❡ ❝♦%♥✲❣✉❛♥♦

♠♦❞❡❧✳ ▼❡',♦❡❝♦♥♦♠✐❝❛ ✺✷✱ ✷✺✹✕✷✻✽✳

❇♦❧9❛♥;❦✐✱ ▲✳ ❛♥❞ ❊✳ ❈❤✐❛♣❡❧❧♦ ✭✶✾✾✾✮✳ ▲❡ ♥♦✉✈❡❧ ❡3♣,✐' ❞✉ ❝❛♣✐'❛❧✐3♠❡✳ ❊❞✐9✐♦♥;

●❛❧❧✐♠❛%❞✳
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❇❛❧9✐♠♦%❡✿ ❏♦❤♥ ❍♦♣❦✐♥; ,%❡;;✳

❇♦✉❧❞✐♥❣✱ ❑✳ ✭✶✾✼✽✮✳ ❊❝♦❞②♥❛♠✐❝3✿ ❆ ◆❡✇ ❚❤❡♦,② ♦❢ ❙♦❝✐❡'❛❧ ❊✈♦❧✉'✐♦♥✳ ❇❡✈✲

❡%❧② ❍✐❧❧;✱ ❈❆✿ ❙❛❣❡✳

❇%❡♥♥❛♥✱ ❆✳ ✭✶✾✾✷✮✳ ▼♦%❛❧ ♣❧✉%❛❧✐;♠ ❛♥❞ 9❤❡ ❡♥✈✐%♦♥♠❡♥9✳ ❊♥✈✐,♦♥♠❡♥'❛❧

❱❛❧✉❡3 ✶ ✭✶✮✱ ✶✺✕✸✸✳

❇%♦✇♥✱ ❍✳ ✭✶✾✺✹✮✳ ❚❤❡ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ ▼❛♥✬3 ❋✉'✉,❡✳ ◆❡✇ ❨♦%❦✿ ❱✐❦✐♥❣ ,%❡;;✳
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❇$♦✇♥✱ ❍✳✱ ❏✳ ❇♦♥♥❡$✱ ❛♥❞ ❏✳ ❲❡✐$ ✭✶✾✺✼✮✳ ❚❤❡ ◆❡①% ❍✉♥❞*❡❞ ❨❡❛*-✳ ◆❡✇

❨♦$❦✿ ❱✐❦✐♥❣ <$❡==✳

❇✉$❦❡??✱ <✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♣$♦❜❧❡♠ ✐♥ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝=✳ ❖*❣❛♥✐③❛%✐♦♥

✫ ❊♥✈✐*♦♥♠❡♥% ✶✻ ✭✷✮✱ ✶✸✼✕✶✻✼✳

❇✉$❦❡??✱ <✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ▼❛$①✬= $❡♣$♦❞✉❝?✐♦♥ =❝❤❡♠❡= ❛♥❞ ?❤❡ ❡♥✈✐$♦♥♠❡♥?✳ ❊❝♦✲

❧♦❣✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝- ✹✾✱ ✹✺✼✕✹✻✼✳

❇✉$❦❡??✱ <✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ▼❛*①✐-♠ ❛♥❞ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝-✿ %♦✇❛*❞ ❛ *❡❞ ❛♥❞ ❣*❡❡♥

♣♦❧✐%✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❍✐=?♦$✐❝❛❧ ▼❛?❡$✐❛❧✐=♠ ❇♦♦❦ ❙❡$✐❡=✳ ▲❡✐❞❡♥❀ ❇♦=?♦♥✿ ❇$✐❧❧✳

❇✉?♥❛$✱ ■✳ ❛♥❞ ▼✳ ▲❧♦♣ ✭✷✵✶✶✮✳ ❙?$✉❝?✉$❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦=✐?✐♦♥ ❛♥❛❧②=✐= ❛♥❞ ✐♥♣✉?✲

♦✉?♣✉? =✉❜=②=?❡♠=✿ ❈❤❛♥❣❡= ✐♥ ❝♦✷ ❡♠✐==✐♦♥= ♦❢ =♣❛♥✐=❤ =❡$✈✐❝❡ =❡❝?♦$=

✭✷✵✵✵✲✷✵✵✺✮✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝- ✼✵✱ ✷✵✶✷✕✷✵✶✾✳

❈❛$=♦♥✱ ❘✳ ✭✶✾✻✷✮✳ ❙✐❧❡♥% ❙♣*✐♥❣✳ ❇♦=?♦♥✿ ❍♦✉❣❤?♦♥ ▼✐✤✐♥✳

❈❛=?♦$✐❛❞✐=✱ ❈✳ ✭✶✾✼✾✮✳ ❈❛♣✐%❛❧✐-♠❡ ♠♦❞❡*♥❡ ❡% *G✈♦❧✉%✐♦♥✱ ❱♦❧✉♠❡ ✷✳ <❛$✐=✿

❯♥✐♦♥ ❣Z♥Z$❛❧❡ ❞✬Z❞✐?✐♦♥✳

❈❡♥?✐✱ ●✳✱ <✳ ▲❛♥③❛❢❛♠❡✱ ❛♥❞ ❙✳ <❡$❛?❤♦♥❡$ ✭✷✵✶✶✮✳ ❆♥❛❧②=✐= ♦❢ ?❤❡ ❛❧?❡$♥❛?✐✈❡

$♦✉?❡= ✐♥ ?❤❡ ❝❛?❛❧②?✐❝ ?$❛♥=❢♦$♠❛?✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣♥♦❝❡❧❧✉❧♦=✐❝ ♠❛?❡$✐❛❧=✳ ❈❛%❛❧②-✐-

❚♦❞❛② ✶✻✼✱ ✶✹✕✸✵✳

❈●❉❉ ✭✷✵✶✺✱ ❉❡❝❡♠❜❡$✮✳ ▲❡= ❝♦♠♣?❡= ❞❡ ❧✬❡♥✈✐$♦♥♥❡♠❡♥? ❡♥ ✷✵✶✸✱ $❛♣♣♦$?

❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✐==✐♦♥ ❞❡= ❝♦♠♣?❡= ❡? ❞❡ ❧✬Z❝♦♥♦♠✐❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐$♦♥♥❡♠❡♥?✳ ❚❡❝❤✲

♥✐❝❛❧ $❡♣♦$?✱ ❈♦♠♠✐==❛$✐❛? ❣Z♥Z$❛❧ ❛✉ ❞Z✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥? ❞✉$❛❜❧❡ ✲ ❙❡$✈✐❝❡ ❞❡

❧✬♦❜=❡$✈❛?✐♦♥ ❡? ❞❡= =?❛?✐=_✉❡=✳

❈❤❛♣♠❛♥✱ <✳✱ ●✳ ▲❡❛❝❤✱ ❛♥❞ ▼✳ ❙❧❡==❡$ ✭✶✾✼✹✮✳ ❚❤❡ ❡♥❡$❣② ❝♦=? ♦❢ ❢♦==✐❧ ❢✉❡❧✳

❊♥❡*❣② H♦❧✐❝② ❙❡♣%❡♠❜❡*✱ ✷✸✶✕✷✹✸✳

❈❤✐❛♣❡❧❧♦✱ ❊✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❆❝❝♦✉♥?✐♥❣ ❛♥❞ ?❤❡ ❜✐$?❤ ♦❢ ?❤❡ ♥♦?✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣✐?❛❧✐=♠✳

❈*✐%✐❝❛❧ H❡*-♣❡❝%✐✈❡- ♦♥ ❆❝❝♦✉♥%✐♥❣ ✶✽✱ ✷✻✸✕✷✾✻✳

❈❤✐❛♣❡❧❧♦✱ ❊✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧✐=❛?✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧✉❛?✐♦♥✳ ❍✉♠❛♥ ❙%✉❞✐❡- ✸✽✱ ✶✸✕✸✺✳

❈❤$✐=?❡♥=❡♥✱ <✳ <✳ ✭✶✾✽✼✮✳ ❈❧❛==✐❝❛❧ $♦♦?= ❢♦$ ❛ ♠♦❞❡$♥ ♠❛?❡$✐❛❧=✲❡♥❡$❣② ❛♥❛❧✲

②=✐=✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ✸✽✱ ✼✺✕✽✾✳

❈❤$✐=?❡♥=❡♥✱ <✳ <✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ❍✐=?♦$✐❝❛❧ $♦♦?= ❢♦$ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝= ✲ ❜✐♦♣❤②=✐❝❛❧

✈❡$=✉= ❛❧❧♦❝❛?✐✈❡ ♣$✐❝❡=✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝- ✶ ✭✶✮✱ ✶✼✕✸✻✳

❈❤$✐=?❡♥=❡♥✱ <✳ <✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❘❡❝♦✈❡$✐♥❣ ❛♥❞ ❡①?❡♥❞✐♥❣ ❝❧❛==✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❛$=❤❛❧✲

❧✐❛♥ ❢♦✉♥❞❛?✐♦♥= ❢♦$ ♣♦=?✲❦❡②♥❡=✐❛♥ ❡♥✈✐$♦♥♠❡♥?❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝=✳ ■♥%❡*♥❛%✐♦♥❛❧

❏♦✉*♥❛❧ ♦❢ ❊♥✈✐*♦♥♠❡♥%✱ ❲♦*❦♣❧❛❝❡ ❛♥❞ ❊♠♣❧♦②♠❡♥% ✶ ✭✷✮✱ ✶✺✺✕✶✼✸✳

❈❧❛$❦✱ ❈✳ ❲✳ ✭✶✾✼✾✮✳ ▼❛%❤❡♠❛%✐❝❛❧ ❇✐♦❡❝♦♥♦♠✐❝-✳ ◆❡✇ ❨♦$❦✿ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ❛♥❞

❙♦♥=✳
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❈❧❡✈❡❧❛♥❞✱ ❈✳ ❏✳ ❛♥❞ ▼✳ ❘✉?❤ ✭✶✾✾✼✮✳ ❲❤❡♥✱ ✇❤❡%❡✱ ❛♥❞ ❜② ❤♦✇ ♠✉❝❤ ❞♦
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❊4❦♠❛♥✱ ❙✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❱❡%" ✉♥❡ ❊❝♦❧♦❣✐❡ ■♥❞✉"#%✐❡❧❧❡✳ U❛4✐7✿ ❊❞✐8✐♦♥7 ❈❤❛4❧❡7

▲c♦♣♦❧❞ ▼❛②❡4✳

❊44❡②❣❡47✱ ●✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❘❡♥❡✇❛❜❧❡ 4❡7♦✉4❝❡7 ✐♥ ❛ ❧♦♥❣✲8❡4♠ ♣❡47♣❡❝8✐✈❡✿ 8❤❡

❝♦4♥✲8✉♥❛ ♠♦❞❡❧✳ ♣♣✳ ✸✷✳

❋❛❜❡4✱ ▼✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❍♦✇ 8♦ ❜❡ ❛♥ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐78✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝" ✻✻✱

✶✕✼✳

❋❛4❜❡4✱ ❙✳ ❈✳✱ ❘✳ ❈♦78❛♥③❛✱ ❛♥❞ ▼✳ ❆✳ ❲✐❧7♦♥ ✭✷✵✵✷✮✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧

❝♦♥❝❡♣87 ❢♦4 ✈❛❧✉✐♥❣ ❡❝♦7②78❡♠ 7❡4✈✐❝❡7✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝" ✹✶✱ ✸✼✺✕✸✾✷✳
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❋❛✉❝❤❡✉①✱ ❙✳ ❛♥❞ ❏✳✲❋✳ ◆♦3❧ ✭✶✾✾✺✮✳ ❊❝♦♥♦♠✐❡ ❞❡( ❘❡((♦✉+❝❡( ◆❛.✉+❡❧❧❡( ❡. ❞❡

❧✬❊♥✈✐+♦♥♥❡♠❡♥.✳ :❛;✐=✿ ❆;♠❛♥❞ ❈♦❧✐♥ ❊❞✐C❡✉;=✳

❋❡❧✐♣❡✱ ❏✳ ❛♥❞ ❏✳ ❙✳ ▼❝❈♦♠❜✐❡ ✭✷✵✶✸✮✳ ❚❤❡ ❆❣❣+❡❣❛.❡ 6+♦❞✉❝.✐♦♥ ❋✉♥❝.✐♦♥ ❛♥❞

.❤❡ ▼❡❛(✉+❡♠❡♥. ♦❢ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❈❤❛♥❣❡✿ ◆♦. ❊✈❡♥ ❲+♦♥❣✳ ❈❤❡❧C❡♥❤❛♠✱ ❯❑✿

❊❞✇❛;❞ ❊❧❣❛;✳

❋✐=❝❤❡;✲❑♦✇❛❧=❦✐✱ ▼✳ ❛♥❞ ❲✳ ❍OCC❧❡; ✭✶✾✾✾✮✳ ❙♦❝✐❡C②✬= ♠❡C❛❜♦❧✐=♠✳ C❤❡ ✐♥✲

C❡❧❧❡❝C✉❛❧ ❤✐=C♦;② ♦❢ ♠❛C❡;✐❛❧= ✢♦✇ ❛♥❛❧②=✐=✱ ♣❛;C ✐✐✱ ✶✾✼✵✲✶✾✾✽✳ ❏♦✉+♥❛❧ ♦❢

■♥❞✉(.+✐❛❧ ❊❝♦❧♦❣② ✷✱ ✶✵✼✕✶✸✻✳

❋✐=❤❡;✱ ❆✳ ❈✳ ✭✶✾✽✶✮✳ ❘❡(♦✉+❝❡( ❛♥❞ ❊♥✈✐+♦♥♠❡♥.❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝(✳ ❈❛♠❜;✐❞❣❡✿

❈❛♠❜;✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡;=✐C② :;❡==✳

❋♦❧❦❡✱ ❈✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣+✐♥❝✐♣❧❡( ❛♥❞ ❡♥✈✐+♦♥♠❡♥.❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❛❧②(✐(✳

❊❞✇❛;❞ ❊❧❣❛;✳

❋;✐❡❞♠❛♥✱ ▼✳ ✭✶✾✺✸✮✳ ❚❤❡ ♠❡.❤♦❞♦❧♦❣② ♦❢ ♣♦(✐.✐✈❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝(✳ ❈❤✐❝❛❣♦✿ ❈❤✐❝❛❣♦

❯♥✐✈❡;=✐C② :;❡==✳

❋;✐❡❞♠❛♥✱ ▼✳ ✭✶✾✾✷✮✳ ▼♦♥❡② ♠✐(❝❤✐❡❢✿ ❊♣✐(♦❞❡( ✐♥ ♠♦♥❡.❛+② ❤✐(.♦+②✳ ❍❛;❝♦✉;C

❇;❛❝❡ ❏♦✈❛♥♦✈✐❝❤✳

❋;♦=❝❤✱ ❘✳ ❆✳ ❛♥❞ ◆✳ ❊✳ ●❛❧❧♦♣♦✉❧♦= ✭✶✾✽✾✮✳ ❙C;❛C❡❣✐❡= ❢♦; ♠❛♥✉❢❛❝C✉;✐♥❣✳

❙❝✐❡♥.✐✜❝ ❆♠❡+✐❝❛♥ ✷✻✶✱ ✶✹✹✕✶✺✷✳

❋✉♥C♦✇✐❝③✱ ❙✳ ❛♥❞ ❏✳ ❘❛✈❡C③ ✭✶✾✾✹❛✮✳ ❊♠❡;❣❡♥C ❝♦♠♣❧❡① =②=C❡♠=✳ ❋✉✲

.✉+❡( ✷✻ ✭✻✮✱ ✺✻✽✕✺✽✷✳

❋✉♥C♦✇✐❝③✱ ❙✳ ❛♥❞ ❏✳ ❘✳ ❘❛✈❡C③ ✭✶✾✾✹❜✮✳ ❚❤❡ ✇♦;C❤ ♦❢ ❛ =♦♥❣❜✐;❞✿ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧

❡❝♦♥♦♠✐❝= ❛= ❛ ♣♦=C✲♥♦;♠❛❧ =❝✐❡♥❝❡✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝( ✶✵✱ ✶✾✼✕✷✵✼✳

●❛;❜❡❧❧✐♥✐✱ ◆✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❱❡;C✐❝❛❧ ❤②♣❡;✲✐♥C❡❣;❛C✐♦♥ ❛♥❞ C❤❡ ❵♥❛C✉;❛❧✬ ❡❝♦♥♦♠✐❝

=②=C❡♠ ✲ ❛ ;❡♣❧② C♦ ❝;✐C✐❝✐=♠=✳

●❛;❡❣♥❛♥✐✱ :✳ ✭✶✾✼✻✮✳ ❖♥ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ .❤❡ ♥♦.✐♦♥ ♦❢ ❡I✉✐❧✐❜+✐✉♠ ✐♥ +❡❝❡♥. ✇♦+❦

♦♥ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❞✐(.+✐❜✉.✐♦♥✿ ❛ ❝♦♠♠❡♥. ♦♥ ❙❛♠✉❡❧(♦♥✱ ♣♣✳ ✷✺✕✹✺✳ ❆♠=C❡;❞❛♠✿

◆♦;C❤✲❍♦❧❧❛♥❞✳

●❛;❡❣♥❛♥✐✱ :✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❖♥ ❛ C✉;♥✐♥❣ ♣♦✐♥C ✐♥ =;❛✛❛✬= C❤❡♦;❡C✐❝❛❧ ❛♥❞ ✐♥C❡;♣;❡✲

C❛C✐✈❡ ♣♦=✐C✐♦♥ ✐♥ C❤❡ ❧❛C❡ ✶✾✷✵=✳ ❚❤❡ ❊✉+♦♣❡❛♥ ❏♦✉+♥❛❧ ♦❢ .❤❡ ❍✐(.♦+② ♦❢

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤♦✉❣❤. ✶✷ ✭✸✮✱ ✹✺✸✕✹✾✷✳

●❡♦;❣❡=❝✉✲❘♦❡❣❡♥✱ ◆✳ ✭✶✾✼✶✮✳ ❚❤❡ ❊♥.+♦♣② ▲❛✇ ❛♥❞ .❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ 6+♦❝❡((✳

❈❛♠❜;✐❞❣❡✱ ▼❛==✳✿ ❍❛;✈❛;❞ ❯♥✐✈❡;=✐C② :;❡==✳

●❡♦;❣❡=❝✉✲❘♦❡❣❡♥✱ ◆✳ ✭✶✾✼✺✮✳ ❊♥❡;❣② ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠②C❤=✳ ❙♦✉.❤❡+♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❏♦✉+♥❛❧ ✹✶✱ ✸✹✼✕✸✽✶✳

●❡♦;❣❡=❝✉✲❘♦❡❣❡♥✱ ◆✳ ✭✶✾✼✾✮✳ ❊♥❡;❣② ❛♥❛❧②=✐= ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈❛❧✉❛C✐♦♥✳ ❙♦✉.❤✲

❡+♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉+♥❛❧ ✹✺ ✭✹✮✳
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●❡♦&❣❡(❝✉✲❘♦❡❣❡♥✱ ◆✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ▲❛ ❉#❝%♦✐((❛♥❝❡ ✿ ❡♥,%♦♣✐❡✱ #❝♦❧♦❣✐❡✱ #❝♦♥♦♠✐❡✳

5❛&✐(✿ ❙❛♥❣ ❞❡ ❧❛ ❚❡&&❡✳

●✐❛♠♣✐❡?&♦✱ ▼✳ ❛♥❞ ❑✳ ▼❛②✉♠✐ ✭✷✵✵✵✮✳ ▼✉❧?✐♣❧❡✲(❝❛❧❡ ✐♥?❡❣&❛?❡❞ ❛((❡((♠❡♥?

♦❢ (♦❝✐❡?❛❧ ♠❡?❛❜♦❧✐(♠✿ ✐♥?&♦❞✉❝✐♥❣ ?❤❡ ❛♣♣&♦❛❝❤✳ 2♦♣✉❧❛,✐♦♥ ❛♥❞ ❊♥✈✐%♦♥✲

♠❡♥, ✷✾✱ ✶✵✾✕✶✺✸✳

●✐❜(♦♥✱ ❇✳ ✭✶✾✽✹✮✳ 5&♦✜? ❛♥❞ &❡♥? ✐♥ ❛ ❝❧❛((✐❝❛❧ ?❤❡♦&② ♦❢ ❡①❤❛✉(?✐❜❧❡ ❛♥❞

&❡♥❡✇❛❜❧❡ &❡(♦✉&❝❡(✳ ❏♦✉%♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝( ✹✹ ✭✷✮✱ ✶✸✶✕✶✹✾✳

●✐❧❧✐❧❛♥❞✱ ▼✳ ❲✳ ✭✶✾✼✺✲✶✾✼✻✮✳ ❊♥❡&❣② ❛♥❛❧②(✐( ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ♣♦❧✐❝②✳ ❙❝✐❡♥❝❡ ✷✻

❙❡♣,❡♠❜❡% ❛♥❞ ✷ ❆♣%✐❧✱ ✶✵✺✶✕✶✵✺✻ ❛♥❞ ✽✕✶✷✳

●✐&❛✉❞✱ ●✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ●❛R❧ ❣✐&❛✉❞ ❞✉ ❝♥&( ✿ ❧❡ ✈&❛✐ &T❧❡ ❞❡

❧✬V♥❡&❣✐❡ ✈❛ ♦❜❧✐❣❡& ❧❡( V❝♦♥♦♠✐(?❡( W ❝❤❛♥❣❡& ❞❡ ❞♦❣♠❡✳

❤??♣✿✴✴♣❡?&♦❧❡✳❜❧♦❣✳❧❡♠♦♥❞❡✳❢&✴✷✵✶✹✴✵✹✴✶✾✴❣❛❡❧✲❣✐&❛✉❞✲❞✉✲❝♥&(✲❧❡✲✈&❛✐✲

&♦❧❡✲❞❡✲❧❡♥❡&❣✐❡✲✈❛✲♦❜❧✐❣❡&✲❧❡(✲❡❝♦♥♦♠✐(?❡(✲❛✲❝❤❛♥❣❡&✲❞❡✲❞♦❣♠❡✴✳

●♦&❞♦♥✱ ❙✳ ❍✳ ✭✶✾✺✹✮✳ ❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ?❤❡♦&② ♦❢ ❛ ❝♦♠♠♦♥✲♣&♦♣❡&?② &❡(♦✉&❝❡✿

❚❤❡ ✜(❤❡&②✳ ❏♦✉%♥❛❧ ♦❢ 2♦❧✐,✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠② ✻✷ ✭✷✮✱ ✶✷✹✕✶✹✷✳

●♦✇❞②✱ ❏✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ❈♦❡✈♦❧✉,✐♦♥❛%② ❊❝♦♥♦♠✐❝(✿ ❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠②✱ (♦❝✐❡,② ❛♥❞ ,❤❡

❡♥✈✐%♦♥♠❡♥,✳ ❉♦&❞&❡❝❤?✿ ❑❧✉✇❡&✳

●♦✇❞②✱ ❏✳✱ ▼✳ ●✐❛♠♣✐❡?&♦✱ ❏✳ ❘❛♠♦(✲▼❛&?✐♥✱ ❛♥❞ ❑✳ ▼❛②✉♠✐ ✭✷✵✵✾✮✳ ■♥❝♦%♣♦✲

%❛,✐♥❣ ❜✐♦♣❤②(✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛,✐♦♥( ✐♥ ❛ ❤✐❡%❛%❝❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ (♦❝✐❡,❛❧ ♠❡,❛❜♦❧✐(♠ ✱

❈❤❛♣?❡& ✶✵✱ ♣♣✳ ✷✵✸✕✷✷✵✳ ❈❤❡❧?❡♥❤❛♠✿ ❊❞✇❛&❞ ❊❧❣❛&✳

●✉❡&&✐❡♥✱ ❇✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ▲❛ ,❤#♦%✐❡ ♥#♦✲❝❧❛((✐F✉❡✱ ❜✐❧❛♥ ❡, ♣❡%(♣❡❝,✐✈❡( ❞✉ ♠♦❞G❧❡

❞✬#F✉✐❧✐❜%❡ ❣#♥#%❛❧ ✭✸&❞ ❡❞✳ ❡❞✳✮✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝❛✳

●✉❡&&✐❡♥✱ ❇✳ ✭✶✾✾✷✮✳ ❖^ ❡♥ ❡(? ❧❡ ♣&♦❣&❛♠♠❡ ❞❡ &❡❝❤❡&❝❤❡ ♥V♦✲❝❧❛((✐_✉❡ ❄

▲✬❛❝,✉❛❧✐,# #❝♦♥♦♠✐F✉❡ ✻✽ ✭✹✮✱ ✺✻✹✕✺✽✻✳

●✉❡&&✐❡♥✱ ❇✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❈♦♥❝✉&&❡♥❝❡ ❡? ♣&♦✜? ♥✉❧✿ (✉& ❧❡( ✐♥❝♦❤V&❡♥❝❡( ❞❡ ❧❛

?❤V♦&✐❡ ♥V♦❝❧❛((✐_✉❡ ❞❡ ❧❛ &V♣❛&?✐?✐♦♥✳

●✉❡&&✐❡♥✱ ❇✳ ❛♥❞ ❖✳ ●✉♥ ✭✷✵✶✹✮✳ ❊♥ ✜♥✐&✱ ♣♦✉& ?♦✉❥♦✉&(✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝?✐♦♥ ❞❡

♣&♦❞✉❝?✐♦♥ ❛❣&V❣V❡ ❄ ❘❡✈✉❡ ❞❡ ❧❛ %#❣✉❧❛,✐♦♥ ✶✺✳

❍❛❡❝❦❡❧✱ ❊✳ ❍✳ 5✳ ❆✳ ✭✶✽✻✻✮✳ ●❡♥❡%❡❧❧❡ ▼♦%♣❤♦❧♦❣✐❡ ❞❡% ❖%❣❛♥✐(♠❡♥✳ ❇❡&❧✐♥✿

●✳ ❘❡✐♠❡&✳

❍❛♠✐❧?♦♥✱ ❏✳ ✭✶✾✽✸✮✳ ❖✐❧ ❛♥❞ ?❤❡ ♠❛❝&♦❡❝♦♥♦♠② (✐♥❝❡ ✇♦&❧❞ ✇❛& ✐✐✳ ❏♦✉%♥❛❧ ♦❢

2♦❧✐,✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠② ✾✶✱ ✷✷✽✕✷✹✽✳

❍❛♥♥♦♥✱ ❇✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❍♦✇ ♠✐❣❤? ♥❛?✉&❡ ✈❛❧✉❡ ♠❛♥❄ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝( ✷✺✱

✷✻✺✕✷✼✾✳

❍❛&❞✐♥✱ ●✳ ✭✶✾✻✽✮✳ ❚❤❡ ?&❛❣❡❞② ♦❢ ?❤❡ ❝♦♠♠♦♥(✳ ❙❝✐❡♥❝❡ ✶✻✷ ✭✸✽✺✾✮✱ ✶✷✹✸✕

✶✷✹✽✳
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❍❛%%✐❜❡②✱ ❏✳✲▼✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ▲❛ ❘✐❝❤❡''❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉, ❡- ❧✬✐♥❡'-✐♠❛❜❧❡✳ ❋♦♥❞❡♠❡♥-'

❞✬✉♥❡ ❝,✐-✐6✉❡ '♦❝✐♦✲8❝♦❧♦❣✐6✉❡ ❞❡ ❧✬8❝♦♥♦♠✐❡ ❝❛♣✐-❛❧✐'-❡✳ 3❛%✐4✿ ▲❡4 ▲✐❡♥4 8✉✐

▲✐❜:%❡♥;✳

❍❛%%✐❜❡②✱ ❏✳✲▼✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❱✐✈❡ ❧❛ %@✈♦❧✉;✐♦♥✱ ❞✐4❡♥; ❧❡4 %@❛❝;✐♦♥♥❛✐%❡4✳

❍❛%;✱ ❘✳ ❛♥❞ ❉✳ ❙♣✐%♦ ✭✷✵✶✶✮✳ ❚❤❡ ❡❧❡♣❤❛♥; ✐♥ ❤♦;❡❧❧✐♥❣✬4 %♦♦♠✳ ❊♥❡,❣② =♦❧✲

✐❝② ✸✾✱ ✼✽✸✹✕✼✽✸✽✳

❍❛✇❦❡♥✱ 3✳ ❛♥❞ ▲✳ ▲♦✈✐♥4 ✭✶✾✾✾✮✳ ◆❛-✉,❛❧ ❝❛♣✐-❛❧✐'♠✿ ❝,❡❛-✐♥❣ -❤❡ ♥❡①- ✐♥❞✉'✲

-,✐❛❧ ,❡✈♦❧✉-✐♦♥✳ ❘♦❝❦② ▼♦✉♥;❛✐♥ ■♥4;✐;✉;❡✳

❍❛②❡❦✱ ❋✳ ❆✳ ✭✶✾✹✽✮✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐'♠ ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❖,❞❡,✳ ▲♦♥❞♦♥✿ ❘♦✉;❧❡❞❣❡✳

❍❛②❡❦✱ ❋✳ ❆✳ ✭✶✾✺✷✮✳ ❚❤❡ ❈♦✉♥-❡,✲❘❡✈♦❧✉-✐♦♥ ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡✳ ●❧❡♥❝♦❡✿ ❋%❡❡ 3%❡44✳

❍✐❝❦4✱ ❏✳ ✭✶✾✽✺✮✳ ❙,❛✛❛ ❛♥❞ ❘✐❝❛,❞♦✿ ❛ ❝,✐-✐❝❛❧ ✈✐❡✇✱ ♣♣✳ ✸✵✺✕✸✶✾✳ ◆❡✇ ❨♦%❦✿

❇❛4✐❧ ❇❧❛❝❦✇❡❧❧✳

❍♦❧❧✐♥❣✱ ❈✳ ❙✳ ✭✶✾✼✸✮✳ ❘❡4✐❧✐❡♥❝❡ ❛♥❞ 4;❛❜✐❧✐;② ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ 4②4;❡♠4✳ ❆♥♥✉❛❧

❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❙②'-❡♠' ✹✱ ✶✕✷✹✳

❍♦4♦❞❛✱ ❊✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❘❡❝②❝❧✐♥❣ ❛♥❞ ❧❛♥❞✜❧❧✐♥❣ ✐♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ 4%❛✣❛♥ ♠♦❞❡❧✿

❛♣♣❧✐❝❛;✐♦♥ ♦❢ ;❤❡ ❝♦%♥✲❣✉❛♥♦ ♠♦❞❡❧ ;♦ ❛ ✇❛4;❡ ;%❡❛;♠❡♥; ♣%♦❜❧❡♠✳ ▼❡-,♦❡✲

❝♦♥♦♠✐❝❛ ✺✷ ✭✸✮✱ ✷✻✽✕✷✽✶✳

❍♦;❡❧❧✐♥❣✱ ❍✳ ✭✶✾✸✶✮✳ ❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝4 ♦❢ ❡①❤❛✉4;✐❜❧❡ %❡4♦✉%❝❡4✳ ❏♦✉,♥❛❧ ♦❢ =♦✲

❧✐-✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠② ✸✹✱ ✶✸✼✕✶✼✺✳

❏❡✈♦♥4✱ ❲✳ ❙✳ ✭✶✽✻✺✮✳ ❚❤❡ ❈♦❛❧ ◗✉❡'-✐♦♥'✳ ▲♦♥❞♦♥✳

❏❡✈♦♥4✱ ❲✳ ❙✳ ✭✶✽✼✶✮✳ ❚❤❡ -❤❡♦,② ♦❢ ♣♦❧✐-✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠②✳ ▲♦♥❞♦♥✿ ▼❛❝♠✐❧❧❛♥✳

❏✉❞4♦♥✱ ❉✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡%❣❡♥❝❡ ♦❢ ♥❡♦✲%✐❝❛%❞✐❛♥ ❛♥❞ ❡♠❜♦❞✐❡❞ ❡♥❡%❣②

;❤❡♦%✐❡4 ♦❢ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ♣%✐❝❡✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝' ✶ ✭✸✮✱ ✷✻✶ ✕ ✷✽✶✳

❑❛❧❞♦%✱ ◆✳ ✭✶✾✼✾✮✳ ❋✉,-❤❡, ❊''❛②' ✐♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦,②✳ ◆❡✇ ❨♦%❦✱ ◆✳❨✳✿

❍♦❧♠❡4 ❛♥❞ ▼❡✐❡%✳

❑❛♣♣✱ ❑✳ ✭✶✾✼✵✮✳ ❊♥✈✐%♦♥♠❡♥;❛❧ ❞✐4%✉♣;✐♦♥✿ ❣❡♥❡%❛❧ ✐44✉❡4 ❛♥❞ ♠❡;❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧

♣%♦❜❧❡♠4✳ ❙♦❝✐❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ■♥❢♦,♠❛-✐♦♥ ✾✱ ✶✺✕✺✷✳

❑❡♠♣✲❇❡♥❡❞✐❝;✱ ❊✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡%;❡❞ ♣②%❛♠✐❞✿ ❆ ♥❡♦✲%✐❝❛%❞✐❛♥ ✈✐❡✇ ♦♥ ;❤❡

❡❝♦♥♦♠②✲❡♥✈✐%♦♥♠❡♥; %❡❧❛;✐♦♥4❤✐♣✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝' ✶✵✼✱ ✷✸✵✕✷✹✶✳

❑%❛;❡♥❛✱ ❑✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❋%♦♠ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢♦♦;♣%✐♥; ;♦ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ %❡♥;✿ ❆♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝

✐♥❞✐❝❛;♦% ❢♦% %❡4♦✉%❝❡ ❝♦♥4;%❛✐♥;4✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝' ✻✹✱ ✺✵✼✕✺✶✻✳

❑%❛✉4♠❛♥♥✱ ❋✳✱ ❙✳ ●✐♥❣%✐❝❤✱ ◆✳ ❊✐4❡♥♠❡♥❣❡%✱ ❑✳✲❍✳ ❊%❜✱ ❍✳ ❍❛❜❡%❧✱ ❛♥❞

▼✳ ❋✐4❝❤❡%✲❑♦✇❛❧4❦✐ ✭✷✵✵✾✮✳ ●%♦✇;❤ ✐♥ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛;❡%✐❛❧4 ✉4❡✱ ❣❞♣ ❛♥❞ ♣♦♣✉✲

❧❛;✐♦♥ ❞✉%✐♥❣ ;❤❡ ✷✵;❤ ❝❡♥;✉%②✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝' ✻✽✱ ✷✻✾✻✕✷✼✵✺✳
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❑$❛✉'❦$❛❡♠❡$✱ ❏✳ ❆✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ◆♦♥$❡♥❡✇❛❜❧❡ $❡:♦✉$❝❡ :❝❛$❝✐'②✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦✲

♥♦♠✐❝ ▲✐.❡#❛.✉#❡ ✸✻ ✭✹✮✱ ✷✵✻✺✕✷✶✵✼✳

❑$❡❣❡❧✱ ❏✳ ✭✶✾✼✸✮✳ ❚❤❡ #❡❝♦♥4.#✉❝.✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧✐.✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠②✿ ❛♥ ✐♥.#♦❞✉❝.✐♦♥ .♦

♣♦4.✲❑❡②♥❡4✐❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝4✳ ▼❛❝♠✐❧❧❛♥✳

❑$♦♥❡♥❜❡$❣✱ ❚✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❋✐♥❞✐♥❣ ❝♦♠♠♦♥ ❣$♦✉♥❞ ❜❡'✇❡❡♥ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝:

❛♥❞ ♣♦:'✲❦❡②♥❡:✐❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝:✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝4 ✻✾✱ ✶✹✽✽✕✶✹✾✹✳

❑✉$③✱ ❍✳ ❉✳ ✭✶✾✼✽✮✳ ❘❡♥' '❤❡♦$② ✐♥ ♠✉❧'✐:❡❝'♦$❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❖①❢♦#❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝

>❛♣❡#4 ✸✵ ✭✶✮✱ ✶✻✕✸✼✳

❑✉$③✱ ❍✳ ❉✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ●♦♦❞: ❛♥❞ ❜❛❞:✿ ❙✉♥❞$② ♦❜:❡$✈❛'✐♦♥: ♦♥ ❥♦✐♥' ♣$♦❞✉❝✲

'✐♦♥✱ ✇❛:'❡ ❞✐:♣♦:❛❧✱ ❛♥❞ $❡♥❡✇❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡①❤❛✉:'✐❜❧❡ $❡:♦✉$❝❡:✳ >#♦❣#❡44 ✐♥

■♥❞✉4.#✐❛❧ ❊❝♦❧♦❣② ✲ ❆♥ ■♥.❡#♥❛.✐♦♥❛❧ ❏♦✉#♥❛❧ ✸ ✭✹✮✱ ✷✽✵✕✸✵✶✳

❑✉$③✱ ❍✳ ❉✳ ❛♥❞ ◆✳ ❙❛❧✈❛❞♦$✐ ✭✶✾✾✸✮✳ ❱♦♥ ♥❡✉♠❛♥♥ ❣$♦✇'❤ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ '❤❡ ✧❝❧❛:✲

:✐❝❛❧✧ '$❛❞✐'✐♦♥✳ ❊✉#♦♣❡❛♥ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ .❤❡ ❍✐4.♦#② ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤♦✉❣❤. ✶✱

✶✷✾✕✶✻✵✳

❑✉$③✱ ❍✳ ❉✳ ❛♥❞ ◆✳ ❙❛❧✈❛❞♦$✐ ✭✶✾✾✺✮✳ ❚❤❡♦#② ♦❢ >#♦❞✉❝.✐♦♥✳ ❈❛♠❜$✐❞❣❡✿ ❈❛♠✲

❜$✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡$:✐'② Y$❡::✳

❑✉$③✱ ❍✳ ❉✳ ❛♥❞ ◆✳ ❙❛❧✈❛❞♦$✐ ✭✶✾✾✼✮✳ ❊①❤❛✉:'✐❜❧❡ $❡:♦✉$❝❡: ✐♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ✐♥♣✉'✲

♦✉♣✉' ♠♦❞❡❧ ✇✐'❤ ✬❝❧❛::✐❝❛❧✬ ❢❡❛'✉$❡:✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙②4.❡♠4 ❘❡4❡❛#❝❤ ✾ ✭✸✮✱

✷✸✺✕✷✺✷✳

❑✉$③✱ ❍✳ ❉✳ ❛♥❞ ◆✳ ❙❛❧✈❛❞♦$✐ ✭✷✵✵✵✮✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❞②♥❛♠✐❝: ✐♥ ❛ :✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧

✇✐'❤ ❡①❤❛✉:'✐❜❧❡ $❡:♦✉$❝❡: ❛♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ $❡❛❧ ✇❛❣❡ $❛'❡✳ ❙.#✉❝.✉#❛❧ ❈❤❛♥❣❡

❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❉②♥❛♠✐❝4 ✶✶✱ ✶✻✼✕✶✼✾✳

❑✉$③✱ ❍✳ ❉✳ ❛♥❞ ◆✳ ❙❛❧✈❛❞♦$✐ ✭✷✵✵✶✮✳ ❈❧❛::✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝: ❛♥❞ '❤❡ ♣$♦❜❧❡♠ ♦❢

❡①❤❛✉:'✐❜❧❡ $❡:♦✉$❝❡:✳ ▼❡.#♦❡❝♦♥♦♠✐❝❛ ✺✷✱ ✷✽✷✕✷✾✻✳

❑✉$③✱ ❍✳ ❉✳ ❛♥❞ ◆✳ ❙❛❧✈❛❞♦$✐ ✭✷✵✵✺✮✳ ❘❡♠♦✈✐♥❣ ❛♥ ✬✐♥:✉♣❡$❛❜❧❡ ♦❜:'❛❝❧❡✬ ✐♥

'❤❡ ✇❛② ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝'✐✈✐:' ❛♥❛❧②:✐:✿ ❙$❛✛❛✬: ❛''❡♠♣': ❛' ✜①❡❞ ❝❛♣✐'❛❧✳ ❚❤❡

❊✉#♦♣❡❛♥ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ .❤❡ ❍✐4.♦#② ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤♦✉❣❤. ✶✷ ✭✸✮✱ ✹✾✸✕✺✷✸✳

❑✉$③✱ ❍✳ ❉✳ ❛♥❞ ◆✳ ❙❛❧✈❛❞♦$✐ ✭✷✵✵✾✮✳ ❘✐❝❛#❞♦ ♦♥ ❡①❤❛✉4.✐❜❧❡ #❡4♦✉#❝❡4✱ ❛♥❞ .❤❡

❍♦.❡❧❧✐♥❣ ❘✉❧❡✱ ♣♣✳ ✻✽✕✼✾✳ ▲♦♥❞♦♥✿ ❘♦✉'❧❡❞❣❡✳

▲❛❣❡$✱ ❈✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❏♦✐♥' ♣$♦❞✉❝'✐♦♥ ✇✐'❤ ✬$❡:'$✐❝'❡❞ ❢$❡❡ ❞✐:♣♦:❛❧✬✳ ▼❡.#♦❡❝♦✲

♥♦♠✐❝❛ ✺✷ ✭✶✮✱ ✹✾✕✼✽✳

▲❛✈♦✐❡✱ ▼✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ▲❛ '$❛✈❡$:❡ ❦❛❧❡❝❦✐❡♥♥❡ ❞❛♥: ✉♥ ♠♦❞`❧❡ ❞✬❛❝❝✉♠✉❧❛'✐♦♥

a ❞❡✉① :❡❝'❡✉$: ❛✈❡❝ ❝♦b' ❝♦♠♣❧❡' ✿ a ❧❛ $❡❝❤❡$❝❤❡ ❞✬✉♥❡ :②♥'❤`:❡ ♣♦:'✲

❝❧❛::✐c✉❡✳ ❈❛❤✐❡#4 ❞✬N❝♦♥♦♠✐❡ ♣♦❧✐.✐O✉❡ ✷✻ ✭❍♦♠♠❛❣❡ a ❆❧❛✐♥ ❇❛$$`$❡✮✱ ✶✷✼✕

✶✻✹✳

▲❡♦♥'✐❡❢✱ ❲✳ ✭✶✾✹✶✮✳ ❚❤❡ ❙.#✉❝.✉#❡ ♦❢ ❆♠❡#✐❝❛♥ ❡❝♦♥♦♠②✱ ✶✾✶✾✲✶✾✸✾✳ ◆❡✇

❨♦$❦✿ ❖①❢♦$❞ ❯♥✐✈❡$:✐'② Y$❡::✳
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▲❡♦♥'✐❡❢✱ ❲✳ ✭✶✾✼✵✮✳ ❊♥✈✐5♦♥♠❡♥'❛❧ 5❡♣❡5❝✉<<✐♦♥< ❛♥❞ '❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ <'5✉❝'✉5❡✿

❆♥ ✐♥♣✉'✲♦✉'♣✉' ❛♣♣5♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝- ❛♥❞ ❙1❛1✐-1✐❝- ✺✷ ✭✸✮✱

✷✻✷✕✷✼✶✳

▲❡✈✐♥✱ ❙✳ ❆✳✱ ❙✳ ❇❛55❡''✱ ❙✳ ❆♥✐②❛5✱ ❲✳ ❇❛✉♠♦❧✱ ❈✳ ❇❧✐<<✱ ❇✳ ❇♦❧✐♥✱ H✳ ❉❛<✲

❣✉♣'❛✱ H✳ ❊❤5❧✐❝❤✱ ❈✳ ❋♦❧❦❡✱ ■✳ ●❘❊◆✱ ❡' ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❘❡<✐❧✐❡♥❝❡ ✐♥ ♥❛'✉5❛❧

❛♥❞ <♦❝✐♦❡❝♦♥♦♠✐❝ <②<'❡♠<✳ ❊♥✈✐4♦♥♠❡♥1 ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥1 ❡❝♦♥♦♠✐❝- ✸ ✭✵✷✮✱

✷✷✶✕✷✻✷✳

▲✐♣✐❡'③✱ ❆✳ ✭✶✾✼✾✮✳ ▲❡< ♠②<'R5❡< ❞❡ ❧❛ 5❡♥'❡ ❛❜<♦❧✉❡✳ ❝♦♠♠❡♥'❛✐5❡ <✉5 ❧❡<

✐♥❝♦❤T5❡♥❝❡< ❞✬✉♥ '❡①'❡ ❞❡ <5❛✛❛✳ ❈❛❤✐❡4 ❞✬❊❝♦♥♦♠✐❡ ♣♦❧✐1✐:✉❡ ✺✱ ✷✶✕✸✻✳

▲T✈②✱ ❉✳ ❛♥❞ ●✳ ❉✉♠T♥✐❧ ✭✶✾✽✷✮✳ ❱❛❧❡✉5< ❡' ♣5✐① ❞❡ ♣5♦❞✉❝'✐♦♥✳ ❧❡ ❝❛< ❞❡<

♣5♦❞✉❝'✐♦♥< ❥♦✐♥'❡<✳ ❘❡✈✉❡ ❊❝♦♥♦♠✐:✉❡ ✸✸ ✭✶✮✱ ✸✵✕✼✵✳

▲T✈②✱ ❉✳ ❛♥❞ ●✳ ❉✉♠T♥✐❧ ✭✷✵✶✺✱ ❊'T✮✳ ❆✉① ❢♦♥❞❡♠❡♥'< ❞✉ ❝❛♣✐'❛❧✐<♠❡ ♠❛♥✲

❛❣T5✐❛❧ ✿ ❈♦♥♥❛✐<<❛♥❝❡ ❡' 5❛♣♣♦5'< ❞❡ ❝❧❛<<❡✳ ▲❡- =♦--✐❜❧❡- ✭✼✮✳

▼❛❧'❤✉<✱ ❚✳ ❘✳ ✭✶✽✶✺❛✮✳ ❚❤❡ ●4♦✉♥❞- ♦❢ ❛♥ ❖♣✐♥✐♦♥ ♦♥ 1❤❡ =♦❧✐❝② ♦❢ 4❡-14✐❝1✐♥❣

1❤❡ ■♠♣♦41❛1✐♦♥ ♦❢ ❋♦4❡✐❣♥ ❈♦4♥✳ ▲♦♥❞♦♥✿ ❏♦❤♥ ▼✉55❛②✳

▼❛❧'❤✉<✱ ❚✳ ❘✳ ✭✶✽✶✺❜✮✳ ❆♥ ■♥:✉✐4② ✐♥1♦ 1❤❡ ◆❛1✉4❡ ❛♥❞ =4♦❣4❡-- ♦❢ ❘❡♥1 ❛♥❞

❚❤❡ =4✐♥❝✐♣❧❡- ❜② ✇❤✐❝❤ ✐1 ✐- 4❡❣✉❧❛1❡❞✳ ▲♦♥❞♦♥✿ ❏♦❤♥ ▼✉55❛②✳

▼❛❧'❤✉<✱ ❚✳ ❘✳ ✭✶✽✶✼✮✳ ❆♥ ❊--❛② ♦♥ 1❤❡ =4✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ =♦♣✉❧❛1✐♦♥✳ ▲♦♥❞♦♥✿

▼✉55❛②✳

▼❛♥❛5❛✱ ❈✳ ❋✳ ✭✶✾✽✵✮✳ ❙4❛✛❛✬- ▼♦❞❡❧ ❢♦4 1❤❡ ❏♦✐♥1 =4♦❞✉❝1✐♦♥ ♦❢ ❈♦♠♠♦❞✐1✐❡-

❜② ▼❡❛♥- ♦❢ ❈♦♠♠♦❞✐1✐❡-✳ ▲♦♥❞♦♥✿ ▼❛❝♠✐❧❧❛♥✳

▼❛♥'❡❧✱ ❘✳ ❘✳ ✭✶✾✼✹✮✳ ❖♥ '❤❡ ❝❤❛5❛❝'❡5✐③❛'✐♦♥ ♦❢ ❛❣❣5❡❣❛'❡ ❡①❝❡<< ❞❡♠❛♥❞✳

❏♦✉4♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦4② ✼✱ ✸✹✽✕✸✺✸✳

▼❛5✐<✱ ❱✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ◆❛1✉4❡ K ✈❡♥❞4❡✱ ▲❡- ❧✐♠✐1❡- ❞❡- -❡4✈✐❝❡- M❝♦-②-1M♠✐:✉❡-✳

❱❡5<❛✐❧❧❡<✿ ❊❞✐'✐♦♥< ◗✉❛❡✳

▼❛5<❤❛❧❧✱ ❆✳ ✭✶✽✾✵✮✳ =4✐♥❝✐♣❧❡- ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝-✳ ▲♦♥❞♦♥✿ ▼❛❝♠✐❧❧❛♥✳

▼❛5'✐♥❡③✲❆❧✐❡5✱ ❏✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ❉✐<'5✐❜✉'✐♦♥❛❧ ✐<<✉❡< ✐♥ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝<✳ ❘❡✈✐❡✇

♦❢ ❙♦❝✐❛❧ ❊❝♦♥♦♠② ✺✸ ✭✹✮✱ ✺✶✶✕✺✷✽✳

▼❛5'✐♥❡③✲❆❧✐❡5✱ ❏✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ❙♦♠❡ ✐<<✉❡< ✐♥ ❛❣5❛5✐❛♥ ❛♥❞ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝<✱ ✐♥

♠❡♠♦5② ♦❢ ❣❡♦5❣❡<❝✉✲5♦❡❣❡♥✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝- ✷✷✱ ✷✷✺✕✷✸✽✳

▼❛5'✐♥❡③✲❆❧✐❡5✱ ❏✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❚❤❡ ❊♥✈✐4♦♥♠❡♥1❛❧✐-♠ ♦❢ 1❤❡ =♦♦4✳ ❆ ❙1✉❞② ♦❢

❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❈♦♥✢✐❝1- ❛♥❞ ❱❛❧✉❛1✐♦♥✳ ❈❤❡❧'❡♥❤❛♠✱ ❯❑✿ ❊❞✇❛5❞ ❊❧❣❛5✳

▼❛5'✐♥❡③✲❆❧✐❡5✱ ❏✳✱ ●✳ ▼✉♥❞❛✱ ❛♥❞ ❏✳ ❖✬◆❡✐❧❧ ✭✶✾✾✽✮✳ ❲❡❛❦ ❝♦♠♣❛5❛❜✐❧✐'② ♦❢

✈❛❧✉❡< ❛< ❛ ❢♦✉♥❞❛'✐♦♥ ❢♦5 ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝<✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝- ✷✻ ✭✸✮✱

✷✼✼✕✷✽✻✳
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♣5✐♥❝✐♣❧❡< ❝♦♥❝❡5♥✐♥❣ ✐♥3❡5♥❛3✐♦♥❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛<♣❡❝3< ♦❢ ❡♥✈✐5♦♥♠❡♥3❛❧ ♣♦❧✐✲

❝✐❡<✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ 5❡♣♦53✳

❖✬◆❡✐❧❧✱ ❏✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ❱❛❧✉❡ ♣❧✉"❛❧✐0♠✱ ✐♥❝♦♠♠❡♥0✉"❛❜✐❧✐,② ❛♥❞ ✐♥0,✐,✉,✐♦♥0✱ ♣♣✳

✼✺✕✽✽✳ ▲♦♥❞♦♥✿ ❘♦✉3❧❡❞❣❡✳
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❖$%&♦♠✱ ❊✳ ✭✶✾✾✵✮✳ ●♦✈❡$♥✐♥❣ (❤❡ ❈♦♠♠♦♥,✳ ❈❛♠❜&✐❞❣❡✿ ❈❛♠❜&✐❞❡ ❯♥✐✈❡&$✐%②

<&❡$$✳

❖$%✇❛❧❞✱ ❲✳ ✭✶✾✵✽✮✳ ❉✐❡ ❊♥❡$❣✐❡✳ ▲❡✐♣③✐❣✿ ❇❛&%❤✱ ❏✳ ❆✳

<❛&&✐♥❡❧❧♦✱ ❙✳ ✭✶✾✽✸✮✳ ❊①❤❛✉,(✐❜❧❡ ♥❛(✉$❛❧ $❡,♦✉$❝❡, ❛♥❞ (❤❡ ❝❧❛,,✐❝❛❧ ♠❡(❤♦❞ ♦❢

❧♦♥❣✲♣❡$✐♦❞ ❡9✉✐❧✐❜$✐✉♠✱ ♣♣✳ ✶✽✻✕✶✾✾✳ ▲♦♥❞♦♥✿ ▼❛❝♠✐❧❧❛♥✳

<❛&&✐♥❡❧❧♦✱ ❙✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❚❤❡ ♣&✐❝❡ ♦❢ ❡①❤❛✉$%✐❜❧❡ &❡$♦✉&❝❡$✳ ▼❡($♦❡❝♦♥♦♠✐❝❛ ✺✷✱

✸✶✵✕✸✶✺✳

<❛&&✐♥❡❧❧♦✱ ❙✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❚❤❡ ♥♦%✐♦♥ ♦❢ ❡✛❡❝%✉❛❧ $✉♣♣❧② ❛♥❞ %❤❡ %❤❡♦&② ♦❢ ♥♦&♠❛❧

♣&✐❝❡$ ✇✐%❤ ❡①❤❛✉$%✐❜❧❡ ♥❛%✉&❛❧ &❡$♦✉&❝❡$✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙②,(❡♠, ❘❡,❡❛$❝❤ ✶✻ ✭✸✮✱

✸✶✶✕✸✷✷✳

<❛$✐♥❡%%✐✱ ▲✳ ▲✳ ✭✶✾✼✸✮✳ ❚❤❡ ♥♦%✐♦♥ ♦❢ ✈❡&%✐❝❛❧ ✐♥%❡❣&❛%✐♦♥ ✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❛❧②$✐$✳

▼❡($♦❡❝♦♥♦♠✐❝❛ ✷✺✱ ✶✕✷✾✳

<❛$✐♥❡%%✐✱ ▲✳ ▲✳ ✭✶✾✼✺✮✳ ▲❡❝(✉$❡, ♦♥ (❤❡ ❚❤❡♦$② ♦❢ D$♦❞✉❝(✐♦♥✳ ❇♦❧♦❣♥❛✿ ❙♦❝✐✲

❡%V ❡❞✐%&✐❝❡ ✐❧ ▼✉❧✐♥♦✳

<❛$✐♥❡%%✐✱ ▲✳ ▲✳ ✭✶✾✼✼✮✳ ❖♥ ✬♥♦♥✲$✉❜$%✐%✉%✐♦♥✬ ✐♥♣&♦❞✉❝%✐♦♥ ♠♦❞❡❧$✳ ❈❛♠❜$✐❞❣❡

❏♦✉$♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝, ✶✱ ✸✽✾✕✸✾✹✳

<❛$✐♥❡%%✐✱ ▲✳ ▲✳ ✭✶✾✽✸✮✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛%✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣✐%❛❧✳ ❈❛♠❜$✐❞❣❡ ❏♦✉$♥❛❧ ♦❢

❊❝♦♥♦♠✐❝, ✼✱ ✹✵✺✕✹✶✶✳

<❛$✐♥❡%%✐✱ ▲✳ ▲✳ ✭✶✾✽✽❛✮✳ ●&♦✇✐♥❣ $✉❜$②$%❡♠$✱ ✈❡&%✐❝❛❧❧② ❤②♣❡&✐♥%❡❣&❛%❡❞ $❡❝✲

%♦&$ ❛♥❞ %❤❡ ❧❛❜♦✉& %❤❡♦&② ♦❢ ✈❛❧✉❡✳ ❈❛♠❜$✐❞❣❡ ❏♦✉$♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝, ✶✷ ✭✶✮✱

✶✷✺✕✶✸✹✳

<❛$✐♥❡%%✐✱ ▲✳ ▲✳ ✭✶✾✽✽❜✮✳ ❙&❛✛❛ ♦♥ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐$%&✐❜✉%✐♦♥✳ ❈❛♠❜$✐❞❣❡ ❏♦✉$♥❛❧ ♦❢

❊❝♦♥♦♠✐❝, ✶✷✱ ✶✸✺✕✶✸✽✳

<❛$✐♥❡%%✐✱ ▲✳ ▲✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ❙($✉❝(✉$❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞②♥❛♠✐❝,✿ ❛ (❤❡♦$② ♦❢ (❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝

❝♦♥,❡9✉❡♥❝❡, ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❧❡❛$♥✐♥❣✳ ❈❛♠❜&✐❞❣❡✿ ❈❛♠❜&✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡&$✐%② <&❡$$✳

<❛$✐♥❡%%✐✱ ▲✳ ▲✳ ✭✶✾✾✾✱ ▼❛&❝❤✱ ✸✶✮✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ %❤❡♦&② ❛♥❞ %❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣&♦❣&❡$$✳

<❛$✐♥❡%%✐✱ ▲✳ ▲✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❈&✐%✐Y✉❡ ♦❢ %❤❡ ♥❡♦❝❧❛$$✐❝❛❧ %❤❡♦&② ♦❢ ❣&♦✇%❤ ❛♥❞ ❞✐$✲

%&✐❜✉%✐♦♥✳ ❇◆▲ ◗✉❛$(❡$❧② ❘❡✈✐❡✇ ✷✶✺✱ ✸✽✸✕✹✸✶✳

<❛$✐♥❡%%✐✱ ▲✳ ▲✳ ✭✷✵✵✶✱ ✶✷✲✶✺ ❙❡♣%❡♠❜❡&✮✳ ❆♥ ❛♥❛❧②%✐❝❛❧ ❛♣♣&♦❛❝❤ %♦ %❤❡ ❥✉$%

&❛%❡ ♦❢ ✐♥%❡&❡$%✿ %❤❡ ♣&✐♦&✐%② ♦❢ ❧❛❜♦✉& ♦✈❡& ❝❛♣✐%❛❧✳ ♣♣✳ ✶✵✳

<❛$✐♥❡%%✐✱ ▲✳ ▲✳ ✭✷✵✶✷❛✮✳ ❆ ❢❡✇ ❝♦✉♥%❡&✲❢❛❝%✉❛❧ ❤②♣♦%❤❡$❡$ ♦♥ %❤❡ ❝✉&&❡♥%

❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝&✐$✐$✳ ❈❛♠❜$✐❞❣❡ ❏♦✉$♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝, ✸✻ ✭✻✮✱ ✶✹✸✸✕✶✹✺✸✳

<❛$✐♥❡%%✐✱ ▲✳ ▲✳ ✭✷✵✶✷❜✮✳ <✐❡&♦ $&❛✛❛ ❛♥❞ %❤❡ ❢✉%✉&❡ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝$✳ ❈❛♠❜$✐❞❣❡

❏♦✉$♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝, ✸✻✱ ✶✸✵✸✕✶✸✶✹✳
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"❛$✐♥❡((✐✱ ▲✳ ▲✳ ❛♥❞ ◆✳ ●❛/❜❡❧❧✐♥✐ ✭✷✵✶✹✱ ❖❝(♦❜❡/ ✶✻✲✶✼✮✳ ❋/♦♠ $/❛✛❛✿ ❜❛❝❦✲

✇❛/❞$✱ (♦ ❛ ❜❡((❡/ ✉♥❞❡/$(❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ♠❛/①$$ ✈❛❧✉❡$✴♣/✐❝❡$ ✬(/❛♥$❢♦/♠❛(✐♦♥✬❀

❛♥❞ ❢♦/✇❛/❞ (♦ (❤❡ ♥♦✈❡❧ ✈✐❡✇ ♦❢ ❣/♦✇✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝ $②$(❡♠$✳ ♣♣✳ ✷✷✳

"❛$$❡(✱ ❘✳ ✭✶✾✼✾✮✳ ▲✬"❝♦♥♦♠✐(✉❡ ❡+ ❧❡ ✈✐✈❛♥+✳ "❛/✐$✿ "❛②♦(✳

"❛$$❡(✱ ❘✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ▲❡/ ❣1❛♥❞❡/ 1❡♣1"/❡♥+❛+✐♦♥/ ❞✉ ♠♦♥❞❡ ❡+ ❞❡ ❧✬"❝♦♥♦♠✐❡

4 +1❛✈❡1/ ❧✬❤✐/+♦✐1❡✳ ▲❡$ ▲✐❡♥$ O✉✐ ▲✐❜P/❡♥(✳

"❛((❡/$♦♥✱ ▼✳ ●✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❈♦♠♠❡♥$✉/❛(✐♦♥ ❛♥❞ (❤❡♦/✐❡$ ♦❢ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧

❡❝♦♥♦♠✐❝$✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝/ ✷✺✱ ✶✵✺✕✶✷✺✳

"❛((❡/$♦♥✱ ▼✳ ●✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣/♦❞✉❝(✐♦♥ ❜❛$❡❞ ♣/✐❝✐♥❣ ♦❢ ❜✐♦$♣❤❡/❡

♣/♦❝❡$$✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝/ ✹✶ ✭❙♣❡❝✐❛❧ ■$$✉❡✿ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝$ ❛♥❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢

❡❝♦$②$(❡♠ $❡/✈✐❝❡$✿ ✐♥(❡❣/❛(✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❞ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❡$♣❡❝(✐✈❡$✮✱ ✹✺✼✕

✹✼✽✳

"❛((❡/$♦♥✱ ▼✳ ●✳✱ ●✳ ❈✳ ❲❛❦❡✱ ❘✳ ▼❝❑✐❜❜✐♥✱ ❛♥❞ ❆✳ ❖✳ ❈♦❧❡ ✭✷✵✵✻✮✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧

♣/✐❝✐♥❣ ❛♥❞ (/❛♥$❢♦/♠✐(②✿ ❆ $♦❧✉(✐♦♥ ♠❡(❤♦❞ ❢♦/ $②$(❡♠$ /❛/❡❧② ❛( ❣❡♥❡/❛❧

❡O✉✐❧✐❜/✐✉♠✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝/ ✺✻✱ ✹✶✷✕✹✷✸✳

"❡❛/❝❡✱ ❉✳ ❛♥❞ ❘✳ ❚✉/♥❡/ ✭✶✾✾✵✮✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝/ ♦❢ ◆❛+✉1❛❧ ❘❡/♦✉1❝❡/ ❛♥❞ +❤❡

❊♥✈✐1♦♥♠❡♥+✳ ◆❡✇ ❨♦/❦✿ ❍❛/✈❡$(❡/ ❲❤❡❛($❤❡❛❢✳

"❡❧❧❡❣/✐♥✐✱ ▲✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ■♥(❡/✈✐❡✇ ✇✐(❤ ❥♦❛♥ ♠❛/(✐♥❡③✲❛❧✐❡/✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥+ ❛♥❞

❈❤❛♥❣❡ ✹✸ ✭✶✮✱ ✸✹✶✕✸✺✾✳

"❡/❡③✱ ▼✳ ▼✳ ❍✳ ✭✶✾✽✵✱ ❥❛♥✈✐❡/✲♠❛/$✮✳ ❱❛❧❡✉/ ❡( ♣/✐① ✿ ✉♥ ❡$$❛✐ ❞❡ ❝/✐(✐O✉❡ ❞❡$

♣/♦♣♦$✐(✐♦♥$ ♥d♦✲/✐❝❛/❞✐❡♥♥❡$✳ ❈1✐+✐(✉❡ ❞❡ ❧✬"❝♦♥♦♠✐❡ ♣♦❧✐+✐(✉❡ ✶✵ ✭◆♦✉✈❡❧❧❡

$d/✐❡✮✳

"❡//✐♥❣$✱ ❈✳ ✭✶✾✽✼✮✳ ❊❝♦♥♦♠② ❛♥❞ ❊♥✈✐1♦♥♠❡♥+✳ ❈❛♠❜/✐❞❣❡✿ ❈❛♠❜/✐❞❣❡ ❯♥✐✲

✈❡/$✐(② "/❡$$✳

"✐❣♦✉✱ ❆✳ ❈✳ ✭✶✾✷✵✮✳ ❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝/ ♦❢ ✇❡❧❢❛1❡✳ ▲♦♥❞/❡$✿ ▼❛❝▼✐❧❧❛♥✳

"✐♠❡♥(❡❧✱ ❉✳✱ ▲✳ ❊✳ ❍✉/❞✱ ❆✳ ❈✳ ❇❡❧❧♦((✐✱ ▼✳ ❏✳ ❋♦/$(❡/✱ ■✳ ◆✳ ❖❦❛✱ ❖✳ ❉✳

❙❤♦❧❡$✱ ❛♥❞ ❘✳ ❏✳ ✫ ❲❤✐(♠❛♥ ✭✶✾✼✸✮✳ ❋♦♦❞ ♣/♦❞✉❝(✐♦♥ ❛♥❞ (❤❡ ❡♥❡/❣② ❝/✐$✐$✳

❙❝✐❡♥❝❡ ✶✽✷ ✭✹✶✶✶✮✱ ✹✹✸✕✹✹✾✳

"❧✉♠❡❝♦❝O✱ ●✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❚❤❡ $❡❝♦♥❞ ❣❡♥❡/❛(✐♦♥ ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝$✿ ❍♦✇

❢❛/ ❤❛$ (❤❡ ❛♣♣❧❡ ❢❛❧❧❡♥ ❢/♦♠ (❤❡ (/❡❡❄ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝/ ✶✵✼✱ ✹✺✼✕✹✻✽✳

"◆❯❊ ✭✷✵✶✶✮✳ ❱❡/$ ✉♥❡ d❝♦♥♦♠✐❡ ✈❡/(❡✿ ❧❡$ d(❛♣❡$ ♣♦✉/ ❧❡ ❞d✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥(

$♦✉(❡♥❛❜❧❡ ❡( ❧✬d/❛❞✐❝❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛✉✈/❡(d✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ /❡♣♦/(✱ "/♦❣/❛♠♠❡ ❞❡$

◆❛(✐♦♥$ ❯♥✐❡$ $✉/ ❧✬❊♥✈✐/♦♥♥❡♠❡♥(✳

"/✐❝❡✱ ❏✳ ❍✳ ✭✶✾✼✹✮✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❊♥❡1❣② ❆♥❛❧②/✐/ ❛♥❞ ◆✉❝❧❡❛1 J♦✇❡1✳ ▲♦♥❞♦♥✿

❋/✐❡♥❞$ ♦❢ (❤❡ ❊❛/(❤✳

"/✐❣♦❣✐♥❡✱ ■✳ ✭✶✾✼✷✮✳ ▲❛ (❤❡/♠♦❞②♥❛♠✐O✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐❡✳ ▲❛ ❘❡❝❤❡1❝❤❡ ✳
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◗✉❛❞'✐♦ ❈✉'③✐♦✱ ❆✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❘✐4♦'4❡ ❡ ❞✐♥❛♠✐❝❛ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛✱ 9❡❝♥♦❧♦❣✐❛ ❡ '❡♥❞✐9❡✳

●❧✐ ❡❝♦♥♦♠✐()✐ ♣♦()❦❡②♥❡(✐❛♥✐ ❞✐ ❈❛♠❜1✐❞❣❡ ❡ ❧✬■)❛❧✐❛ ✷✻✶✱ ✹✵✾✕✹✸✷✳

◗✉❛❞'✐♦ ❈✉'③✐♦✱ ❆✳ ❛♥❞ ❋✳ ?❡❧❧✐③③❛'✐ ✭✶✾✾✾✮✳ ❘❡♥)✱ ❘❡(♦✉1❝❡(✱ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡(✳

❇❡'❧✐♥ ❀ ❍❡✐❞❡❧❜❡'❣✿ ❙♣'✐♥❣❡'✲❱❡'❧❛❣✳

◗✉❛❞'✐♦ ❈✉'③✐♦✱ ❆✳ ❛♥❞ ❋✳ ?❡❧❧✐③③❛'✐ ✭✷✵✵✸✮✳ ❘❡♥)✱ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❛♥❞ )❤❡ ❊♥✈✐✲

1♦♥♠❡♥)✱ ♣♣✳ ✸✸✕✸✹✻✳ ❆❧❞❡'4❤♦9✿ ❆4❤❣❛9❡✳

❘❛♣♣❛♣♦'9✱ ❘✳ ❆✳ ✭✶✾✻✽✮✳ @✐❣( ❢♦1 )❤❡ ❛♥❝❡()♦1(✳ ❘✐)✉❛❧ ✐♥ )❤❡ ❡❝♦❧♦❣② ♦❢ ❛ ♥❡✇

❣✉✐♥❡❛ ♣❡♦♣❧❡✳ ◆❡✇ ❍❛✈❡♥✿ ❨❛❧❡ ❯♥✐✈❡'4✐9② ?'❡44✳

❘❛✈❛❣♥❛♥✐✱ ❋✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❈❧❛44✐❝❛❧ 9❤❡♦'② ❛♥❞ ❡①❤❛✉49✐❜❧❡ ♥❛9✉'❛❧ '❡4♦✉'❝❡4✿ ◆♦9❡4

♦♥ 9❤❡ ❝✉''❡♥9 ❞❡❜❛9❡✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ @♦❧✐)✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠② ✷✵ ✭✶✮✱ ✼✾✕✾✸✳

❘❡❞❢♦'❞✱ ❑✳ ❍✳ ❛♥❞ ❲✳ ▼✳ ❆❞❛♠4 ✭✷✵✵✾✮✳ ?❛②♠❡♥9 ❢♦' ❡❝♦4②49❡♠ 4❡'✈✐❝❡4 ❛♥❞

9❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ 4❛✈✐♥❣ ♥❛9✉'❡✳ ❈♦♥(❡1✈❛)✐♦♥ ❇✐♦❧♦❣② ✷✸ ✭✹✮✱ ✼✽✺✕✼✽✼✳

❘✐❝❛'❞♦✱ ❉✳ ✭✶✽✶✺✮✳ ❆♥ ❊((❛② ♦♥ ❚❤❡ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ▲♦✇ @1✐❝❡ ♦❢ ❈♦1♥ ♦♥ )❤❡

@1♦✜)( ♦❢ ❙)♦❝❦✳ ▲♦♥❞♦♥✿ ❏♦❤♥ ▼✉''❛②✳

❘✐❝❛'❞♦✱ ❉✳ ✭✶✽✶✼✮✳ ❉❡( ♣1✐♥❝✐♣❡( ❞❡ ❧✬M❝♦♥♦♠✐❡ ♣♦❧✐)✐N✉❡ ❡) ❞❡ ❧✬✐♠♣O)✳ 9'❛❞✳

❢'✳✱ ?❛'✐4✿ ●✉✐❧❧❛✉♠✐♥✱ ✶✽✹✻✳

❘✐❝❛'❞♦✱ ❉✳ ✭✶✾✺✶✲✶✾✼✸✮✳ ❚❤❡ ❲♦1❦( ❛♥❞ ❈♦11❡(♣♦♥❞❛♥❝❡ ♦❢ ❉❛✈✐❞ ❘✐❝❛1❞♦✳

❈❛♠❜'✐❞❣❡✿ ❈❛♠❜'✐❞❡ ❯♥✐✈❡'4✐9② ?'❡44✳

❘♦❜❜✐♥4✱ ▲✳ ✭✶✾✸✷✮✳ ❆♥ ❊((❛② ♦♥ )❤❡ ◆❛)✉1❡ ❛♥❞ ❙✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❙❝✐❡♥❝❡✳ ▲♦♥❞♦♥✿ ▼❛❝♠✐❧❧❛♥✳

❘♦❜✐♥4♦♥✱ ❏✳ ✭✶✾✺✸✲✶✾✺✹✮✳ ❚❤❡ ♣'♦❞✉❝9✐♦♥ ❢✉♥❝9✐♦♥ ❛♥❞ 9❤❡ 9❤❡♦'② ♦❢ ❝❛♣✐9❛❧✳

❚❤❡ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙)✉❞✐❡( ✷✶ ✭✷✮✱ ✽✶✕✶✵✻✳

❘♦44❡9✱ ❈✳ ✭✶✾✼✸✮✳ ▲✬❛♥)✐✲♥❛)✉1❡✳ ◗✉❛❞'✐❣❡✳ ?'❡44❡4 ❯♥✐✈❡'4✐9❛✐'❡4 ❞❡ ❋'❛♥❝❡✳

❘^♣❦❡✱ ■✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❚❤❡ ❡❛'❧② ❤✐49♦'② ♦❢ ♠♦❞❡'♥ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝4✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧

❊❝♦♥♦♠✐❝( ✺✵✱ ✷✾✸✕✸✶✹✳

❘^♣❦❡✱ ■✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❚'❡♥❞4 ✐♥ 9❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥9 ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝4 ❢'♦♠ 9❤❡

❧❛9❡ ✶✾✽✵4 9♦ 9❤❡ ❡❛'❧② ✷✵✵✵4✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝( ✺✺✱ ✷✻✷✕✷✾✵✳

❙❛❝❤4✱ ■✳ ✭✶✾✼✹✱ ▼❛②✲❏✉♥❡✮✳ ❊♥✈✐'♦♥♥❡♠❡♥9 ❡9 49②❧❡4 ❞❡ ❞b✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥9✳ ❆♥✲

♥❛❧❡(✳ ❍✐()♦✐1❡✱ ❙❝✐❡♥❝❡( ❙♦❝✐❛❧❡( ✷✾ ✭✸✮✱ ✺✺✸✕✺✼✵✳

❙❛❧✈❛❞♦'✐✱ ◆✳ ✭✶✾✽✸✮✳ ❖♥ ❛ ♥❡✇ ✈❛'✐❡9② ♦❢ '❡♥9✳ ▼❡)1♦❡❝♦♥♦♠✐❝❛ ✸✺ ✭✶✲✷✮✱ ✼✸✕✽✺✳

❙❛❧✈❛❞♦'✐✱ ◆✳ ✭✶✾✽✽✮✳ ❋✐①❡❞ ❝❛♣✐9❛❧ ✇✐9❤✐♥ 9❤❡ 4'❛✛❛ ❢'❛♠❡✇♦'❦✳ ❏♦✉1♥❛❧ ♦❢

❊❝♦♥♦♠✐❝( ✹✽ ✭✶✮✱ ✶✕✶✼✳

❙❛❧✈❛❞♦'✐✱ ◆✳ ❛♥❞ ■✳ ❙9❡❡❞♠❛♥ ✭✶✾✽✽✮✳ ❏♦✐♥9 ♣'♦❞✉❝9✐♦♥ ❛♥❛❧②4✐4 ✐♥ ❛ 4'❛✣❛♥

❢'❛♠❡✇♦'❦✳ ❇✉❧❧❡)✐♥ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡(❡❛1❝❤ ✹✵ ✭✸✮✱ ✶✻✺✕✶✾✺✳
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❙❛♠✉❡❧(♦♥✱ ,✳ ✭✶✾✻✻✮✳ ❆ ♥❡✇ $❤❡♦'❡♠ ♦♥ ♥♦♥)✉❜)$✐$✉$✐♦♥✱ ❈❤❛♣6❡7 ✸✼✳

❙❛♠✉❡❧(♦♥✱ ,✳ ❆✳ ✭✶✾✻✹✮✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝)✱ ❛♥ ✐♥$'♦❞✉❝$♦'② ❛♥❛❧②)✐)✳ ✻❛ ❡❞✐6✐♦♥✳ ◆❡✇

❨♦7❦✿ ▼❝●7❛✇✲❍✐❧❧ ❈♦✳

❙❛♠✉❡❧(♦♥✱ ,✳ ❆✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❙7❛✣❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝(✳ ■♥ ❙✳ ◆✳ ❉✉7❧❛✉❢ ❛♥❞ ▲✳ ❊✳ ❇❧✉♠❡

✭❊❞(✳✮✱ ❚❤❡ ◆❡✇ 6❛❧❣'❛✈❡ ❉✐❝$✐♦♥❛'② ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝)✳ ❇❛(✐♥❣(6♦❦❡✿ ,❛❧❣7❛✈❡

▼❛❝♠✐❧❧❛♥✳

❙❛✉❝✐❡7✱ ,✳ ✭✶✾✽✶✮✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡) $❡❝❤♥✐=✉❡) ❡♥ )✐$✉❛$✐♦♥ ❞❡ ❧✐♠✐$❛$✐♦♥ ❞❡

'❡))♦✉'❝❡)✳ ,❤❞ 6❤❡(✐(✳

❙❛②✱ ❏✳✲❇✳ ✭✶✽✵✸ ✭✶✾✼✷✮✮✳ ❚'❛✐$> ❞✬>❝♦♥♦♠✐❡ ♣♦❧✐$✐=✉❡ ♦✉ )✐♠♣❧❡ ❡①♣♦)✐$✐♦♥ ❞❡

❧❛ ♠❛♥✐A'❡ ❞♦♥$ )❡ ❢♦'♠❡♥$✱ )❡ ❞✐)$'✐❜✉❡♥$ ♦✉ )❡ ❝♦♥)♦♠♠❡♥$ ❧❡) '✐❝❤❡))❡) ✳

,❛7✐(✿ ❈❛❧♠❛♥♥✲▲T✈②✳

❙❝❤❛❡✛❡7✱ ▼✳ ❇✳ ✭✶✾✺✹✮✳ ❆ (6✉❞② ♦❢ 6❤❡ ❞②♥❛♠✐❝( ♦❢ 6❤❡ ✜(❤❡7② ❢♦7 ②❡❧❧♦✇✜♥

6✉♥❛ ✐♥ 6❤❡ ❡❛(6❡7♥ 67♦♣✐❝❛❧ ♣❛❝✐✜❝ ♦❝❡❛♥✳ ■♥$❡'✲❆♠❡'✐❝❛♥ ❚'♦♣✐❝❛❧ ❚✉♥❛

❈♦♠♠✐))✐♦♥ ❇✉❧❧❡$✐♥ ✷ ✭✻✮✱ ✷✹✼✕✷✻✽✳

❙❝❤❡❢♦❧❞✱ ❇✳ ✭✶✾✼✻✮✳ ❘❡❞✉❝6✐♦♥ 6♦ ❞❛6❡❞ Z✉❛♥6✐6✐❡( ♦❢ ❧❛❜♦✉7✱ 7♦✉♥❞❛❜♦✉6 ♣7♦✲

❝❡((❡(✱ ❛♥❞ (✇✐6❝❤❡( ♦❢ 6❡❝❤♥✐Z✉❡( ✐♥ ✜①❡❞ ❝❛♣✐6❛❧ (②(6❡♠(✳ ▼❡$'♦❡❝♦♥♦♠✲

✐❝❛ ✷✼✱ ✶✕✶✺✳

❙❝❤❡❢♦❧❞✱ ❇✳ ✭✶✾✽✵✮✳ ❋✐①❡❞ ❝❛♣✐$❛❧ ❛) ❛ ❥♦✐♥$ ♣'♦❞✉❝$ ❛♥❞ $❤❡ ❛♥❛❧②)✐) ♦❢ ❛❝✲

❝✉♠✉❧❛$✐♦♥ ✇✐$❤ ❞✐✛❡'❡♥$ ❢♦'♠) ♦❢ $❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣'♦❣'❡))✱ ♣♣✳ ✶✸✽✕✷✶✼✳ ▲♦♥❞♦♥✿

▼❛❝♠✐❧❧❛♥✳

❙❝❤❡❢♦❧❞✱ ❇✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ▼' ❙'❛✛❛ ♦♥ ❥♦✐♥$ ♣'♦❞✉❝$✐♦♥ ❛♥❞ ♦$❤❡' ❡))❛②)✳ ▲♦♥❞♦♥✿

❯♥✇✐♥ ❍②♠❛♥✳

❙❝❤❡❢♦❧❞✱ ❇✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❈7✐6✐Z✉❡ ♦❢ 6❤❡ ❝♦7♥✲❣✉❛♥♦ ♠♦❞❡❧✳ ▼❡$'♦❡❝♦♥♦♠✐❝❛ ✺✷✱

✸✶✻✕✸✷✽✳

❙❝❤❡❢♦❧❞✱ ❇✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❏♦✐♥6 ♣7♦❞✉❝6✐♦♥✿ 67✐✉♠♣❤ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♦✈❡7 ♠❛6❤❡♠❛6✐❝❛❧

❧♦❣✐❝❄ ❊✉'♦♣❡❛♥ ❏♦✉'♥❛❧ ♦❢ $❤❡ ❍✐)$♦'② ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤♦✉❣❤$ ✶✷ ✭✸✮✱ ✺✷✺✕✺✷✳

❙❝❤♦7✱ ❏✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ,7✐❝❡( ❛♥❞ Z✉❛♥6✐6✐❡(✿ ❯♥(✉(6❛✐♥❛❜❧❡ ❝♦♥(✉♠♣6✐♦♥ ❛♥❞ 6❤❡

❣❧♦❜❛❧ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝) ✺✺✱ ✸✵✾✕✸✷✵✳

❙❝✐✉❜❜❛✱ ❊✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❋7♦♠ ❡♥❣✐♥❡❡7✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝( 6♦ ❡①6❡♥❞❡❞ ❡①❡7❣② ❛❝❝♦✉♥6✲

✐♥❣✿ ❆ ♣♦((✐❜❧❡ ♣❛6❤ ❢7♦♠ ♠♦♥❡6❛7② 6♦ 7❡(♦✉7❝❡✲❜❛(❡❞ ❝♦(6✐♥❣✳ ❏♦✉'♥❛❧ ♦❢

■♥❞✉)$'✐❛❧ ❊❝♦❧♦❣② ✽ ✭✹✮✱ ✶✾✕✹✵✳

❙`❞❡7❜❛✉♠✱ ,✳ ✭✶✾✾✷✮✳ ◆❡♦❝❧❛((✐❝❛❧ ❛♥❞ ✐♥(6✐6✉6✐♦♥❛❧ ❛♣♣7♦❛❝❤❡( 6♦ ❞❡✈❡❧♦♣✲

♠❡♥6 ❛♥❞ 6❤❡ ❡♥✈✐7♦♥♠❡♥6✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝) ✺✱ ✶✷✼✕✶✹✹✳

❙❡♥✱ ❆✳ ❑✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥$ ❛) ❋'❡❡❞♦♠✳ ❖①❢♦7❞✿ ❖①❢♦7❞ ❯♥✐✈❡7(✐6② ,7❡((✳

❙❡♥✐♦7✱ ◆✳ ✭✶✽✹✽✮✳ ❏✳(✳ ♠✐❧❧ ♦♥ ♣♦❧✐6✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❊❞✐♥❜✉'❣❤ ❘❡✈✐❡✇ ✶✼✽✱ ✷✾✼✕

✸✷✵✳



❇■❇▲■❖●❘❆'❍❨ ✷✹✺

❙❤❛&♠❛✱ )✳✱ ❇✳ ❙❛&❦❡&✱ ❛♥❞ ❏✳ ❘♦♠❛❣♥♦❧✐ ✭✷✵✶✶✮✳ ❆ ❞❡❝✐<✐♦♥ <✉♣♣♦&? ?♦♦❧

❢♦& <?&❛?❡❣✐❝ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♦❢ <✉<?❛✐♥❛❜❧❡ ❜✐♦&❡✜♥❡&✐❡<✳ ❈♦♠♣✉%❡'( ❛♥❞ ❈❤❡♠✐❝❛❧

❊♥❣✐♥❡❡'✐♥❣ ✸✺✱ ✶✼✻✼✕✶✼✽✶✳

❙✐♥❤❛✱ ❆✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❙&❛✛❛ ❛♥❞ ?❤❡ ❛<<✉♠♣?✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥<?❛♥? &❡?✉&♥< ?♦ <❝❛❧❡✿ ❛

❝&✐?✐I✉❡ ♦❢ <❛♠✉❡❧<♦♥ ❛♥❞ ❡?✉❧❛✳ ❈♦♥%'✐❜✉%✐♦♥( %♦ 5♦❧✐%✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠② ✷✻✱

✻✶✕✼✵✳

❙✐♥❤❛✱ ❆✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❙&❛✛❛ ❛♥❞ ?❤❡ ❧❛?❡& ✇✐??❣❡♥<?❡✐♥✳ ❈♦♥%'✐❜✉%✐♦♥( %♦ 5♦❧✐%✐❝❛❧

❊❝♦♥♦♠② ✱ ✷✸✳

❙✐♥❤❛✱ ❆✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ▲✐<?❡♥ ?♦ <&❛✛❛✬< <✐❧❡♥❝❡<✿ ❛♥ ♥❡✇ ✐♥?❡&♣&❡?❛?✐♦♥ ♦❢ <&❛✛❛✬<

♣&♦❞✉❝?✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐?✐❡<✳ ❈❛♠❜'✐❞❣❡ ❏♦✉'♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝( ✸✻✱ ✶✸✷✸✕✶✸✸✾✳

❙✐♥❤❛✱ ❆✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ✐♥?❡&♣&❡?❛?✐♦♥ ♦❢ <&❛✛❛✬< ♣&✐❝❡<✿ ❛ &❡<♣♦♥<❡ ?♦ ❤❡✐♥③

❦✉&③✳ ❈❛♠❜'✐❞❣❡ ❏♦✉'♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝( ✸✼✱ ✶✹✹✾✕✶✹✺✸✳

❙✐♥❤❛✱ ❆✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❙&❛✛❛✬< ❝♦♥?&✐❜✉?✐♦♥< ?♦ ?❤❡ ♠❡?❤♦❞♦❧♦❣② ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝<✳

❏♦✉'♥❛❧ ♦❢ ■♥%❡'❞✐(❝✐♣❧✐♥❛'② ❊❝♦♥♦♠✐❝( ✷✼ ✭✶✮✱ ✸✸✕✹✽✳

❙✐♥❤❛✱ ❆✳ ❛♥❞ ▼✳✲❙✳ ❉✉♣❡&?✉✐< ✭✷✵✵✾✮✳ ❆ <&❛✣❛♥ ❝&✐?✐I✉❡ ♦❢ ?❤❡ ❝❧❛<<✐❝❛❧ ♥♦?✐♦♥

♦❢ ❝❡♥?❡& ♦❢ ❣&❛✈✐?❛?✐♦♥✳ ❈❛♠❜'✐❞❣❡ ❏♦✉'♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝( ✱ ✷✸✳

❙❦✐&❜❡❦❦✱ ●✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ▼❛&①✐<♠ ❛♥❞ ❡❝♦❧♦❣②✳ ❈❛♣✐%❛❧✐(♠✱ ◆❛%✉'❡✱ ❙♦❝✐❛❧✐(♠ ✺ ✭✹✮✱

✾✺✕✶✵✹✳

❙❧❡<<❡&✱ ▼✳ ✭✶✾✼✺✮✳ ❆❝❝♦✉♥?✐♥❣ ❢♦& ❡♥❡&❣②✳ ◆❛%✉'❡ ✷✵ ▼❛'❝❤✱ ✶✼✵✕✶✼✷✳

❙❧❡<<❡&✱ ▼✳ ✭✶✾✼✼✮✳ ❊♥❡&❣② ❛♥❛❧②<✐<✳ ❙❝✐❡♥❝❡ ✶✺ ❆♣'✐❧✱ ✷✺✾✕✷✻✵✳

❙♠✐?❤✱ ❆✳ ✭✶✼✼✻✮✳ ❆♥ ■♥D✉✐'② ✐♥%♦ %❤❡ ◆❛%✉'❡ ❛♥❞ %❤❡ ❈❛✉(❡( ♦❢ %❤❡ ❲❡❛❧%❤ ♦❢

◆❛%✐♦♥(✳

❙♦❞❞②✱ ❋✳ ✭✶✾✷✻✮✳ ❲❡❛❧%❤✱ ❱✐'%✉❛❧ ❲❡❛❧%❤ ❛♥❞ ❉❡❜% ✿ ❚❤❡ ❙♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ %❤❡

❊❝♦♥♦♠✐❝ 5❛'❛❞♦①✳ ▲♦♥❞♦♥✿ ❆❧❧❡♥ ✫ ❯♥✇✐♥✳

❙♦❧♦✇✱ ❘✳ ▼✳ ✭✶✾✻✸✮✳ ❈❛♣✐%❛❧ %❤❡♦'② ❛♥❞ %❤❡ '❛%❡ ♦❢ '❡%✉'♥✳ )&♦❢❡<<♦& ❉&✳ ❉❡

❱&✐❡< ❧❡❝?✉&❡<✳ ❆♠<?❡&❞❛♠✿ ◆♦&?❤✲❍♦❧❧❛♥❞ )✉❜❧✐<❤✐♥❣ ❈♦♠♣❛♥②✳

❙♦❧♦✇✱ ❘✳ ▼✳ ✭✶✾✼✹✮✳ ❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝< ♦❢ &❡<♦✉&❝❡< ♦& ?❤❡ &❡<♦✉&❝❡< ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝<✳

❚❤❡ ❆♠❡'✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✻✹ ✭✷✮✱ ✶✕✶✹✳

❙♦❧♦✇✱ ❘✳ ▼✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ❘❡♣❧②✿ ●❡♦&❣❡<❝✉✲&♦❡❣❡♥ ✈❡&<✉< <♦❧♦✇✴<?✐❣❧✐?③✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧

❊❝♦♥♦♠✐❝( ✷✷✱ ✷✻✼✕✷✻✽✳

❙♦❧♦✇✱ ❘✳ ▼✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❈♦♠♠❡♥%( ♦♥ ❙❝♦%% ❈❛'%❡'✱ ❈❤❛♣?❡& ✼✱ ♣♣✳ ✻✸✕✻✼✳

❙♦♠❜❛&?✱ ❲✳ ✭✶✾✸✵✮✳ ❈❛♣✐%❛❧✐(♠✱ ♣♣✳ ✶✾✺✕✷✵✽✳ ◆❡✇✲❨♦&❦✿ ❚❤❡ ▼❛❝♠✐❧❧❛♥

❈♦♠♣❛♥②✳
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❙♦♥♥❡♥'❝❤❡✐♥✱ ❍✳ ✭✶✾✼✸✮✳ ❉♦ ✇❛❧8❛'✬ ✐❞❡♥;✐;② ❛♥❞ ❝♦♥;✐♥✉✐;② ❝❤❛8❛❝;❡8✐③❡ ;❤❡

❝❧❛'' ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐;② ❡①❝❡'' ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝;✐♦♥' ❄ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡✲

♦#② ✻✱ ✸✹✺✕✸✺✹✳

❙♣❛♥❣❡♥❜❡8❣✱ ❏✳ ❍✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ '✉';❛✐♥❛❜✐❧✐;② ♦❢ ;❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✿ ❝♦♥❝❡♣;'

❛♥❞ ✐♥❞✐❝❛;♦8'✳ ■♥3❡#♥❛3✐♦♥❛❧ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❙✉53❛✐♥❛❜❧❡ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥3 ✽ ✭✶✮✱ ✹✼✕

✻✹✳

❙♣❛'❤✱ ❈✳ ▲✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ◆❡✇ ❢♦✉♥❞❛;✐♦♥' ❢♦8 ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝'✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧

❊❝♦♥♦♠✐❝5 ✼✼✱ ✸✻✕✹✼✳

❙8❛✛❛✱ P✳ ✭✶✾✻✵✮✳ =#♦❞✉❝3✐♦♥ ♦❢ ❈♦♠♠♦❞✐3✐❡5 ❜② ▼❡❛♥5 ♦❢ ❈♦♠♠♦❞✐3✐❡5✳ ❇♦♠✲

❜❛②✿ ❑✳ ❑✳ ❱♦8❛✱ ❱♦8❛ ✫ ❈♦✳

❙;❛❤❡❧✱ ❆✳ ❲✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❱❛❧✉❡ ❢8♦♠ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❞②♥❛♠✐❝ '②';❡♠✬' ♣❡8'♣❡❝;✐✈❡✳

❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝5 ✺✹✱ ✸✼✵✕✸✽✶✳

❙;❡❡❞♠❛♥✱ ■✳ ✭✶✾✽✹✮✳ ◆❛;✉8❛❧ ♣8✐❝❡'✱ ❞✐✛❡8❡♥;✐❛❧ ♣8♦✜; 8❛;❡' ❛♥❞ ;❤❡ ❝❧❛''✐❝❛❧

❝♦♠♣❡;✐;✐✈❡ ♣8♦❝❡''✳ ❚❤❡ ▼❛♥❝❤❡53❡# ❙❝❤♦♦❧ ✺✷ ✭✷✮✱ ✶✷✸✕✶✹✵✳

❙;✐❣❧✐;③✱ ❏✳ ❊✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ❘❡♣❧②✿ ●❡♦8❣❡'❝✉✲8♦❡❣❡♥ ✈❡8'✉' '♦❧♦✇✴';✐❣❧✐;③✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧

❊❝♦♥♦♠✐❝5 ✷✷✱ ✷✻✾✕✷✼✵✳

❙;✉❛8; ▼✐❧❧✱ ❏✳ ✭✶✽✹✽❛✮✳ =#✐♥❝✐♣❡5 ❞✬E❝♦♥♦♠✐❡ ♣♦❧✐3✐F✉❡✳ ✸❡ `❞✳ ❢8✳ ●✉✐❧❧❛✉♠✐♥✱

✶✽✼✸✳

❙;✉❛8; ▼✐❧❧✱ ❏✳ ✭✶✽✹✽❜✮✳ =#✐♥❝✐♣❧❡5 ♦❢ =♦❧✐3✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠② ✇✐3❤ ❙♦♠❡ ♦❢ 3❤❡✐#

❆♣♣❧✐❝❛3✐♦♥5 3♦ ❙♦❝✐❛❧ =❤✐❧♦5♦♣❤②✳ ▲♦♥❞♦♥✿ ❏♦❤♥ ❲✳ P❛8❦❡8✳

❙✉❦❤❞❡✈✱ P✳✱ ❘✳ P8❛❜❤✉✱ P✳ ❑✉♠❛8✱ ❆✳ ❇❛''✐✱ ❲✳ P❛;✇❛✲❙❤❛❤✱ ❚✳ ❊♥;❡8'✱

●✳ ▲❛❜❜❛;❡✱ ❛♥❞ ❏✳ ●8❡❡♥✇❛❧; ✭✷✵✶✷✮✳ ❘❡❞❞✰ ❛♥❞ ❛ ❣8❡❡♥ ❡❝♦♥♦♠②✿ ❖♣✲

♣♦8;✉♥✐;✐❡' ❢♦8 ❛ ♠✉;✉❛❧❧② '✉♣♣♦8;✐✈❡ 8❡❧❛;✐♦♥'❤✐♣✳ ❯◆✲❘❊❉❉ P♦❧✐❝②❇8✐❡❢ ✶✱

❯◆❊P✱ ●❡♥❡✈❛✱ ❙✇✐;③❡8❧❛♥❞✳

❙✉♠♠❡8'✱ ▲✳ ✭✶✾✾✷✮✳ ▲❡; ;❤❡♠ ❡❛; ♣♦❧❧✉;✐♦♥✳ ❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐53 ❋❡❜#✉❛#② ✽✳

❙②❧♦' ▲❛❜✐♥✐✱ P✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ❲❤② ;❤❡ ✐♥;❡8♣8❡;❛;✐♦♥ ♦❢ ;❤❡ ❝♦❜❜✲❞♦✉❣❧❛' ♣8♦❞✉❝✲

;✐♦♥ ❢✉♥❝;✐♦♥ ♠✉'; ❜❡ 8❛❞✐❝❛❧❧② ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❙3#✉❝3✉#❛❧ ❈❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❉②♥❛♠✐❝5 ✻✱ ✹✽✺✕✺✵✹✳

❚❛♥'❧❡②✱ ❆✳ ●✳ ✭✶✾✸✺✮✳ ❚❤❡ ✉'❡ ❛♥❞ ❛❜✉'❡ ♦❢ ✈❡❣❡;❛;✐♦♥♥❛❧ ;❡8♠' ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣;'✳

❊❝♦❧♦❣② ✶✻ ✭✸✮✱ ✷✽✹✕✸✵✼✳

❚❛②✱ ❉✳ ❍✳ ❙✳✱ ❉✳ ❑✳ ❙✳ ◆❣✱ ❙✳ ❏8✳✱ ◆✳ ❊✳✱ ❛♥❞ ▼✳ ❘✳ ❊❞❡♥ ✭✷✵✶✶✮✳ ❋✉③③② ♦♣✲

;✐♠✐③❛;✐♦♥ ❛♣♣8♦❛❝❤ ❢♦8 ;❤❡ '②♥;❤❡'✐' ♦❢ ❛ '✉';❛✐♥❛❜❧❡ ✐♥;❡❣8❛;❡❞ ❜✐♦8❡✜♥❡8②✳

■♥❞✳ ❊♥❣✳ ❈❤❡♠✳ ❘❡5✳ ✺✵✱ ✶✻✺✷✕✶✻✻✺✳

❚❊❊❇ ✭✷✵✶✵✮✳ ❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝' ♦❢ ❡❝♦'②';❡♠' ❛♥❞ ❜✐♦❞✐✈❡8'✐;②✿ ▼❛✐♥';8❡❛♠✲

✐♥❣ ;❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝' ♦❢ ♥❛;✉8❡✿ ❆ '②♥;❤❡'✐' ♦❢ ;❤❡ ❛♣♣8♦❛❝❤✱ ❝♦♥❝❧✉'✐♦♥' ❛♥❞

8❡❝♦♠♠❡♥❞❛;✐♦♥' ♦❢ ;❡❡❜✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ 8❡♣♦8;✱ ❚❊❊❇✳
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❚❤✐&②✱ ●✳ ❛♥❞ .✳ ❘♦♠❛♥ ✭✷✵✶✹✱ ❏✉♥❡✮✳ ❚❤❡ ■♥❝❧✉<✐✈❡ ❲❡❛❧?❤ ■♥❞❡①✳ ❆ ❙✉<?❛✐♥✲

❛❜✐❧✐?② ■♥❞✐❝❛?♦&✱ ❘❡❛❧❧②❄

❚❤F✈❡♥♦?✱ ▲✳ ✭✶✾✽✹✮✳ ❘✉❧❡< ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥? ❀ ✐♥✈❡<?♠❡♥? ✐♥ ❢♦&♠<✳ ❙♦❝✐❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡

■♥❢♦*♠❛,✐♦♥ ✷✸ ✭✶✮✱ ✶✕✹✺✳

❚♦&&❡♥<✱ ❘✳ ✭✶✽✶✺✮✳ ❆♥ ❊11❛② ♦♥ ,❤❡ ❊①,❡*♥❛❧ ❈♦*♥ ❚*❛❞❡✳ ▲♦♥❞♦♥✿ ❏✳

❍❛?❝❤❛&❞✳

❱❛✐<<✐R&❡✱ ❆✳✲❈✳ ❛♥❞ ❍✳ ▲❡✈&❡❧ ✭✷✵✶✺✮✳ ❇✐♦❞✐✈❡&<✐?② ♦✛<❡? ♠❛&❦❡?<✿ ❲❤❛? ❛&❡

?❤❡② &❡❛❧❧②❄ ❛♥ ❡♠♣✐&✐❝❛❧ ❛♣♣&♦❛❝❤ ?♦ ✇❡?❧❛♥❞ ♠✐?✐❣❛?✐♦♥ ❜❛♥❦✐♥❣✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧

❊❝♦♥♦♠✐❝1 ✶✶✵✱ ✽✶✕✽✽✳

✈❛♥ ❞❡♥ ❇❡&❣❤✱ ❏✳ ❈✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝<✿ ?❤❡♠❡<✱ ❛♣♣&♦❛❝❤❡<✱

❛♥❞ ❞✐✛❡&❡♥❝❡< ✇✐?❤ ❡♥✈&✐♦♥♠❡♥?❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝<✳ ❘❡❣✉❧❛,♦*② ❊♥✈✐*♦♥♠❡♥,❛❧

❈❤❛♥❣❡ ✷✱ ✶✸✕✷✸✳

✈❛♥ ❞❡♥ ❇❡&❣❤✱ ❏✳ ❈✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ❡♥✈✐*♦♥♠❡♥,❛❧ ❛♥❞ *❡1♦✉*❝❡ ❡❝♦✲

♥♦♠✐❝1✳ ❊❞✇❛&❞ ❊❧❣❛& .✉❜❧✐<❤✐♥❣✳

✈❛♥ ❞❡♥ ❇❡&❣❤✱ ❏✳ ❈✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❊♥✈✐&♦♥♠❡♥? ✈❡&<✉< ❣&♦✇?❤ ✲ ❛ ❝&✐?✐❝✐<♠ ♦❢ ✧❞❡✲

❣&♦✇?❤✧ ❛♥❞ ❛ ♣❧❡❛ ❢♦& ✧❛✲❣&♦✇?❤✧✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝1 ✼✵ ✭✺✮✱ ✽✽✶✕✽✾✵✳

❱❛?♥✱ ❆✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ■♥1,✐,✉,✐♦♥1 ❛♥❞ ❊♥✈✐*♦♥♠❡♥,✳ ❈❤❡❧?❡♥❤❛♠✱ ❯❑ ✲ ◆♦&?❤❛♠♣✲

?♦♥✱ ▼❆✱ ❯❙❆✿ ❊❞✇❛&❞ ❊❧❣❛&✳

❱❡♥❦❛?❛❝❤❛❧❛♠✱ ▲✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❊♥✈✐&♦♥♠❡♥?❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝< ❛♥❞ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝<✿

❲❤❡&❡ ?❤❡② ❝❛♥ ❝♦♥✈❡&❣❡❄ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝1 ✻✶✱ ✺✺✵✕✺✺✽✳

❱✐❝?♦&✱ .✳ ❆✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ▼❛♥❛❣✐♥❣ ✇✐,❤♦✉, ●*♦✇,❤✳ ❙❧♦✇❡* ❜② ❉❡1✐❣♥✱ ◆♦, ❉✐1❛1✲

,❡*✳ ❈❤❡❧?❡♥❤❛♠✱ ❯✳❑✳ ❛♥❞ ◆♦&?❤❛♠♣?♦♥✱ ▼❆✱ ❯❙❆✳✿ ❊❞✇❛&❞ ❊❧❣❛&✳

❱✐?♦✉<❡❦✱ .✳✱ ❍✳ ▼♦♦♥❡②✱ ❏✳ ▲✉❜❝❤❡♥❝♦✱ ❛♥❞ ❏✳ ▼❡❧✐❧❧♦ ✭✶✾✾✼✮✳ ❍✉♠❛♥ ❞♦♠✐✲

♥❛?✐♦♥ ♦❢ ❡❛&?❤✬< ❡❝♦<②<?❡♠<✳ ❙❝✐❡♥❝❡ ✷✼✼✱ ✹✾✹✕✹✾✾✳

❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥✱ ❏✳ ❱✳ ✭✶✾✹✺✲✶✾✹✻✮✳ ❆ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❣❡♥❡&❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡b✉✐❧✐❜&✐✉♠✳

❚❤❡ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙,✉❞✐❡1 ✶✸ ✭✶✮✱ ✶✕✾✳

❲❛❝❦❡&♥❛❣❡❧✱ ▼✳ ❛♥❞ ❲✳ ❘❡❡< ✭✶✾✾✻✮✳ ❖✉* ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❋♦♦,♣*✐♥,✳ ❘❡❞✉❝✐♥❣

❍✉♠❛♥ ■♠♣❛❝, ♦♥ ,❤❡ ❊❛*,❤✳ ●❛❜&✐♦❧❛ ■<❧❛♥❞✱ ❇❈✿ ◆❡✇ ❙♦❝✐❡?② .✉❜❧✐<❤❡&<✳

❲❛❧&❛<✱ ▲✳ ✭✶✽✼✹✮✳ ❊❧❡♠❡♥,1 ♦❢ N✉*❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝1✳ ✶✾✺✹ ✭?&❛♥<❧❛?❡❞ ❜② ❲✳ ❏❛✛❡✮✳

▲♦♥❞♦♥✿ ❆❧❧❡♥ ❛♥❞ ❯♥✇✐♥✳

❲❡❜❡&✱ ❆✳ ✭✶✾✵✾✮✳ ❯❜❡* ❞❡♥ ❙,❛♥❞♦*, ❞❡* ■♥❞✉1,*✐❡✳ ❚c♥❜✐♥❣❡♥✳

❲❡<?✱ ❊✳ ✭✶✽✶✺✮✳ ❊11❛② ♦♥ ,❤❡ ❆♣♣❧✐❝❛,✐♦♥ ♦❢ ❈❛♣✐,❛❧ ,♦ ▲❛♥❞✳ ▲♦♥❞♦♥✿ ❚✳

❯♥❞❡&✇♦♦❞✳

❲✐❝❦<❡❧❧✱ ❑✳ ✭✶✾✸✹✮✳ ▲❡❝,✉*❡1 ♦♥ N♦❧✐,✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱ ❱♦❧✉♠❡ ✶✳ ▲♦♥❞♦♥✿ ❘♦✉?✲

❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ❑❡❣❛♥ .❛✉❧ ▲?❞✳
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❲✐❝❦'(❡❡❞✱ ,✳ ✭✶✽✾✹✮✳ ❆♥ ❡##❛② ♦♥ '❤❡ ❝♦✲♦+❞✐♥❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❧❛✇# ♦❢ ❞✐#'+✐❜✉'✐♦♥✳

▲♦♥❞♦♥✿ ▼❛❝♠✐❧❧❛♥✳
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